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REND. SEM. MaT. UNx1v. Papova, Vol. 65 (1981)

Sul reticolo dei sottogruppi di un gruppo abeliano
senza torsione di rango diverso da 1:

una caratterizzazione reticolare.

CARLO MARIA SCOPPOLA (*)

0. 11 problema di trovare condizioni necessarie e sufficienti perché
il reticolo £ sia isomorfo al reticolo dei sottogruppi di un gruppo e
stato posto da Suzuki in [2].

In [3] & data una risposta a tale problema: si trovano prima di
tutto condizioni necessarie e sufficienti affinché un reticolo £ sia iso-
morfo al reticolo dei sottogruppi di un gruppo libero noncommutativo
(tali condizioni sono di natura completamente reticolare). I reticoli
che sono isomorfi a reticoli dei sottogruppi di gruppi si identificano
poi con una conveniente classe di ideali principali duali dei caratte-
rizzati reticoli di gruppi liberi, e cio¢ in accordo col fatto che ogni gruppo
¢ I'immagine epimorfa di un conveniente gruppo libero.

In questo lavoro si ottiene invece esplicitamente (in termini reti-
colari) una condizione necessaria e sufficiente affinché un reticolo £
sia isomorfo al reticolo dei sottogruppi di un gruppo abeliano senza
torsione di rango diverso da 1: a partire da un reticolo che soddisfa
a tale condizione, si costruisce poi ’unico gruppo il cui reticolo dei
sottogruppi ¢ isomorfo al reticolo dato.

Le tecniche qui usate sono adattamenti di quelle usate in [3], ispi-
rati ai classici lavori di Baer sui reticoli di gruppi abeliani (si veda
ad es. [2]).

(*) Indirizzo dell’A.: Dipartimento di Matematica, Libera Universita degli
Studi di Trento, 38050 Povo, (Trento).
Lavoro eseguito nell’ambito dei gruppi di ricerca del C.N.R.
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Alcuni dei risultati ottenuti in questo lavoro sono simili a risultati
ottenuti, con tecniche diverse ed in diverso contesto, in [1].

1. Le notazioni sono tutte standard: indicheremo con \/ e A le
operazioni reticolari, mentre con U e N indicheremo 1'unione e 1’inter-
sezione di insiemi; ’ordinamento parziale in un reticolo £ verrd indi-
cato con < ; la relazione di inclusione tra insiemi con C. Con 1g, Op
(o semplicemente 1, 0) indicheremo 1’eventuale elemento massimo (mi-
nimo) del reticolo £; con 1,4 (0 1) indicheremo I'unitd del gruppo G.
Per le nozioni reticolari seguiremo [2]. Sia £ un reticolo con 0. Come
in [3], diremo che a € £ & ciclico se 'intervallo a/0 & distributivo con
condizione massimaile.

Indicheremo con lettere latine minuscole gli elementi ciclici di £,
con C(L) 'insieme da essi formato, con lettere latine maiuscole gli
altri elementi di £.

La proposizione che segue ¢ ben nota: in forma leggermente di-
versa, appare in [1] e in [3].

1.1. PROPOSIZIONE. Sia G' un gruppo, £ un reticolo algebrico i cui
elementi compatti sono quelli unione di un numero finito di elementi
ciclici. Se esiste una mappa suriettiva:

p: G — C(L)
che soddisfa la condizione
(o) Per ogni X C @, X finito e y € G risulta

py)<V p@) se e solo se ye (X

reX

allora la posizione

p: K\ y()

reK

per K <@, definisce un isomorfismo ¢ del reticolo £(G) dei sottogruppi
di ¢ su €.

DIMOSTRAZIONE. ¢ ¢ iniettiva: supponiamo ¢(H) = ¢(K), ¢ sia
per assurdo ad esempio H < K. Sia allora v € H, « ¢ K. Allora

pa)<V yy) = pH) = @K) =\ yp() .

yeH 2€K
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Poiche¢ y(x) ¢ compatto, si ha che esistono zi, ..., 2, € K tali che

(@) <p(2)V...V(2n)
che contraddice (o).
@ & suriettiva: sia vef, e sia
V ={zeGyp)<v}.
Se z,yeV, si ha zy~'elz, y>, e, per la (o),

Yoy <p@)Vyly)<v.

Allora V<@, e, poiché £ & algebrico, (V) = v, tenuto conto della
suriettivita della .
T poi chiaro che H<K se e solo se p(H)<p(K). /1]

2. Per tutto il paragrafo, supporremo che il reticolo £ soddisfi
le seguenti due condizioni:

GAl £ & modulare, algebrico, senza torsione (cioe nessun ele-
mento di £ copre lo 0) i cui elementi compatti sono quelli unione di
un numero finito di elementi ciclici.

GA2 Se a,be C(L), si ha che aAb5~ 0 se e solo se a = 0~ b,
e aVbeO(L).

Se a, b e O(£), seguendo la notazione di [3], indicheremo con aob
I’insieme {ce€ C(£)/a\/ ¢ =b\/ ¢ = aV/ b}.

Nei lemmi che seguono, si studiano le prime conseguenze di
GAl, GAZ2.

2.1. LemMA. Se A4,B,Cef, e (AVB)AC =0, allora (AVC)A
ANB = A AB.

DIMOSTRAZIONE.
(4VOANB<(AVO)N(AVB)= AV (CA(AVB)) =4 .

Allora (AV C)AB<AAB. L’altra inclusione & ovvia. /1]

2.2. LEMMA. Siano a, ue€ C(L), a# 0+#u, Aef, A>a, ANu=0,
a€aou. Allora aNa = aA\b=a\A = 0.
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DIMOSTRAZIONE. Se aAaz%= 0, aVVa e (L), per GA2. Ma aVa =
= aV/u. Ancora per GA2, si avrebbe a/\u # 0. Analogamente, si mo-
stra che aAu = 0. Si ha poi aA A4 <(xVu)AA = aV (u/\A) = a. Dun-
que aAA = aNa = 0. /1]

2.3. LEMMA. Siano a, b, w € C(£), u 0, uA(aVb) =0, o € aou,
f € bou. Allora si ha:

i) («VB)A(aVDb)Eaof N aob,
ii) se aAf#0, a =D, a = f.

DIMOSTRAZIONE. i) Basta mostrare che, posto w = (a\VVb)A (eV f),
w & ciclico: una semplice applicazione dell’identita modulare permette
poi di concludere.

Se aVbe C(L), si ha chiaramente w e C(£). Sia allora a = 0 b,
aAb = 0, e mostriamo intanto che wAa = («\/f)Aa = 0. Poiché u = 0,
e uAa = 0, si ha per 2.2 aA\a = 0; per 2.1, basta allora mostrare che

BA(xVa) = BA(uVa)=0.

Ma BA(uVa)<(BVu)A (wVa) = (bVu)A (wVa) = wV (DA (wVa)). Ma di
nuovo per 2.1, bA(uVa) = bAa = 0. Cosi, SA(uVa)<uAf. Ma uA
AB =0, per 2.2. Cosi abbiamo: wAa = 0. Poiché w\a = w\Vb=aVD,
la modularita porge w/0 ~ b/0, e we O(L).

ii) Per 2.2, possiamo supporre a = 0= b. Se ora a/f +* 0, poi-
ché per 2.2 aA(aVb) = 0, si avrebbe (xVpB)A(aVb) =0, per GA2.
Per la prima parte, a = b, o = f. /1]

Diamo ora la definizione che occupa un posto centrale nella carat-
terizzazione dei reticoli di sottogruppi dei gruppi abeliani senza tor-
sione:

2.4. DEFINIZIONE. Siano a, be C(£). Porremo: a % b = {c€aob| per
ogni e C(L), con uA(aVb) =0, e per ogni «€ aou, esiste f e bou
tale che ¢ € aoff}.

E facile vedere che se a € C(£), a* 0 = {a}.

D’ora in avanti, supporremo che £ soddisfi, oltre le condizioni
GAl, GA2, anche la seguente:

GA3 Se a,be C(L), as~= 05~ b, allora |a* b| = 2.

I tre lemmi che seguono precisano la relazione tra # e o:
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2.5. LEMMA. Se £ {0} esistono a,be C(f) con aN\b =0, a7
7 054 b; per ogni coppia {a, b} di tali elementi si ha inoltre:

i) a% b = aob,
ii) se {x, y} = aob, allora Ay = 0.

DIMOSTRAZIONE. Per GAS3, |a* a| = 2, per ogni a0, a € C(£).
Poiché £ & senza torsione, ¢/0 = aoa non & finito, e quindi esiste
b 0 con aA\b = 0, be C(L).

i) Sia c € aob, e sia 05~ u € ((L) tale che uA (a\V/b) = 0. Per 2.1
a/A(bVu) = aAb = 0; se ora «€aou, per 2.3i) si ha

B = (aVe)A(uVb)eaxoecNuob .

Cid prova che ceax*b.
ii) Discende direttamente da 2.3 ii). /]!
2.6. LEMMA. Siano a, b, u come in 2.3, a 5% 05~ b. Siano
aou = {o, &'}, bou = {p, f'}.
Allora si ha:
aoffNoof'=§.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che ¢€aof N aof’. Allora f, B’ € coa.
Per 2.51i) si ha che BAS = 0. Allora per 2.51i) si ha che |fof'| = 2.
Per 2.3i), se poniamo

s=(BVB)ND, t=(BVE)Au,
si ha che {s, ¢} = Bop’. Si ha ora anche
"= (BVF)N\x€pof’;
ma sAs'<aAb=0, t\s'<aA\u =0, di nuovo per 2.2. /1]
Si ha facilmente il:

2.7. CorOLLARIO. Se a,beC(L), akb=">bx*a.
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DiMoSTRAZIONE. Ci si riduce facilmente a a # 054 b. Sia c€a * b,
0= ueC(L), febou, tali che, per assurdo, ¢ ¢ aofl, ¢ ¢ a’off. Allora,
poiché cea* b, si ha ceax f', cea’of’, contro 2.6. /1]

2.8. LEMMA. Siano a, b, u, «, f, w come in 2.3 e sia a# 03 b.
Allora si ha wea=xb.

DIMOSTRAZIONE. Per GA3 si ha |a % b| = 2. Supponiamo « # f.
Sia s€a*xb, e supponiamo che s € aof (quest’ultima ipotesi non &
restrittiva). Si ha allora certamente s<w, e quindi s = w per 2.5 ii),
visto che, per 2.31ii), «Af = 0. A questo punto, 2.6 ¢ GA3 forniscono
facilmente

a%b={w,acbNaof Naof=w.

Se poi « = B, si ha immediatamente w = 0 € a * a. /]

2.9. OsSERVAZIONI. i) Nel caso esista u € C(£) tale che u 0,
u/ (aVb) = 0, 2.8 permette di costruire con facilita a % b; con 2.51i),
abbiamo quindi in ogni caso una scrittura «esplicita » di a % b.

ii) Per i), tutte le scelte di # in 2.4 sono quindi tra loro equi-
valenti.
D’ora in poi, per tutto il paragrafo, supporremo che il reticolo
sia non banale (£ {0}), e soddisfi, oltre GAl, GA2, GA3, le due
ulteriori condizioni

GA4 Se 0+#e¢,a,beC(L), e¢daxb, acaxe, fecbxe, allora
lakxbNoaxf| =1,

GA5 Se zeC(L), YcOC(L), v<\ vy, esistono y,, ..., y, € Y tali
che z € (...((yl* Ys) * Ys) * ) * Y, VY

2.10 DErFINIZIONE. Un reticolo soddisfacente le condizioni GAl-
GAb5 si dird un GA-reticolo.

\

L’esistenza di GA-reticoli ¢ garantita dal seguente:

2.11. TeorEMA. Sia G un gruppo abeliano senza torsione di rango
r>2. Allora, se a,be @, si ha (a)* (b) = {<(ab), <ab-1)}, e L(G), il
reticolo dei sottogruppi di G, & un GA-reticolo.

Si omette la semplice verifica.

Inoltre, 2.10 permette di riformulare 1.1 come segue:
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2.12. PROPOSIZIONE. Sia @G un gruppo, £ un GA-reticolo. Se esiste
una mappa suriettiva

y: G = O(f)

tale che p(x) € p(y)* y(2) se e solo se x =y%2", 6,7 = +1, allora la
posizione
p(K) =\ y(@),

reK

per ogni K <@, definisce una proiettivita ¢: £(G) — L.
Neilemmi che seguono si studiano ulteriori proprieta dei GA-reticoli.

2.13. LEMMA. Sia £ un GA-reticolo, a, b, ce C(L£). Se c€a * b, si
ha acebxc (e beaxec).

DIMOSTRAZIONE. Se ¢ = a, tutto & chiaro. Supponiamo allora
c# a, e sia 0% u € O(L) tale che uA (bVe) = uA(aVb) = 0. Fissiamo
f € uob, e sia « € uoa tale che cexofl. Ora ax¢u* ¢ = woc in virth
di 2.3ii), e per GA4 si ha |[ukcNa%xf] =1, e dunque esiste y €
€u*c tale che a € foy per cui acb*ec. i

2.14. LEMMA. BSia £ un GA-reticolo, ¢,a,beC(L), ac€axe fe
ebxe. Allota axbNaxf = 0.

DIMOSTRAZIONE. Se ¢ =0, si ha « =a, § = b, e in ogni caso
a%x b~ 0. Se invece ¢~ 0, e¢ a* b, la tesi & immediata per GA4.
Seecaxb, e¢daxf, 2.13 e GA4 permettono di nuovo di concludere.
Altrimenti, e€a % b N a* f. /]

2.15. LEMMA. Sia £ un GA-reticolo, a, b, ce C(£); allora se a% a =
=bxbsihaa=>b e se axb=axc s ha b=c.

DIMOSTRAZIONE. Per la prima parte, sia yea%xb. Se yea*xan
Nbxbd, si ha b<aVy =aVa=a<bVy=>byb=2>, e a =0>0. Se in-
vece, ad esempio, y ¢ a * a, si ha y = 0, altrimenti per GA4 |a % aN
Nbxbl=1,e a=0=1"b. Se ora 0ca=b, si ha facilmente a = b.

Per la seconda parte, ci si riduce facilmente a a 7= 07 b+ 0 c.
Sia yeaxbNaxc. Se y=20, si ha a =b =10 Se y =0, per 2.14
siha che [axaNbxc|>1. Se 0€b*c allora b = ¢; altrimenti sia
0#d€axanbskc Per GA4, dca*xbNaxc Si ha allora a% 6>
2a, b, c; ¢ facile vedere che in ogni caso b = e. /1]



212 Carlo Maria Scoppola

2.16. LEMMA. Sia £ un GA-reticolo, a, b, ¢, d € C(£). Allora se
akxb=cxd si ha {a, b} = {¢, d}.

DI1MOSTRAZIONE. B facile vedere che si pud supporre a, b, ¢, d == 0.
Sia {a, f} = a % b = ¢ * d. Supponiamo dapprima che {«, f} = a % ¢ =
=bxd=axd=">b=c; allora si avrebbe a % « 3 b, ¢, d, cioé ad esem-
pio ¢ = d, e allora facilmente, per 2.15, a = b = ¢ = d, in ogni caso.
Sia allora, ad esempio, a ¢ a* c. Allora a%k cNb* d = {y} in virtd
di GA4, e si ha facilmente y = 0 0 y = f, altrimenti I’ipotesi |a % b N
N c¢x d| =2 violerebbe GA4. Se y =0, si ha a =¢, b = d, la tesi.
Se y = f, si ha

aEfxbNBxc, defxbNfx*xc,

e, per 2.15, in ogni caso la tesi. /1]

2.17. LEMMA. Siano O0s4e, a,beC(L), aya’'caxe, f,B €bxe.
Allora

lakdbNa'xfNaxp|=1.

DIMOSTRAZIONE. Se a =0, o b =0, ¢ tutto chiaro. Sia allora
a#%0%b. Se ecaxb, ¢ facile riconoscere la tesi osservando che
aked{oa, o', b}, e bke2{B, f/,a}, e applicando 2.14. Sia allora
e¢axb. Per GA4 esistono s,, s, tali che {s,} =axbNaxf, {5} =
=axbNa' %f. Sia ora {t} = a*% b N a*xf; mostriamo che t£s,.
Se fosse ¢ =8, si avrebbe f, f'ca* s, per 2.16, e ex b No %k s 2
2{p, p'}. Poiché a0, e ad¢exb, per GA4 si ha f=p', e b= 0,
assurdo. Analogamente, ¢« s,. Poiché |a* b| = 2, si ha s, = s,. [//

Siano a, b, ¢, «, f, &', ' come in 2.17. D’ora in avanti, indicheremo
I'unico elemento dell’insieme a % b Noa% ' N a’ % f con la notazione
Uea,5(% ). Ove non si creino ambiguita, abbrevieremo tale notazione
in (e, B), 0 addirittura in ¢(e, B).

2.18. DEFINIZIONE. Se 0 a € C(£), indicheremo con a, ’elemento
di a % a diverso da 0. Si osservi che a, 3= a, per GAl e GAS.

2.19. LeEMMA. Siano e, a, b, o, f, o', ' come in 2.17, z, y € C(£). Se
czxryNaxb=0,
zxYyNoxfs£0,
reyNo' xf£0,
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allora una delle seguenti alternative & vera:

1) KIJ(OC, ﬁ)ew*?h
2 z=y=¢a=0b a=4p
B) w=¢ y=2¢, a =0, a,=¢,

(4) x=9e¢ y=¢e, cecaxb, b=o, a=/f

DIMOSTRAZIONE. Se a = 0, 0 b =0, vale (1), poiché {{(x, B)} =
= a % b. Con una considerazione analoga si vede che vale (1) anche
nel caso a = ¢ 0 b = e. Possiamo quindi senz’altro assumere a = o/,
p #~ p'. Supponiamo che {(«, f) ¢ #* y. Le ipotesi porgono allora

(i) x* f =o' % f,
oppure
(i) a*xb=a=xpf'.

i) e 2.16 danno o« = f§, «’'= f’, e quindi ¢ = b. Si ha («, &) 5= 0,
e quindi 0w * y, poiché zxyNaxa~0. Quindi v =y. Da ax o' N
Nexe=oaxa' Noxx si ricava vxov=c¢*xe e per 215 x=e.
Vale dunque (2).

ii) e 2.16 danno a = «, b = f’, oppure a = ', b = «. Nel primo
caso si ha: a, = b, = e; per 2.15 a =b. E facile concludere che
vale (3). Nel secondo caso, ¢ € a % b. Ma e ¢ o’ * f§, avremmo altrimenti
o' kxe={f,p =a}, e per 2.15 o' = b = «, assurdo. Allora e€x* y.
Per ottenere (4), basta quindi mostrare: e* e, N o' % f 5= 0. Per 2.14,
basta allora mostrare a € ¢, % f. Ma 2.14 fornisce ex eNax % 0, e
0 ¢a%* f, poiche a = ' 5= . Allora ¢, € a * f, e 2.13 conclude la dimo-
strazione. /1]

Si assuma ora, nei tre lemmi seguenti, 0=« e€ C(£), E€f, eANE = 0,
0 = 0(£) N E[0. Per ogni a € C, indicheremo con «, x~!, cioé con la
corrispondente lettera greca minuscola munita degli esponenti -+ 1,
gli elementi di a* e; nel caso a = 0, « e a~! verranno identificati.

2.20. LEMMA. Siano a, b€ C. Allora

€ * ‘pe,a,b(“’ ﬂ) Noaxb ﬂa*ﬂ
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contiene esattamente un elemento, che diremo il « prodotto» di « e §,
e indicheremo «-f.

DIMOSTRAZIONE. Sia dapprima a = b. Se {(x, f) = 0, cioé se
B = a1, la tesi & immediata: o o= at-a=e Se (o f)# 0, e
quindi o = f, si ha

Yla, f) =axaNokol;
osservando che a ¢ e {(x, B), per GA4 si ha
lex Yo, By Nxk a| = 1.

Sia allora a 5% b. Certamente, per 2.31ii), e ¢ o« % b: sia allora ¢ ’unico
elemento di % bNax*xf. Per 2.19 si ha allora facilmente (e, §) €
Ee% 0. /1]

Abbiamo cosi una legge di composizione su ['= Coe = | Jwoe,

xeC
rispetto alla quale ¢ € 0oe funge da identita, e o' da inverso di o.

Dalla definizione, segue immediatamente anche «-f = f-a. E anche
immediato:

2.21. LEMMA. o 1-f-1= (a-f)"L
DIMOSTRAZIONE. Se s= (o, ) %0, per GA4 [cxbNexa|=1. [/
2.22. LemMA. (I, -) & un gruppo.

DiMOSTRAZIONE. Basta mostrare che 1’operazione su I' & associa-
tiva. Sia dunque «-f =&, f-y = n; occorre far vedere che &-y =
= a-n. Sard E€x* e, n €Y% e; e supporremo, senza perdita di gene-
ralitd, che @+ 05 b~ 054 ¢. Ci riduciamo al caso

zreNExypyINElxy=akyNaxyiNalsy

& partire dalle seguenti condizioni, che si ottengono tutte applicando
opportunamente la GA4 e i risultati precedenti:

sxceNExyl=lzxeNélky=|cxcNaxy?=
Y Y
=lzkeNalxy =|laxyNaky?|=|akyNoalsy =
=laxyNExkyp|=laxyNéixyl =1,

wreNaxy#0#ExyTNakn £ P#ETxyNalxy,
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e applicando 2.19, a meno che non si abbia %% ¢= a % y, cioé, per
216, a = », ¢ = ¥y, oppure ¥ =¥, a = C.

Nel primo caso, poiche¢ x € a % b, si ha 0% b €a * a; e similmente
beexc; cosi per 2.15 a = ¢ = o = y. A questo punto & facile veri-
ficare direttamente la associativita.

Nel secondo caso, se o = y, tutto & chiaro; se as= y, & facile otte-
nere, da # =%, b = 0: una contraddizione. Siamo quindi ridotti a
esaminare il caso: (&, y) = ¢(«, 7). E ora facile concludere, appli-
cando ripetutamente GA4 e i risultati precedenti. /1]

2.23. LEMMA. Sia £(I) il reticolo dei sottogruppi di I, ove I &
come in 2.22. Allora £(I") =~ E/0.

DIMOSTRAZIONE. Si verifica con facilitd che E/0 ¢ un reticolo alge-
brico, i cui elementi compatti sono le unioni di un numero finito di
ciclici. Definiamo la mappa

p: I'—>C, Yo a.

Tenuto conto di GA5 e di 2.8, & facile riconoscere che sono soddi-
sfatte le ipotesi di 1.1. //]

3. Enunciamo e dimostriamo ora un caso particolare del teorema
di caratterizzazione cercato:

3.1. TEorEMA. Un reticolo £ & isomorfo al reticolo dei sottogruppi
di un gruppo abeliano libero finitamente generato non ciclico se e
solo se £ soddisfa alle seguenti condizioni:

i) £ & un GA-reticolo, e 1¢ & compatto;

ii) Esistono H,, E,ef, E,AE,= 0¢, B,V E,=1,
0= fi<H,, 0% fo< H,, f1, € C(L) .

DiMOSTRAZIONE. La necessita & banale per 2.13.

Sufficienza. Porremo C, = (E,/0) N O(£), ¢ =1, 2. Si osservi che
fiNfa =0, e si scelga, una volta per tutte, eef, x f,. Certamente
e~ 0, altrimenti f, = f,. Si ha anche E,Ae¢ = E,Ae =0, per 2.2.
Siano I, I i gruppi costruiti da K, E,, ¢ come in 2.22, e sia
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G =I\XTI,. Sia (o, ;) €9, o; € a; % ¢, a; € C;. Definiamo una mappa-

p: §— O(L)

attraverso la posizione

Yo, o) = ¢e,a,,a,(“1’ ®) ;

infatti 2.3ii) e 2.17 ci assicurano che u & ben definita. Osserviamo
che bastera mostrare:

a) y & suriettiva,
b) ylay, ) * 1/’(.31, fa) = {'/)(“11927 %3 f2), "/’(“1/3;17 “2/3;1)}'

Infatti in queste condizioni potremo applicare 2.12, una volta osser-
vato che y(o, a) = p(a7?, ozt), e che, per GA4, se yp(ai, o) = y(fi1, f2)
allora o, = B2, o, = B9, 0 = + 1. A questo punto otterremo £(S) ~ ¢,
e per GA1l la sufficienza delle ipotesi i), ii).

Cominciamo a vedere a). Sia ce O(L). Se c<Il;, e se yecxe,
allora ¢ = p(y, ¢). Inoltre, osserviamo che se a, € C;, a,€ C,, allora
per 2.17, 2.16

ay* ay = {y(as, o), (o, 0iz3Y)} -

Sia allora ¢ ¢ C; U (,. Poiche £ & modulare e senza torsione, abbiamo
¢ANE, = cNE,= 0. Sia k; = (¢cVEH)ANE; (3,7 =1,2, e i % j), e si os-
servi che k; € C;: per GA1l, ¢/0 =~ ¢V E,/E; = k;V E;/E; = k,;/0, dato che
kN E; = ((eVE)NE)V E; = (¢ E)N (E;V E;) = ¢V E;. Ancora la mo-
dularita e 2.51) porgono ora ce k% k,.

Vediamo ora b). Prima di tutto, osserviamo che

(o &g, ﬁl'ﬁz) = "/)(“1'“;1’ .81/3;1)
implica

Plo, o) = 0 o PPy, Bo) = 0.

In questo caso, & facile verificare direttamente b), e siamo quindi
ridotti a mostrare che

(o1 Pry %" P2) € (a1, ) * W(Puy o) -
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Sia

8; = ‘P(Olm ﬂz) .
Per 2.19 siamo ulteriormente ridotti a mostrare:
(1) (o, o) # "/’(1617 132) N 8y % 8y 7% 0,

(2) wlo, an) * 'l)(lgu ,32) Nooy P (0" fo) 2 # B,
(3) '/)(0519 o) * 1/)(/91’ ,32) N (0‘1'/31)_1* 0‘2'#2 7= ﬂ,

(un semplice controllo permette infatti di escludere le possibilita (2),

(3), (4) di 2.19).
Per vedere (1), mostriamo intanto che

PPy o) € 81 % (o, ag) N 8y % (P, Be) -
Per 2.19, cid discende dalle

Sy% oy, ) Nbika, #0,

)
s1¥kplag, ) N Prixoy, #*0,
$1% Wloa, o) NPTtk ozt 5~ 0,
Sk P(Puy Bo) N b1k a, +0,
Sk P(Puy fo) N Py, #0,
Sak P(Puy fo) Nl H 0t~ D,

che sono a loro volta tutte facilmente verificate a partire da 2.14.
Ancora 2.14 porge allora

1/f'(afly o) % 1l)(lgn /32) N ks7=0.
Vediamo (2); per 2.14 si ha

,31 ¥ @y M (az'ﬁz)_l* 1/)(/31, ﬁz) #0,
B % @y N oy fr % Yo, o) # 0,
a;l * by N (o fo) 1 W(ﬂu ,32) #0,
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o % by N oy Py Yo, a) #“0,
e % PP o) N (o fo) % w(Bu, Po) #= 0
€ * ,‘p(ﬂl—l’ o) N oty By sk (o, o) #0,

e * P a) N % ay #= 0,
e % Pl o) O by % ot #0,
Bi * ay N by % ot #0.

Una semplice verifica mostra ora che

oy Bk (o, o) N (e o)1k p(B, Bo) # 0,

e, per 2.14, abbiamo (2).
La stessa argomentazione usata per (2) vale anche per (3), e cosi
la dimostrazione é conclusa. /]]

Se supponiamo che il reticolo £ nel Teorema 3.1 sia dato come
reticolo dei sottogruppi di un gruppo G, ha senso chiedersi quali rela-
zioni esistono tra G e G. A tale quesito risponde il seguente:

3.2. TEOREMA. Sia G un gruppo, e £(G) sia un GA-reticolo, sod-
disfacente alle ipotesi di 3.1, e sia G il gruppo costruito in 3.1 a par-
tire da £(G). Allora la posizione

P ({wie), {wy6)) > 10,

definisce un isomorfismo di S su G.

DIMOSTRAZIONE. @ & chiaramente senza torsione, cosi la ¥ & ben
definita. B facile osservare che (¥(z)> = () ove u & come in 3.1,
cosl ¥ e suriettiva. ¥ & anche iniettiva, poiché, nelle notazioni di 3.1,
ENB, = 0¢ = {15}. £(¢) & modulare: ¢ allora ben noto (si veda ad
es. [2]) che G ¢ abeliano: cosi ¥ ¢ un omomorfismo di gruppi. /1]

Si ha ora I'importante '

3.3. COorROLLARIO (Baer). Sia G un gruppo abeliano libero di rango
finito diverso da 1. Sia H un gruppo, e

p: £(G) - L(H)
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un isomorfismo. Allora ¢ ¢ indotto da un isomorfismo di ¢ su H.
E ben noto ([2]1) che in 3.3 si ha che gli isomorfismi che indu-
cono ¢ sono poi esattamente due.
I lemmi che seguono studiano i GA-reticoli £ in cui 1¢ & com-
patto.

3.4. LEMMA. Sia £ un reticolo algebrico modulare i cui elementi
compatti sono quelli generati da un numero finito di elementi cielici,
e sia 1p compatto. Allora ogni elemento di £ ¢ compatto.

DIMOSTRAZIONE. Per induzione sul minimo numero » di generatori
cicliei di 1¢. Tutto & chiaro per n = 1. Sia allora 1p = a,V a,V ...V @y,
A = a,V...\Va,. Per la modularitd di £, 1/4 ¢ distributivo a condi-
zione massimale. Sia

00< 01< .-.< Ck"’< C:\/Ok

una catena infinita: per ipotesi induttiva, si pud supporre C,<A.
Esiste allora m tale che 4V C, = AV (0. C,AA (k>m) e allora una
catena infinita contenuta in A, assurdo. /1]

3.5. COoROLLARIO. Se £ & un GA-reticolo, e 1¢ ¢ compatto, C(L£) sod-
disfa la condizione massimale.

Cosi nelle ipotesi di 3.5 ha senso parlare di elementi ciclici massi-
mali, ed ogni elemento ciclico & contenuto in uno di essi.

3.6. LEMMA. Sia £ un GA-reticolo, 4 £, 4 ¢ C(£), A compatto.
Allora A/0 & un GA-reticolo.

DIMOSTRAZIONE. A/0 & modulare, senza torsione, completo. Se un
suo elemento ¢ unione di un numero finito di elementi ciclici, esso &
compatto in 4/0 in quanto compatto in £. Tutti gli elementi di 4/0
sono unioni di elementi cieclici, pertanto un compatto deve essere
unione di un numero finito di essi. 2.51) e 2.91i) assicurano poi GAS3.
II resto & chiaro. /1]

Si osservi che in 3.6 ’ipotesi « A compatto, 4 ¢ C(L)» pud essere
sostituita con 1’ipotesi piu debole «esistono a, b €CO(L), a, b< A4,
aA\b=0» D’ora in poi supporremo £ 7 {0}.

3.7. DEFINIZIONE. Siano a,, ..., a,€ O(L), dove £ & un GA-reticolo
con lg compatto. Diremo che {a,, ..., @;} € un sistema di generatori
ciclici di £ se a,V...Va; = 1¢. Denoteremo con #(£) il minimo tra le
cardinalitd dei sistemi di generatori ciclici di £.
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3.8. TEOREMA. Sia £ un GA-reticolo, 1¢ compatto, ¢ un elemento
ciclico masgsimale in £. Allora esistono a,, ..., a,¢) € C(£), tali che
{¢, @y, ..., ayg)} & un sistema di generatori ciclici di f.

DiMOSTRAZIONE. Se #(£) = 2, le ipotesi di 3.1 sono soddisfatte: e
in un gruppo abeliano libero di rango 2 i sottogruppi ciclici massi-
mali sono complementati. Per 3.4, 3.6, si pud ora arguire per indu-
zione su 7(£) = r. Sia {b;, ..., b,} un sistema di generatori ciclici mas-
simali di £. Se ¢=b;, non c’¢ nessun problema. Se cA (b,V...\Vb,) 5= 0
l’ipotesi induttiva permette di concludere facilmente. Sia allora ¢/ (b,V
V...\Vb,) = 0. Consideriamo ¢; = (b, e)A (b:V ...\/ b,); ¢, & ciclico: ¢;/0 ~
:ol/c/\clzchl/cébl\/c/c:bl/O, per la modularitd di £, GA2, e la
magssimalita di b, e ¢. Sia ¢;>¢;, ¢, ciclico massimale in b,V ...\/ b,; per
ipotesi induttiva, esiste un sistema di generatori ciclici di b,V...\V b,
che contiene c,; e sia {cs, a5, ..., a,}. Ora si osservi che b,V ¢,V asV
V..Va,=1g, e che e<b,Ve,: poiché ¢ e ciclico massimale in b,V ¢,,
esso & complementato in b,\/ ¢,, poiché b,\/ ¢, non & ciclico: altrimenti
si avrebbe cAc,= 0. Allora, se a, € il complemento di ¢ in b,Ve¢,,
{¢, a5, ..., a,} & un sistema di generatori ciclici per £. /]]

3.9. CoROLLARIO. Sia £ un GA-reticolo, 1¢ compatto, 4 = {a, ...
<oy @ygy} un sistema di generatori ciclici massimali di £. Allora si ha

A (@Y -V ygy) = 0.

DimosTrAZIONE. Il caso r(£) = 2 ¢ una conseguenza immediata
di GA2. Negli altri casi, basta osservare che a; A (a,V...Va,g)) & ciclico
massimale in a,\/ ...V a,¢g), se & diverso da 0. /1]

Si ha quindi, per 3.8, 3.9, che ’ipotesi ii) in 3.1 & sovrabbondante:

3.10. CoROLLARIO. Sia £ un GA-reticolo. Allora £ & isomorfo al
reticolo dei sottogruppi di un gruppo abeliano libero finitamente gene-
rato non cielico se e solo se 1¢ ¢ compatto.

Siamo finalmente in grado di dimostrare il teorema generale di
caratterizzazione:

3.11. TEOREMA. Il reticolo £ & isomorfo al reticolo dei sottogruppi
di un gruppo abeliano senza torsione di rango diverso da 1 se e solo
se £ & un GA-reticolo.

DIMOSTRAZIONE. Basta ormai vedere la sufficienza. Sia K(£) l'in-
sieme degli elementi compatti non ciclici di £. K(£) non ¢ wvuoto
perché £ contiene almeno due elementi a e b ciclici, a 5= 034 b, tali
che aAb = 0. Per ogni K € K(£), 3.1 permette di costruire un gruppo
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abeliano senza torsione avente reticolo dei sottogruppi isomorfo a
K/[0; sia esso Gy. Sia ora K,eK(L), e sia

KoL) = {K e K(£)/K>K,}.

Per ogni H € K,(f), l'inclusione K,/0 <> H/0 ¢ indotta, per 3.3,
da esattamente due monomorfismi di G, in Gp: se ne scelga uno una
volta per tutte, e sia i¥. Dato poi K € K,(£), e H<K, sia ig%: §g— Sz
1’unico monomorfismo indotto dall’inclusione di H in K tale che

g, —7s g,
AN
'JKo

¢ commutativo. B ora chiaro che {Sq, iHK} ¢ una famiglia diretta, e
sia lelmK S8y =@ QH/R dove R ¢ generato dagli elementi di
® Sy della forma ag—igTag(H<K, ag € Sg). Dalla teoria elementare
dei limiti discende che per ogni eQ esiste H € K,(L) tale che z =
= ag -+ R, con agze Sy. Definiamo

Y. 6 0%, V. x> pglag)

dove yg: Sy — C(H/0) & la mappa definita nel Teorema 3.1. E ora
immediato verificare che ¥ ¢ una mappa suriettiva che soddisfa le
ipotesi di 2.12, e la dimostrazione ¢ completa. /1]
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