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REND. SEM. MaT. UN1v. Pabpova, Vol. 65 (1981)

Sul problema di Cauchy-Neumann
per le equazioni paraboliche singolari

a coefficienti discontinue in due variabili.

CARMELA VITANZA (*)

SUMMARY - In this paper we show that the problem (0.1)-(0.3) admits a unique
solution in a suitable weighted Sobolev class.

Detto @ il rettangolo 10, R[x 10, T[ (R, T > 0), in questa nota
studiamo, in un opportuno spazio di Sobolev con peso, il problema:

H(z, t)
&r

(0.1) a(x,t) (um—]— %um) + Uy, + b(@, t)u, -+

+ o(w, Yu—u, = f(#,t)  g.0. in @,
(0.2) u(x,t) =0, z€]0, R[,
(0.3) Us(Ry8) = 0. telo, I[.

L’equazione (0.1), quando 2 & intero positivo, si ricava dallo
studio delle soluzioni & simmetria assiale di equazione paraboliche
(cfr. [2]), mentre per altri valori di », si incontra nello studio dei
moti browniani e dei processi stocastici.

In [1] A. Maugeri ha studiato, per tale equazione, il problema di

(*) Indirizzo dell’A.: Istituto Matematico, Universitd, Via Cesare Bat-
tisti 90, 98100 Messina,
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Cauchy-Dirichlet; nel nostro caso affrontiamo, per I’interesse che esso
ha nelle applicazioni (cfr. [5], p. 285), il problema di Cauchy-Neumann,
dimostrando che esso ammette una ed una sola soluzione a condizione
che 2y sia un numero reale maggiore di — 1 e che esistano un numero
reale A>1 e un numero reale ¢ €10, 1] tali che (1)

A) a(w,t) ¢ H(zx,t) € L2(Q) e
1 1429
i<a(w7t)<ly }HIW<T_7

B) b(@, 1) € L*-20(Q), c(x, t) € L>*(Q), f(x,1) € L}(Q) e

bli<2, leloo,a <A (%) .

Denotiamo con HZ'(Q) la classe delle funzioni u(x,?) misurabili
in @ e tali che u, ..+ (2v/r)u, e u,/x appartengano a L2(¢), nor-
malizzato ponendo:

2 . E3
+ lut 2,7) ;
2,y

2v
(2% + ; Ug

©4)  fubr=(jolta+ % +

cercheremo la soluzione del problema (0.1)-(0.3) nella classe H2(Q)

(*) In quel che segue con il simbolo L?%Q) (1<p, ¢< oo) denoteremo lo
spazio delle funzioni misurabili in @ per le quali risulta finita la quantita:

r R
1/a
9lasa = ( [ ([0t 012 as)"" at) ™.
[

0

Seriveremo, per semplicitd Ly%(Q) = L*UQ), LY*(Q) = L2(Q), L*(Q) = L*(Q)

€ |9]p,00 = Iylm,q’ 950 = |9l5,v © |9]0,00 = 19]5- m
Ovvie modifiche occorrono se p o ¢ oppure entrambi sono infiniti.

(?) Come & noto (efr.[3], p. 327) esiste una funzione hy(d) definita per
0 >0, non decrescente, infinitesima per ¢ tendente a zero, tale che:

( f (f[b(x, 1)[2/0-0) dx)u“")/” dt)m< hy(9)

0 E(t)

qualunque sia il sottoinsieme misurabile F di @ tale che mis F < 6, E(f) essendo
la sezione di F di piede f.
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formata dalla chiusura in H>Y(Q) della varieta:
Y = {ueC¥Q) N H}" u(x, 0) = 0, u,(R, t) = 0} .
In H(Q) la norma (0.4) e la norma:

Uy |2

2v
U —u
w mw+ w x

(05) “u"v,1 = (

+

2,¥

2 3
+ lutlz,,)
2,¥

sono equivalenti.

1. Proprieta dello spazio H:'}(Q).

Valgono i seguenti risultati:

LEMMA 1.1. Per ogni funzione u(z,t) € Hyi(Q) risulta:

2

9 |
(1.1) 3,000 < ( U - —a-;—’ w

3
-+ [u,g,,) .

2,7

DIMOSTRAZIONE. Possiamo supporre « € Y. Dalla identita:

0 ) . ) 2y 10 -
a—m(w2 U thy) = U, 2 (uxﬁ— ux)-é 5;(002 Ug)

&

e dalle condizioni wu(x, 0) = 0, u,(R,?) =0, tenendo presente [2],
pp. 7-8, segue:

R

Bt
2 ; 1

ffuthv (um -+ ;v ux) dodr = — gjm”ui(x, t) do

00

0
e, quindi, la tesi.

LEMMA 1.2. Per ogni we Hyi(Q) risulta:

2y
(1.2) I’u/x!oo,z,v< ko | Uy =+ 1: Uy

2,7

dove ko= (B[(1 + 2v))%.
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DIMOSTRAZIONE. Dalla identita
2
a_aa; (xzvuz) = g% (umx _I‘ ;"i uz)

e dal fatto che u,[x € L}(Q) segue che:

lim x®*u,(@, 0) = 0
>0

(&}
R

. 2y+1 2 H
T Uy, t) :fézv (um: + 26_""41%) dé< (é%‘_%)* ( id (um; -+ %:—’ ux) dﬂ))
0

0
e, quindi, la tesi.

LeEMMA 1.3. Per ogni u € H}i(Q), detto o un qualunque numero
dell’intervallo [0, 1], st ha

2v

i

2

(1.3) qu|2/6,2/(1—6),7 <k, ( —+ |ut|§,v)
2,V

dove oy =1 + k.

DIMOSTRAZIONE. Dai Lemmil.1e 1.2 si deduce che u,e L¥?:2/0=9)(Q)
e che

‘um|2/d,2/(1—0'),'u< |uzlz,oo,v+ lumlw,z,v'
Dalle (1.1) e (1.2) segue poi la tesi.
LeMMA 1.4. Per ogni u e Hy[(Q) e qualunque sia il numero posi-

tivo & risulta:

2
(14) |uzlg,1’<8 uzz"‘ %uw

2
+ y(e)|ulz,
2,1’

dove y(e) & una costante dipendente solo da .

DIMOSTRAZIONE. Risulta (cfr. [2], pp. 7-8)

T R T R T R
. 2y
xurde =| | u U de = —| |22 uf Uy, -+ - U, ) dx
00 00 00

e quindi la tesi.
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LEMMA 1.5. Per ogni w € Hy(Q) e qualungue sia il numero posi-
tivo & risulta:

(1.5) Iulz,oo,r<6|ut|2,v+ 7(6)’ulz,v-
DiMoSTRAZIONE. Dalla identita:

t

u(w, t) = %fu(m, T)U(2, T) dT

0

segue facilmente la tesi.

2. Risultati preliminari.

Proviamo il seguente:

TEOREMA 2.1 Per ogni fe LXQ) esiste una e una sola soluzione
appartenente ad H,3(Q) dell’equazione:

2y
(2.1) Uaa =+ — s — Uy =
ed essa & rappresentata dalla serie:

2Jv_. ?n

@2 ua ) =—otr 3 ST f xp [~ i(t— )

R
: ( f EH(E, ) Try(ja) ds) dr
0

dove J,_y(x) é la funzione di Bessel di prima specie di ordine v — 3%
€ jn, n €N, sono le radici dell’equazione:

ARJ, (AR) + (3 —»)J,4(AR) = 0.
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Inoltre st ha:

2y
2. 2] — %y
(2.3) |tae - 0

2
i <l
2y

uz2

(2.4) If13. -

(1+2 1+ 2v)2

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo per semplicita,'jR =1, e scriviamo
la (2.2) nella forma:

t 1
(2:5)  w(x, t)=—w“”21wn(w) exp [—jf.(t~r)]'( & 1(&, T)ya(§) d&) dv
0 0

dove si & posto:
\/2_w Jy ;(? x)
al) = /"2 (3
Yn(2) Toalin) ®)
Cominciamo col provare che wu(wz,t) e L3(Q). Si ha, per ogni n,
peN
11

=3 orpensto)fexp (— att— o1 [0 e ) ar|
) 0

2,7

T, t 1
= i f( f exp [—i§+k(t—r)]( f&”f(g, ) Pnin(E) d§) dr) di<
k=10 0 3
T, 1 .
<3 ( [e1 e ds) d
0o 0

(3) Ricordiamo che (cfr. [4] e [5])

1 1 1

0 ¥
fwn(w) Yu(x) do = 6n,m € fw27j2(w, ) do = Z ( fa;” f(x, t) 'pn(w) dw) .
[\]

n=1
0

Ne segue

2
ffa:’“"‘ fA(w, t) do dt = Z ( fw"f (@, )P () dm)
n—l
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e, quindi, u(z,?) denota una effettiva funzione di L3(Q).
Tenendo presente che

d . . .
75 (@ i(a)) = — 2744 (ja)

otteniamo, derivando termine a termine la serie (2.5), la serie

[
(2.6) Z Und xn(m)feXp [—Jalt— T)](f&”f(& ) () dE) v,
0

dove:
1

_ Vaudy,(x) _
An(@) = —m e !m(@x».(@ dr =0, .

Proviamo che la serie (2.6) converge in L3(Q). Si ha per ogni #,
peEN

t
é T Y ik ®) gk f exp [— jarx(t—17)] (fé”f(é, T) Yusr(£) d&) dr
0

2,p

T 11
=3 it ( Jexp (st —o f 18, a6 ) dr) a
0 0 0

Ora, procedendo come in [1], Teorema 1.1, si ricava

T t 1
f ( f exp [— 2, x(t— r)]( f B 1(E, ) posnl) ds) dr) di<
0 0 0
T 1 2
k f ( f 1, ) Pnanl®) dE) at

e, quindi, si ha:
13

b fnnl@) s f oxp [— 2alt—7)] ( f £ 1(E, T) Pnanl) dr) ar|
0 0

<

2,7

T, 1

<?.} f ( f EHE, 1) Pural®) de) at.
n+k
0 0
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Pertanto la serie (2.6) converge in L2%(Q)) e, con gli stessi procedi-
menti di [1], p. 6, si verifica che essa converge anche in L2(0, 1) per
ogni ¢ € [0, T]. Da cid segue che la serie (2.5) converge uniformemente
a u(x,?) in ogni rettangolo [Z,1]1X[0, T] con 0 <Z < 1.

Seguendo sempre [1], si verifica che la serie ottenuta derivando
termine a termine la (2.5) rispetto a ¢

1
(2.7) —-zlw"’%(w) f & 1(§, 1) (&) d& +
0
[ 1

+ % x"fﬁwn(aﬂ)fexp [—in(t—7)] ( ff”f (& T)yn(§) d§) dv
0 0

n=1

converge in L3(Q) e, detta w(w,t) la sua somma, si ha:
(2.8) w(x, 1) = w2, t) .

Consideriamo, ora, la funzione x**u,(x, t) ed osserviamo che, nel
senso di LY(Q), vale 1'uguaglianza:

t

29)  a¥uio, 1) = 3 jua(o) |exp [ i3t — )]
0

1
: ( f £ 1(E, 7)pal®) ds) ar.
0

Tenendo presente che:
4 v i1, (5 =i g, (i
dx ('1" ”+i(?nm)) = 1n% ”—i‘(?nw)

derivando termine a termine la serie (2.9) si ottiene la serie

co

13 1
@ 3 pu(@) Jy f exp [— ja(t—7)] (f&"f (& T)¥alé) dé‘) dv
0

n=1
0
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che ha per somma in LYQ) la funzione a**w.(x, t) - «**f(x, ). Aven-
dosi nel senso della convergenza in L*(0, 7'):

2

Jortuet s

0

%
0 0

¢ 1
= 21 vawn(m) g dmfexp [— 72t —1)] (frg-pf(é, T)%(S)) dr —
0

1
= Zl " ju xn(2) | €XP [— Jo(t —7)] ( f&ff(&, 7)Y a(£) dg) dv
0 0

e valendo la (2.9) si ha:

2

(2.10) f 0 (w4 f) Ao = e (2, 1) -

0
Inoltre, essendo verificata 1’uguaglianza
— A 4(A) = M, _4(A) + (3 —)d,4(4)

le radici di J,,4(4) = 0 coincidono con le radici di:

M,_4(A) + (G —»d,4(2) =0
e risulta:

2a(1) =10.
Ne segue, allora,

’M/,,(l,t)=0, umm_l‘?mﬂuz:ut'l'f'

Dalla (2.10) e dalla disuguaglianza di Hardy si ricava poi

T 1 3 2
(2.11) fw”;ﬁ; dx dt =fdtfw2” (% f&” (u,, + 25—0@0,) df) de <
Q 0 0 0

4 2y \2
—_— 2 —_
<(1 2v)2fw "(um,—}— wu”) dz dt .

d
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Dalla (2.11) e dalla uguaglianza
1
2y \? 3 . 2
i | T - Y + u; | do dt + | o> ui(x, T) de =
Q 0
2
=¥ I:(u,pz + 2?} u,) — ut] dx dt
Q

seguono poi le (2.3) e (2.4).

3. Maggiorazioni a priori.

Posto:

L¥u = a(w, 1) (uw+ -257)%)4— 1—1—(;—’1) u

U

= L*u 4 b(x, t)u, + c(x, t)u

valgono i seguenti risultati:

LEMMA 3.1. Se valgono le ipotesi A), per ogni we H}Y(Q) risulta

2y 2 4
(3.1) ( U ;ux =+ Iutlg,v) <6 lﬁ*ulz,v y
2,7
Ug 2¢, %
(3.2) o W g [£*%[s

dove ¢y = (1/A— |H|o(2/(1 + 2v))

Per la dimostrazione basta tenere presenti i Teoremi 3.1 e 3.2
di [2].

LEMMA 3.2. Se valgono le ipotesi A) e B), per ogni ue€ H>}(Q)
risulta:

(3.3) ]y, n< Ko|Luz,n

dove K ¢ una costante dipendente da R, T, A, |H|,, v, he(5) e non decre-
scente al crescere di T.
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DIMOSTRAZIONE. Dalla (3.1) si ricava:

+ Juslz < Ch|Lu — bu,— cul; <

<303(I£MI§,;~+ lbux'g,v+ lculg:”) .

29 2
Uz + — U,
X 2,9

Per il Lemma 1.5 si ottiene:
lew[3 < [1]3,cop|0]%0,2 < €2[€] 002l thel2,0 £ Y2(E) €] 0,2l ]2

e quindi:

2y |2
Usss + _w_ Uy

[ el <E([Cufzs o+ [taliy + []5s)

2

essendo K, una costante dipendente da R, v, [H|,, 4.

Diciamo, ora, I un qualunque numero reale positivo e denotiamo
con @, I’ingieme dei punti di @ in cui |b| > 1 e con ¢, la funzione carat-
teristica di @,; si ha:

(3.4) fb“m”ui da dt =f 22 o dow dt < |bo1|3/a—o),0/0 [Ual3/0,210 -0,
Q Q

e, quindi, utilizzando il Lemma 1.3 e la (3.4):

. 2 2
[buxlg,v< lzluwlg,i’ + Kihi(mls Ql) ( Uy + ;v Uy -+ ”utlg,i) .
2,¥

Essendo
A

1
mis Qi <y [bh<y

scegliendo opportunamente ! e utilizzando il Lemma 1.4 si ricava:

2
+ ]“tlg,v<Ks( Iulg,v"f‘ |£u|§,,,) y

2,7

(3.5)

2y
Uga + '37‘ L2

con K, costante del solito tipo.
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Risultando, come si verifica facilmente,

R RT
x> ud(z, T)<dw Tf j w?u’(w, t) do dt per ogni 7€[0, T,
0 00

considerando la maggiorazione (3.5) nel cilindro @, = 10, R[X]0, [
invece che nel cilindro @, si ottiene

(36 fxz”uz(m, r)dw<K4(]£u|§,,,—i— f fwwm(m, ) dxdt)
00

0

con K, costante del solito tipo.
Dalla (3.6), utilizzando il lemma di Gronwall, si ricava

R
x®u(x, ) do < K |Cul;,
0

e da qui, assieme alla (3.5), segue la tesi.

4. Teorema di esistenza ed unicita.

TEOREMA 4.1. Se valgono le ipotesi A) e B), per ogni fe LXQ)
esiste una ed una sola funzione w er;}(Q) tale che:

fu=f
r risulia:

Il <K[fle, -

DIMOSTRAZIONE. Poniamo per ogni 7 € [0, 1]:

Lru=1Lu+ (1—1) (um—i— %)ux——ut) =

= [Ta(wy t) + (1 - T)] (ua:a: + 25’”' uac) "I_
H(z, 1)
X

+ T Uy TO(7T, t) Uy + TO(T, O)U — U, .
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Si ha:

Ta(w, t) + (1—7)<7d+ 1 —1)4

d—7
A

Ay

T 1
Ta(z,t) + (1—17)>5 + =z,

A A
ITHloo = 1|Hlm< |H|oo )
l‘fblzlu—a),z/a = T|b12/(1—o),2/a< |b|2/(l—a),2/6 ’

]tclm& = ‘Clclm,2< |cloo,2

e, quindi, in virti del Lemma 3.2 per ogni € H,}(Q) e per ogni
7 € [0, 1] risulta

”u“7,1<KGIEtulz,v
con una stessa costante K, indipendente da 7.

Inoltre se 7; € 7, sono due numeri dell’intervallo [0, 1] e u € H>'}(Q),
tenendo presenti le proprieta dello spazio H;'}(Q), si ricava facilmente:

]ﬁ,l’ll/ — ﬁ,—,’ll«l < ClTl’“ Tzl ”u”v,l .

A norma del Teorema 2.1 risulta £ H;(Q) = L}(Q) e, quindi,
per completare la dimostrazione basterd provare che, se 7,€ [0, 1]
e L HQ) = L}(Q), si ha anche L H}y(Q) = Lj(Q) per

1
(4.1) Te[0, 1] y |T—-To|<E—6.

A tale scopo, fissati un valore di = soddisfacente le (4.1) e una
funzione f(x, t) € L}(Q) basterd provare che esiste u € H;';(Q) tale che
£.u = f(z, t) cioé tale che
(4.2) w=L L, u—Lu)+ L7 f.

D’altra parte essendo:

[L7H L0 — Lou) ||y < Ko Loy — Loty , < Ko Olty— 7] |00

v,1

per il principio delle contrazioni I’equazione funzionale (4.2) ammette
una ed una sola soluzione.
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