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REND. SEM. Mat. UN1v. PADOVA, Vol. 65 (1981)

Sur la mesurabilité d’une fonction numérique

par rapport a une famille d’ensembles.

GABRIELE H. GRECO (*)

Introduction.

Dans cette introduction et dans la suite on désignera par les sym-
boles X, §(X), [0, + oo}%, R*, N respectivement un ensemble non
vide, la classe des sousensembles de X, la classe des fonctions défi-
nies dans X & valeurs dans [0, 4 oo], la classe des fonctions définies
dans X & valeurs dans la droite achevée R, I’ensemble des nombres
entiers » > 0. En suivant les notations établies par P. A. Meyer
in [56], on appellera pavage sur X toute famille d’ensembles & c F(X)
qui contient I’ensemble vide; on appellera ensemble pavé le couple
(X, 6) constitué par un ensemble X et un pavage & sur X; la phrase
« & est stable pour (Uf, Nd)» (et de méme les phrases analogues)
signifie que & est stable pour réunions finies et pour intersections
dénombrables. On emploiera en outre les lettres de 1’alphabet grec
o, B, v, 6 pour désigner des fonctions d’ensemble monotones, c’est-a-
dire des fonctions définies dans §(X) & valeurs dans [0, + oo] telles
que «(f) = 0 et x(4)<a(B)si AcB. Par [fdx on désignera le nombre

X
réel fini ou non, appelé intégrale de f sur X par rapport a la fon-
+ oo
ction d’ensemble monotone «, défini par la position [fde = [off > t} dt
X 0

si f€[0, - ocol*, et par la position [fdx = [f"dax—[f"dx si feRX
X X X

(*) Indirizzo dell’A.: Dipartimento di Matematica, Universitd di Trento,
38050 Povo (Trento).
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et si [ffda<+4 co ou [f~da<<+ oco; si 4eF(X), on pose [fda=
x X 4
= [fp 4 da, olt @, est la fonction caractéristique de I’ensemble A. Ces
X

intégrales ont été étudiées indépendamment dans [1] et dans [3]; pour

leurs propriétés on fera référence 4 [3]. Si F est un filtre de F(X)

on désignerd par ag et fg: F(X) {0, 1} les fonctions d’ensemble

ainsi définies: «axg(A) = 1 si et seulement si A e F» et « fx(4) =1

si et seulement si A N F = 0 pour tout F e F »; pour tout filtre §F

de F(X) et pour toute fe [0, + oo]® il résulte [fdag = minlimgf et
X

[f dfs = maxlimg f (voir exemple 3° dans [3]). On pose 0-oco =
x
=00'0=0 et inf@ = 4 co. Si (X, & est un ensemble pavé, on

désignera par S*(X, &) 1a classe des fonctions > a, @y, ou a;€[0, -+ oo],
{H}ienc & et H;DH,,, pour tout ¢eN. i=1
Dans cet article on propose et on étudie une définition de mesu-
rabilité d’une fonction numérique par rapport & une famille d’ensem-
bles & c $(X) qui répond & cette exigence: « déterminer les fonctions
numériques f telles que ’intégrale (f da dépend seulement des valeurs
X

de « sur &, quelle que soit la fonction d’ensemble monotone o: F(X) —

— [0, 4+ co] »; c’est-a-dire on dit qu’une fonction fe [0, + oco]* est

&-mesurable si on a toujours [fdoa = [f dB, lorsque les fonctions d’en-
X X

semble monotones «, § sont telles que «(H) = f(H) pour tout H € &.
La fonction f est alors &-mesurable si et seulement si pour chaque
couple a, b€ (0, 4 o) avec a > b, il existe un ensemble H € & tel
que {f>a}c Hc{f> b} (voir Th. 1). Cette définition permet d’asso-
cier & chaque ensemble pavé (X, &) la classe M(X, & des fonctions
&-mesurables, qui peut étre la classe bien connue des fonctions mesu-
rables par rapport & une c-algébre (si & est une o-algébre), la classe
des fonctions dépourvues de discontinuités oscillatoires (si X = R et
& est 'algébre d’ensembles engendrée par les intervalles de R; voir
Remarque 2), la classe des fonctions continues (si X est un espace
topologique de Hausdorff compact et totalement discontinu et si & est
Palgébre des ensembles qui sont ouverts et fermés), la classe des fon-
ctions qui sont presque partout continues (si X = [0, 1] et & est
Palgeébre des ensembles qui sont Jordan-Peano mesurables), la classe
des fonctions a-mesurables au sens de Carathéodory par rapport &
une fonction d’ensemble « (si & est 1’algebre des ensembles a-mesu-
rables au sens de Carathéodory; voir Remarque 5); dans le cas ou
& est une algébre, il résulte qu'une fonction fe RX est §-mesurable
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si et seulement si f se prolonge par continuité & I’espace de Stone,
associé a algébre &.

Dans cet article on remarque en outre des analogies entre les espa-
ces topologiques pseudocompacts et les ensembles pavés semicompacts
(voir s. 2), entre les espaces topologiques normaux et les ensembles
sur lesquels il y a deux bons pavages (voir 8. 3).

1. Fonctions &-mesurables.

Soit (X, &) un ensemble pavé. On dit qu’une fonction fe[0, 4 oco]*
est &-mesurable si on a toujours [fda = [fdp, dans les cas ow o et f
X X

sont des fonctions d’ensemble monotones telles que o«(H) = B(H) pour
tout H e & On dit en outre que | RT est &-mesurable si f+ et f~ sont
&-mesurables.

On désignera par AG(X, &) la classe des fonctions f e R¥ qui sont
§-mesurables et on pose MT(X, §) = M(X, §) N[0, + oo]%.

Les plus simples fonctions &-mesurables sont les fonctions qui ap-
partiennent & S*(X, §); en effet si {a};enC [0, + oo]; {H}ienC & et

H,.,c H, pour tout ¢ €N, on a f ( Z a; ‘Pm) do = z a;x(H,;) quelle que
X

soit la fonction d’ensemble monotone o.

LeEMME 1. Soit (X, §) un ensemble pavé et f € [0, 4 oo0]*. Les con-
ditions suivantes sont equivalentes:

i) f est &-mesurable,

ii) pour chaque couple o, f: $(X) —{0, 1} de fonctions d’ensemble
monotones telles que oa(H) = ﬂ(H) pour tout He &, on a

ffdaszdﬂ.

DEMONSTRATION. 1) =-ii): la condition ii) est un cas particulier
de la condition i). ii) =-i): posons d’abord, pour toute fonction d’en-
semble monotone «: F(X) — [0, - o0] et pour tout s e (0, 4 o0) et
He F(X), a,(H) = 1 ou 0 si on a respectivement «(H) > s ou o(H)<s.
Si e, f: F(X) — [0, + oo] sont deux fonctions d’ensemble monotones
telles que «(H) = B(H) pour tout H €&, on a aussi o,(H) = f,(H)
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pour tout se€ (0, 4 o0). D’aprés ii), on a donc [fd«, = j'fdﬂ pour
tout s e (0, + ©0). On en déduit alors que

fdoc = lim z deC@/zn = ll;n 2 T ffdﬁ,,zn —J.fdﬁ

n =1

LEMME 2. Soit (X, &) un ensemble pavé. Si la fonction fe[0, + co]X
est &-mesurable, alors les fonctions af, fAa, f\Va—a sont aussi &-mesu-
rables pour tout a €[0, 4+ ©0).

DEMONSTRATION. Pour toute fonction d’ensemble monotone o dé-
finie dans §(X) & valeurs dans {0, 1} il resulte que

f(f/\a)doc: (ffda)/\a et f(fva—a)doc= (ffda)va—a
X X X X

pour tout a€[0, + o0) et fe[0, 4 c0]*. On en déduit done le Lem-
me 2, d’aprés le Lemme 1. [ |

THEOREME 1. Soit (X, &) un ensemble pavé et f € [0, 4 ocol*. Les
conditions sutvantes sont équivalentes:
i) f est &-mesurable,

ii) pour chaque couple a, b € (0, 4 ©0) tel que a > b, il existe un
ensemble H € & tel que {f>a}c Hc{f>b},

iii) il ewiste une suite {g.}nen C ST(X, ) telle que g.<f pour tout
neN et la suite {g.\a},en cONvVErge uniformément vers fAa
pour tout a € (0, | o).

DEMONSTRATION. i) =-ii): raisonnons par absurde. Si f ne vérifie
pas la condition ii), il existe deux nombres réels a, b € (0, -+ 00) avec
a>b tels que

1) AHe & tel que {f>a}c Hc{f>b}.

Définigsons alors les deux fonctions d’ensemble 7,, 7,: T(X) — [0, 1]
par les positions

0 si A=X
uld) = sup {g@):o¢ A} sid=X
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et
4 siA=0

W) = int{ge):ved)  si A0,
o g = (fAa—fAb)/(a—Db). D’aprés cette définition de 7, 7., en
vertu de (1) il résulte que
(2) 71(0) = 75(9) = 1 et les fonctions 7,, 7, sont décroissantes;
(3) T(H) <t et 7,(H) =0, si He & Hc{g>1t} et te(0,1);
4) Tw(H) =1 et 1o(H)>1t, 85i He§ Hc{g>1} et t€(0,1).

Or les deux fonctions d’ensemble monotones «, f: F(X) — [0, -+ o],
ainsi définies

a(A) =sup{2 —7.(H) —7,(H): He& et Hc A},

B(A) =inf {2 — 7,(H)—o(H): He§ ot Ho A},

sont donc égales sur & et f>a, d’aprés (2). En outre on a {g > ¢} >
> 1> afg > t} pour tout ¢ e (0, 1), d’aprés (3) et (4); ceci prouve que
fgdp > [g do, c’est-a-dire la fonction g = (fAa— fAb)/(a — b) n’est pas
X X

§-mesurable, d’aprés la définition de &-mesurabilité. Mais ceci est en
contradiction avec I’hypothése que f soit &-mesurable; en effet de
la & mesurabilité de f on doit déduire que g doit &tre &-mesurable,
d’aprés le Lemme 2. On achéve ainsi la démonstration de i) =-ii).

ii) =-iii): si fe[0, + oo]* vérifie la condition ii), pour tout
i, n €N il existe un ensemble H;,c& tel que

i+1 %
=5 e maci=5) @ Huciia,

On a alors
1

1 1
f>§ gl¢ﬂ.,u>fVF—27;-

La suite {g,}nen; OU gn = 1/2" Y @y, , vérifie la condition iii).
i=1
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iii) =i): la &-mesurabilité de toute g € ST(X, &) et les proprié-
tés de l’intégrale [—da (voir [3], Prop. 1) entrainent la &-mesura-
X
bilité de f. n

REMARQUE 1. Soit (X, &) un ensemble pavé, soit é: & — [0, -+ oo]
une fonction d’ensemble telle que d(0) = 0 et d(4A)< d(B) pour tout
A, Be & avec Ac B. Le théoréme précédent permet de définir de
fagon satisfaisante I’intégrale [— dd; on la définit en posant [fdd =

X X

= [fda, ot a: §(X) [0, + oo] est une fonction d’ensemble mono-
X

tone telle que «(H) = 6(H) pour tout H €§, lorsque fe M(X, &)
et [ftda< -+ oo ou [f-da<<+4 oo. D’aprés cette définition d’inté-
X X

grale on peut analyser des propriétés de & au moyen des propriétés
de [—dd. Par example soit (X, §) un ensemble pavé stable pour
X

(N f, U f); on verra dans la Proposition 2 que la famille des fonctions
§-mesurables MT(X, §) est un cone convexe de fonctions stable pour
(Af, Vf). Les conditions suivantes sont équivalentes

i) (A N B) + (AU B) = §(4) + 4(B), VA, Be§,
ii) i{f(f -+ g) do ZX!.f dod ’l‘){gdéy v, gea‘rU'(X, ),

iii) [(fAg) a8+ [(fVg) a6 = Jf ad -+ [g b, V], g € MF(X, &),
X X X X

Si dans i), ii) et iii) on change « = » avee « < » ou « > », on obtient
encore ’équivalence de i), ii) et iii) (voir [4]).

2. Propriétés des fonctions &-mesurables.

D’aprés la définition de §-mesurabilité et la propriété ii) du Théo-
réme 1 on obtient ces propositions sur les propriétés des fonctions
mesurables.

PropositioN 1. Soit (X, §) un ensemble pavé et y: [0, 4 co] —
— [0, -+ oo] une fonction continue et croissante. On a

i) si p(0) =0, fedH(X, §), alors fe MH(X, 8 (on remarque
qu’on peut effacer Végalité (0) = 0 si X € §);
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ii) 8¢ la suite {fa}nen C MH(X, 8) converge uniformément vers f,
alors f € MTH(X, §). [ |

ProprosITION 2. Soit (X, & un ensemble pavé. Alors

i) pour que MT(X, &) soit stable pour (Af) (resp. pour (Vf))
il faut et il suffit que & soit stable pour (N f) (resp. pour (U f));

ii) pour que f + g€ MH(X, 8) pour toute f, g € MH(X, €), il faut
et il suffit que & soit stable pour (N f, Y f);

iii) pour que MH(X, &) soit stable pour (Ad) (resp. pour (Vd)),
il faut et il suffit que & soit stable pour (N d) (resp. pour (U d)); dans
ce cas, pour que f e [0, oco]X soit &-mesurable il faut et <l suffit que
Densemble {f>t}€ & (resp. {f >t} &) por tout t e (0, 4 o).

DEMONSTRATION. Nous allons démontrer seulement la propriété ii).
Si f -+ g est § mesurable pour tout couple de fonctions f, g € MT(X, §),
on a que @, -+ @z est & mesurable pour tout A4, Be §; il résulte donc
que A NBet AU Be§ d’aprés la ii) du Théoréme 1; c’est-a-dire
& est stable pour (N f, U f). D’autre part supposons que & soit stable
pour (N f, U f), allons vériﬁer que MH(X, 8) est stable par l’opéra-

tion de somme. Si g; = Za P4, 6 g = Zbicpg appartiennent &
i=1

$*(X, &), la fonction g, —|— gz appartient & S$%(X, §), parce qu'on a
vour tout ¢ (0, 4+ oo) ’égalité

o+ e.>8=U({n>an {g2>b})

’bE

ot Z est ’ensemble fini

{(gl(w)7 gz(m)) eR: ve X et gi(x) 4 g.(x) > t} .

Si f, g e MT(X, 8§) sont bornées, il existe deux suites de fonctions
bornées {g.}nen, {fnjnen &-mesurables, qui convergent uniformément,
respectivement, vers g et f (voir Th. 1, propriété iii)); puisque
{9 + fu}nC 8T(X, &) converge uniformément vers g -+ f, on a done
que f-+ ge MT(X, §), d’aprés la propriété ii) de la Proposition 1.
Enfin en tenant compte de 1’égalité [(f + ¢) da = lLim f[(fAn + gAn) de,
X "X
vraie pour toute f, g € [0, 4- co]¥ et pour toute «: F(X) — [0, - o]

fonction d’ensemble monotone, il résulte alors que f -+ g € MT(X, §),
aussi si f, g € (X, 8) ne sont pas bornées. |
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Dans des cas particuliers, la classe MH(X, 8§) a des propriétés nou-
velles. Par exemple, si X est un espace topologique dans lequel tout
recouvrement ouvert dénombrable de X contient un recouvrement
ouvert fini de X, toute fonction fe [0, 4 c0)* mesurable par rap-
port au pavage des ensembles fermés de X (autrement dit f € [0, - co)x
est semicontinue supérieurement) est bornée; ou si X est un espace
topologique pseudocompact (¢’est-a-dire toute fonction g: X — R con-
tinue est bornée), toute fonction f e [0, 4 o0)* mesurable par rapport
au pavage constitué par les ensembles du type {g = 0}, o g: X - R
est continue, est aussi bornée. Ceci dépend de la semi-compacité des
pavages en question (voir [8]); on rappelle qu’on dit que le pavage &

sur X est semi-compact (voir [5]) si {H.}penC & et ﬂ H, — 0 entrai-
nent qu’il existe n,eN tel que ﬂ H,=0.

n=1

THEOREME 2. Soit X un ensemble muni d’un pavage & stable pour
(N f). Les conditions suivantes sont équivalentes:

i) & est semi-compact,
ii) toute fomction fe MH(X, §) N RT est bornée,
iii) toute fonction fe MH(X, &) a un mazimum,

iv) toute swite {fu}nen, décroissante wvers zéro, comverge wuniformé-
ment vers zéro, si toute f, est &-mesurable,

v) pour toute suite {f,}nen C MT(X, &), décroissante vers zéro, et
pour toute o: F(X) — [0, 4 co] monotone telle que ffl do <
<+ oo, 01 a llmjfnda = 0.

D%iMONSTRATION. Il suffit d’adapter convenablement la démon-
stration d’un théoréme analogue de I. Glicksberg [2]. i) =-iii): d’apres
la propriété ii) du Théoréme 1, il existe des ensembles H, € & tels
que {f>a,,.} Cc H, c{f > a.}, pour tout n €N, si f € MT(X, &), {@nlpen C

c (0, + 00), @, > a, pour tout neN et llm a, = sup {f(»): »e X}

(on suppose que f == 0); puisque ﬂ H, 3{f>am+1} # @ pour tout m €N,
on déduit de la semi- compa.elte de & que ﬂ H,+# 0; si x,€ ﬂ H,,

n=1 n=1

on a done f(x)>a, pour tout » €N, c’est-a-dire f(x,) = sup (f).
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iii) =ii): est une conséquence immédiate de iii).

i) =>i): soit {H,},nC & et ﬂH % 0. Les ensembles G, = ﬂH,.

i=1

appartiennent & & et la fonction z/mpg € MT(X, 8§ N RT; Qaprés la

n=1

hypothése ii) la fonction Z nYgq, est bornee il existe alors un nombre
n=1
no €N tel que G, = @, c’est-a-dire ﬂH = 0.
n=1

i) =iv): soit {f.},en C MT(X, &) une suite décroissante vers zéro.
Démontrons que {f.}, converge vers zéro uniformément, c’est-a-dire
pour tout nombre réel a > 0 il existe n, e N tel que f, <a. Choisis-
sons une suite {a,}, C (0, -+ co) telle que a, < a et lim a, = a. D’aprés

n

la mesurabilité de toute f, et de la propriété ii) du Théoréme 1, il
existe pour tout » €N un ensemble H,e & tel que {fu>a}cH,C

c{f > a,}. On a done ﬂ H, =0, pa,rce que 11m f» = 0; on en déduit
alors qu’il existe n, eN tel que ﬂ H, =9, d’a,pres I’hypothése i).

n=1
Done {f,,>a}c ﬂ H, =0, c’est-a-dire la suite {f,}, converge uniformé-
n=1
ment vers zéro.

iv) =>v): c’est une conséquence des propriétés de l’integrale
J—dou (voir [3], Prop. 1, propriété (4)).
X

v) =-1i): il suffit de démontrer qu’il existe n,eN tel que H, = 0,
si {Hu}nenC & et H,,, Cc H, pour tout » € N. Raisonnons par absurde;
si H,# 0 pour tout » €N, la fonction d’ensemble monotone og:
T(X) — {0, 1} qui est égale & 1 seulement sur les ensembles du filtre F
engendré par les H,, est telle que ax(H,) =1 pour tout n € N; ce
qui est contraire a I’hypothése v), parce que la suite {pg }, décroisse
vers zéro. [ ]

Lorsque le pavage & sur X est une algébre d’ensembles on a la
caractérisation suivante de la &-mesurabilité.

THEOREME 3. Soit (X, £) un ensemble pavé, £ une algébre d’en-
semble, f€ RX. Les conditions suivantes sont équivalentes:

i) f est A-mesurable,

ii) pour tout wltrafilire & de Valgébre £ il existe la limite
limgf e R,
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iii) pour tout nombre réel a > 0, il existe une partition {H;};_, c £
finie de X telle que pour tout i on a

fwy<a-+fly) sia,yeH,
ou

ISEN

flz)> sixeH,;

ou

f(w)<—2 siveH,.

DEMONSTRATION. i) =-ii): on peut se borner & vérifier que pour
tout fe[0, + co]* N AM(X, &) il existe la limite limgfeR. Soit
F'c §(X) le filtre de F(X) engendré par I'ultrafiltre F de 4, et soient
ogr et Bg les fonctions d’ensemble monotones, définies dans l’intro-
duction. Pour ces fonctions d’ensemble on a [f dag = minlimg f et

X

{f dBg = maxlimg f; puisque ag(H) = f4(H) pour tout H e 4, il
X

résulte que maxlimg f = minlimg f, d’aprés la définition de A-mesu-
rabilité; ceci prouve que limg f existe et appartient & R.

ii) =-iii): d’aprés ii), pour tout ultrafiltre F de 1’algébre A il
existe un ensemble Hg € A tel que f(xr)—f(y)<a ou f(x)>1/a ou
bien f(r)<—1/a pour x, y € Hy. La famille {X — Hg: § ultrafiltre
de A} ne peut étre contenue dans aucun ultrafiltre de #; il existe
donc un nombre fini F,, &,, ..., &, d’ultrafiltres de & tel que

.OI(X—- Hg)=0;

la démonstration de l'implication ii) =-iii) est ainsi achevée.

iii) =-i): il suffit de vérifier cette implication lorsque f € [0, 4 oco]*
est bornée. Dans ce cas la construction d’une suite {g,}, Cc MT(X, #)
telle que {g.}, converge uniformément vers la fonction f est immé-
diate; c’est pour quoi qu’on peut déduire que f est s£-mesurable,
d’apres les propriétés des fonctions st-mesurables. |

REMARQUE 2. Soit X =R et Ag 1’algébre engendrée par les
intervalles bornes ou non de R. Soit pour tout € R F,, Fpr, Fu-,
F 1oy F_o, les ultrafiltres de Ar engendrés, respectivement, par l’en-
semble {r}, par les intervalles (z,# -+ a), ou @€ (0, + oo), par les
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intervalles (x — a, ), ou a € (0, + oo), par les intervalles (a, + oo0),
ot a € R, par les intervalles (— oo, a), ou a € R; tous les ultrafiltres
de Ag sont de ces types. D’aprés le Théoréme 3, il résulte qu’une
fonction feR¥ est Ag-mesurables si et seulement si les limites sui-
tes existent: i}gg f(y), 35?— 1), yE{flw f(), y}jmoo f(y); c’est-a-dire f est

dépourvue de discontinuités oscillatoires. Cet exemple peut facilment
étre adapté lorsque A est 1’algébre engendrée par les intervalles semi-
ouverts & droite (ou & gauche), et lorsque X = R” et A est ’algébre
engendrée par les pluriintervalles de R~

REMARQUE 3. Le Théoréme 3 on peut le présenter de facon plus
suggestive. Si on désigne par [A] I’espace de Stone (I’espace des ultra-
filtres de ) (voir [6]), associé & 1'algébre A, pour qu’une fonction
f € R¥ soit A-mesurable il faut et il suffit qu’il existe une fonction
f: [#] — R continue telle que f(F.) = f(x) pour tout ultrafiltre F, —
= {H eA: xe H}, ou v € X. La classe des fonctions bornées et A-me-
surables est donc une algébre de fonetions, isomorphe 4 1’algébre des
fonctions continues de [A] dans R.

REMARQUE 4. Dans le cas particulier ou l'algébre A est une
c-algébre, on a que [+ ge M(X, £) si f4 g est définie sur X et
f, g e M(X, §). Cette propriété n’est pas vraie si A est seulement
une algébre. En effet si on considere 1’algebre A c F(N) des parties
finies et cofinies de N, pour qu’une fonction f: N — R soit A-mesu-
rable il faut et il suffit qu’il existe la limite lim f(»n); dans ce cas on

n

peut donc choisir facilement deux fonctions f, g: N — R telles que
f -+ g est definie, mais la fonction f 4 g n’est pas sA-mesurable.

REMARQUE 5. Soit u: F(X) — [0, + oo] une fonction d’ensemble
monotone ou non et soit (@) = 0. On sait que la famille d’ensembles
qui sont wu-mesurables au sens de Charathéodory, est une algébre
d’ensemble A, c F(X). Soit §: £, — [0, + oo] la fonctions d’ensem-
ble monotone, définie par O(H) = u(H) pour tout H € A,; on dit
qu'une fonction f est u-mesurable si f est A -mesurable. Pour ces
fonctions u-mesurables on a la linéarité, c’est-d-dire [(f 4 g) dé =

X

= [fdd—+ fgdd (voir Remarque 1 pour la définition de lintégrale
X X

f— d(S) pour toute f, g€ MT(X, A,). En outre on a que les ensembles

X

{teR:{f > f} ¢ Au} et {t e R: {f>1} ¢ #,} sont dénombrables, si f € M-
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(X, #A4) et [|f| dd < 4 oo. La classe des fonctions fe€ R, qui sont
X

u-mesurables, telles que [|f| dd < 4 oo est un espace de Riesz (voir [4]).
X

3. Fonctions mesurables par rapport a deux pavages.

Dans ce paragraphe on considére deux pavages J, U sur X sta-
bles pour (N f, U f); on définit sur F(X) la relation « < » de cette
facon: « A < B si et seulement si il existe un couple (K, U) e X XU
tel que Ac Kc UcB» Soit D ’ensemble des nombres diadiques
de ’intervalle [0, 1]; soit {H};cp ¢ $(X) une famille d’ensembles telle
que H, = X et H,> H, pour tout ¢, se D avec ¢t < s; alors la fon-
ction f: X — [0, 1], définie par la position f(z) = sup{te D: z e H,},
est soit Ji-mesurable soit “U-mesurable. En effet pour tout a, be
€ (0, + oo) avec a > b, soient ¢ et s deux nombres € D tels que
a>t>r>b, il résulte donc que {f>a}c H,< H,c{f > b}; puisque
il existe un couple (K, U)eJX XU tel que H,c Kc UcH,, on a
enfin {f>a}c K c Uc{f> b}, c’est-a-dire f est HK-mesurable et U-me-
surable.

On dit que le couple de pavages (I, W) vérifie la propriété (N),
si pour tout couple (K, U) e X XU avec K c U, il existe un couple
(K, U)eXXW tel que KcU'cK'cU.

LeEMME 3. Sotent k, u € [0, + oo]%, soit (K, W) un couple de pa-
vages sur X qui vérifie la propriété (N). 8i k<u et si pour tout
te(0, + o0) {k>t}eX et {u>t}eW, il existe alors une fonction
f € MHX, ) N MH(X, W) telle que k<f<u.

DEMONSTRATION. D’aprés la propriété i) de la Proposition 1 on
peut supposer que w<1. Pour tout ¢te D, ou D est ’ensemble des
nombres diadiques de ’intervalle [0, 1], on pose K, = {k>t} et U, =
= {u > t}. On construit une famille d’ensembles {F},., c $(X), jouis-
sant des propriétés suivantes:

(1) F0:X7 F1=ﬂ,
(2) ¥y.«<¥,, F. <G, H,<F,, sit,reDett<r;

en effet si on suppose d’avoir défini les ensembles ¥, pour tout ¢ = /2",
ol 0<i< 2", qui vérifient (1) et (2), on peut alors choisir un ensemble
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F, pour t, = (2¢ 4 1)/2"+1, ol 0<i<2"—1, qui satisfait ces relations:
Fi/2" > Fto’ Fto > F(i+1)/2"7 Ui/2n > Fto’ Ftn > .K(i_(__l)/zn, d’a,pl‘és les rela-
tions (vraies par hypotheése ou par construction):

Fign> Fipryony Fiyon> Kipayany  Uyon>Fiqyon,  Uygn™> Kyqyn .

La fonction f:X —[0, 4 oo], définie par f(x) =sup{te D: zeF}},
résulte Jo-mesurable et U-mesurable et k<f<u. ]

D’aprés le Lemme 3 et la propriété iii) de la Proposition 2 on en
déduit les théorémes suivants:

THEOREME 4. Soient 3 et W deux pavages sur X stables pour
(Nf, U f). Les propriétés suivantes sont équivalentes:

i) le couple (XK, W) vérifie la propriété (N),

ii) pour tout couple (K, U) € K xW il ewiste une fonction f € MT-
(X, X) N MH(X, W) telle que pr<i<@y, si KcU. [ |

THEOREME 5. Soit J un pavage stable pour (Nd, U f), W un
pavage stable pour (N f, U d). Les propriétés suivantes sont équivalentes:

i) le couple (I, W) vérifie la propriété (N),

ii) pour tout (k, u) € MT(X, ) X MH(X, W) il existe une fonction
fe MHX, K) N MT(X, W) telle que k<f<u, si k<u. ]

Soit X un espace topologique et soit J& (resp. W) le pavage sur X
des ensembles fermés (resp. ouverts); le couple de pavages (30, W)
vérifie la propriété (N) si et seulement si X est normal. Dans ce cas
le Théoréemes 4 et 5 sont des bien connus théorémes sur les espaces
normaux (voir [7]).
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