RENDICONTI
del

SEMINARIO MATEMATICO
della

UNIVERSITA DI PADOVA

ROLAND SCHMIDT

Untergruppenverbiinde involutorisch
erzeugter Gruppen

Rendiconti del Seminario Matematico della Universita di Padova,

tome 63 (1980), p. 95-126
<http://www.numdam.org/item?id=RSMUP_1980__63__ 95 0>

© Rendiconti del Seminario Matematico della Universita di Padova, 1980, tous
droits réservés.

L’acceés aux archives de la revue « Rendiconti del Seminario Matematico
della Universita di Padova » (http://rendiconti.math.unipd.it/) implique 1’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive
d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=RSMUP_1980__63__95_0
http://rendiconti.math.unipd.it/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

ReEND. SeM. MaT. UN1v. Papova, Vol. 63 (1980)

Untergruppenverbiinde involutorisch erzeugter Gruppen.

RoOLAND ScHMIDT (*)

Ziel dieser Note ist es, die Ergebnisse aus den Arbeiten [5],[6]
und [7] iber Projektivitéten endlicher involutorisch erzeugter Grup-
pen zu verbessern und auf unendliche Gruppen auszudehnen.

Es ist ziemlich klar (und wird in §2 nidher behandelt), daB die
in diesen Arbeiten angewandte Methode—die Operation von Involu-
tionen und ihrer Bilder unter Projektivititen auf dem Untergruppen-
verband der Gruppe zu vergleichen —nicht sehr an der Endlichkeit
der Gruppe hingt. Man mufl nur die dort benutzten Hilfssétze iiber
Bilder von Involutionen unter Projektivititen, die fiir endliche Grup-
pen sehr einfach zu beweisen sind oder unmittelbar aus Suzukis Sitzen
iiber singulire Projektivititen folgen, fiir beliebige Gruppen beweisen.
Das tun wir in § 1 der Arbeit.

In § 3 behandeln wir mehrfach transitive Permutationsgruppen und
zeigen, daB eine von Involutionen erzeugte dreifach transitive Per-
mutationsgruppe vom Grade >4 durch ihren Untergruppenverband
bestimmt ist. Fiir zweifach transitive Permutationsgruppen konnen
wir den Hauptsatz aus [6] nicht ganz auf unendliche Gruppen aus-
dehnen; wir beweisen aber ein Ergebnis (Satz 3.8), aus dem zum
Beispiel folgt, dal die Gruppen PSL(n, K) fiir n>3 und Dbeliebige
Schiefkérper K durch ihren Untergruppenverband bestimmt sind.

(*) Indirizzo dell’A.: Mathematisches Seminar der Universitit, 23 Kiel,
Germania occidentale.

Die vorliegende Arbeit entstand aus Vorlesungen an der Universitit
von Trento im Oktober/November 1978. Fiir die Einladung dazu sowie die
finanzielle Unterstiitzung sei Herrn Prof. Dr. G. Zacher sowie dem C.N.R.
sehr herzlich gedankt.
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In §4 zeigen wir dasselbe fiir die Gruppen PSL(2, K) und geben
dann eine Anwendung unserer Methode des §2 auf symplektische,
orthogonale und unitdre Gruppen iiber Korpern.

1. — 2-reguliire und 2-singuliire Projektivitiiten.

Eine Projektivitit ¢ der Gruppe G auf die Gruppe H ist ein Iso-
morphismus des Untergruppenverbandes B(G) von G auf den von H.
Wir nennen ¢ 2-regulidr, wenn ¢ Untergruppen der Ordnung 2 von G
auf Untergruppen der Ordnung 2 in H abbildet; ¢ heillt 2-singuldr,
wenn ¢ nicht 2-regulidr ist. Eine Diedergruppe der Ordnung 2n
(neN U {oo}) ist das semidirekte Produkt einer zyklischen Gruppe {a)
der Ordnung » mit einer zyklischen Gruppe <d) der Ordnung 2 zum
Automorphismus a?= a™.

Wir wollen in diesem Abschnitt 2-singulére Projektivititen in-
volutorisch erzeugter Gruppen studieren und untersuchen dazu zu-
nichst die von zwei Involutionen erzeugten Gruppen, also die Die-
dergruppen.

LEMMA 1.1. Sei ne NU {oo}, G = {d, e) mit o(d) = o(e) = 2 und
o(de) = n eine Diedergruppe der Ordnung 2n, @ eine Projektivitit von G
auf eine Gruppe H und sei {(dy?= {x) sowie {e)?= {y). Dann gili:

(@) Ist m = oo, so ist ¢ 2-reguldr, {(de)? = {xy)> und G¢~G.

(b) Ist m = p eine Primzahl, so ist G° elementarabelsch der Ord-
nung p® oder nichtabelsch der Ordnung pq, q eine Primzahl mit q < p.

(¢) Ist n weder oo moch eine Primzahl, so ist {(de)>® ein zyklischer
Normalteiler der Ordnung n von G® und o(x) = o(y) = q mit einer
Primzahl q. Ist q =2, so ist ¢ 2-reguldr, {(ded>?= {wy) und G*~Q@.
Ist ¢ > 2, so ist entweder q kein Teiler von n und x fixpunktfrei auf
{de>® oder n = qn' mit (n', q) = 1.

BEWEIS. (a) Ist » = oo, 80 ist {de) die einzige zyklische maximale
Untergruppe von G. Da jede Projektivitit zyklische Gruppen auf
zyklische Gruppen abbildet [1, S. 6 und 7], ist also {(de)>® ein unendlich
zyklischer Normalteiler von G%, etwa {de)?= <{z). Wire 2*= 2, so0
wire (wz) eine unendlich zyklische Gruppe, deren Urbild (xz)e!
Elemente der Ordnung 2 enthielte. Das geht nicht; es ist also 2° = 27,
Da o(x) eine Primzahl ist, folgt o(x) = 2, und G¢ ist eine unendliche
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Diedergruppe. Die Untergruppen der Ordnung 2 von G sind die
Komplemente zu {de), gehen bei ¢ iiber in die Komplemente zu {de>®
in @9, also in Untergruppen der Ordnung 2. Damit ist ¢ 2-regulir
und {zy) = {de)?, da Go= {x,y) = {wy, x) ist.

(b) folgt aus [1, Theorem 11.2].

(¢) Hier ist erneut (de) die einzige zyklische maximale Unter-
gruppe von @, also {(de)?= <(z) ein zyklischer Normalteiler von Gv;
ferner ist o(x) = |G®: {z)| = o(y) eine Primzahl ¢. Zu zeigen ist
o(z) = n.

Sei zuerst ¢ = 2. Dann ist G¢ von den Involutionen x and y
erzeugt, also eine Diedergruppe der Ordnung 2m mit m = o(xy) und
(ayy = (&), da Go= (&, y) = {wy, ) ist. Offenbar ist m die Anzahl
der minimalen Untergruppen von G¢, die nicht in (xy) liegen, also
m=mn und G*=G. Dall ¢ 2-regulir ist, ist klar: Ist » ungerade,
so sind die Untergruppen der Ordnung 2 von @ gerade die Komple-
mente zu <{de), deren Bilder also die Komplemente zu <{z) und folglich
von der Ordnung 2; ist n gerade, so enthilt G Kleinsche Vierergrup-
pen, und ¢ ist schon deshalb 2-regulir.

Sei nun ¢ > 2. Ist (o(2),q) =1, so ist # fixpunktfrei auf (z), da
jeder Fixpunkt z, € (2) mit z,#1 eine zyklische Gruppe <{z,x) liefern
wiirde, deren Urbild (z,2)¢! eine Diedergruppe wire. Somit existieren
genau o(z) Komplemente zu <{z) in G¢. Die Anzahl der Komplemente zu
{dey in @ ist n; es folgt o(z) = n, was zu zeigen war. Sei schliefllich ¢ ein
Teiler von o(z) und Q¢ die g-Sylowgruppe von <{z). Dann ist Q¢{x) eine
¢-Sylowgruppe von G, die durch die Projektivitit ¢—! auf eine Gruppe
abgebildet wird, die keine Primérgruppe ist. Nach {10, Theorem 12,
S. 12] ist Qv<{x) elementarabelsch. Da Q¢ zyklisch ist, folgt |Q¢| = q.
Somit ist |@<d)| = 2¢ und |Q| = ¢, da @<Q(d). Sei R¢ das Komple-
ment zu @¢ in <z)>. Dann ist R¢{x) Bild der Diedergruppe RE{d)
unter ¢ und (|R?|, ¢) = 1. Erneut ist # fixpunktfrei auf Re, und die
Anzahl der Komplemente zu R¢ in Re{x) ist |R?|, die der Komple-
mente zu R in R{d) ist |R|, d.h. |R?| = |R|. Es folgt o(z) = |R?||Q%| =
|Rlg = n. Da |Q¢]| = ¢, ist schlieBlich » = gn’ mit (», q) = 1.

Fiir das Folgende brauchen wir den Begriff der P-Gruppe [10, S.11].

DEFINITION 1.2. (@) Sei p eine Primzahl, n € NU {co}, n>2. Die
Gruppe G liegt in der Klasse P(n,p), wenn G elementarabelsch der
Ordnung p” (bzw. G unendliche elementarabelsche p-Gruppe fiir n» = oo)
ist oder G = A<P) gilt mit A elementarabelsch der Ordnung p~»!
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(bzw. A unendliche elementarabelsche p-Gruppe fir # = o), { von
der Ordnung ¢, q eine Primzahl, und taf™= a" fir alle acA,
r*=1(p), r# 1(p).

(b) @ ist eine P-Gruppe, wenn G € P(n, p) fiir ein n e N U {co}
mit #»>2 und eine Primzahl p.

Die endlichen Gruppen mit 2-singuldren Projektivititen sind nach
Suzukis Sidtzen bekannt. Wir vermerken:

LeMMA 1.3. Sei G eine endliche Gruppe und ¢ eine 2-singuldre
Projektivitit von G auf eine Gruppe H. Dann existiert ein normales
2-Komplement K in G mit zyklischer Faktorgruppe. Ist K kein Normal-
teiler in G, so ist G = 8 XT mit einer P-Gruppe S8 der Ordnung 2p*
(p> 2 eine Primzahl, n>1) und (|8, |T|) = 1.

BewEgis. Da ¢ 2-singulér ist, sind die 2-Sylowgruppen von G
zyklisch. Nach Burngide besitzt G ein normales 2-Komplement K.
Die letzte Behauptung folgt aus [9, Theorem 5 und Theorem 7].

Es scheint uns eine interessante Frage zu sein, ob Lemma 1.3
(in sinnvoll abgewandelter Form) auch fiir unendliche Gruppen gilt.
Aber selbst die einfachste Vermutung, dafl eine von Involutionen
erzeugte Gruppe G mit einer 2-singuldren Projektivitit ¢, die keine
P-Gruppe ist, einen Normalteiler K mit |¢': K| = 2 und K%<1G? besitzt,
dessen Elemente alle unendliche oder endliche ungerade Ordnung
haben, konnten wir nicht beweisen. Eine unmittelbare Folgerung
davon wire, da8 alle Untergruppen der Ordnung 2 von G durch ¢
auf Untergruppen der gleichen Ordnung ¢ in G% abgebildet wiirden.
Diese erheblich schwichere Aussage konnen wir beweisen, und sie
wird fiir unsere weiteren Betrachtungen das zentrale Hilfsmittel sein.
Um das zu tun, bendtigen wir zwei einfache Hilfssdtze, die wohl
bekannt sind, deren Beweise wir aber zur Bequemlichkeit des Lesers
kurz angeben.

HILrssATZ 1.4. Sei N ein Normalteiler der Gruppe G und G|N eine
nicht-zyklische elementarabelsche 2-Gruppe. Ist ¢ eine Projektivitat
von G auf eine Gruppe H, so ist No ein Normalteiler in G* und Go/N¢
eine elementarabelsche 2-Gruppe.

BEWEIS. Sei M eine N enthaltende Untergruppe von G mit
|G:M] = 4. Dann liegt jedes Element ge @ in einer der drei M
enthaltenden maximalen Untergruppen von G. Da ¢~! zyklische
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Gruppen auf zyklische Gruppen abbildet, gilt das Entsprechende
fir Ge: die Gruppe G? ist mengentheoretische Vereinigung dreier
echter Untergruppen. Nach einem Satz von Scorza [11, S. 149] ist
M9<1G? und G*/M? eine Vierergruppe. Da N der Durchschnitt aller M
mit N<M und |G.M|=4 ist, ist schlieflich N¢<G®? und G¢/Ne
eine elementarabelsche 2-Gruppe.

HivrssaTZ 1.5. Sei p eine Primzahl und G = (u) X{a)> mit o(u)= oo,
o(a) = p. Ist @ eine Projektivitit von G auf eine Gruppe H, so ist H
isomorph zu G.

BEWEIs. Da {(a) die einzige nichttriviale endliche Untergruppe in G
ist, ist <{a)?<a@@; ferner natiirlich [<a)?| = ¢ eine Primzahl. Die
Gruppe @ besitzt genau p unendlich zyklische maximale Untergruppen,
die sich in (u”) schneiden. Da die Bilder dieser Gruppen auch zyklisch
sind, ist <u*>?<Z(G¢) und folglich (u?,a) = <{u?) X<{a) verbandsiso-
morph zu <{w?, a)? = {u?»® X<{a)?. Die erste Gruppe enthilt genau p
unendlich zyklische maximale Untergruppen, die sich in (u*"> schneiden,
die zweite ¢; es folgt p = ¢ und [<u?)?:{(w*"»?| = p. Da der Faktor-
verband [{(u)/{u?">] eine Kette ist, folgt |(w)?:{u?'>¢| = p2. Damit
ist (u)e<a@e, also G¢= {u)® x<{a)?~@G.

SATz 1.6. Sei G eime Gruppe und ¢ eine Projektivitit von G auf die
Gruppe H. Euxistieren Involutionen a, be@ mit |{a)®|s= |<b)?|, so ist
G = 8 XTI mit einer von Involutionen erzeugten nichtabelschen P-Gruppe S
und einer Gruppe T, fiir die o(t) endlich und teilerfremd zu o(s) fur alle
sef, teT gilt.

BEWEIS. Sei D die Menge der Involutionen in G und 8 = <{d|d € D).
Ist ae D, so ist natiirlich |[<a)?| eine Primzahl. Sei ¢ die kleinste
Primzahl, die unter den |{a)>¢| mit a € D auftritt. Wir untersuchen
die Gruppen <a,b> und <a, b, ¢) mit a, b, ce D.

(1) Seien a, be D mit |[{a)®| = q, |<b)®| = p und ¢ < p. Dann ist
{a, by eine Diedergruppe der Ordnung 2p und {a, b>® eine nichtabelsche
Gruppe der Ordnung pq.

Denn {(a, b) ist eine Diedergruppe der Ordnung 2r fiir ein r e N U
U {oo}, die von ¢ so abgebildet wird, daB <{a)¢ und <{b>? verschiedene
Ordnungen haben. Nach Lemma 1.1 ist 7 eine Primzahl und <{a, b)? €
e P(2,r). Da p und ¢ die Ordnung von <{a,b)? teilen, ist <{a, b)?
nichtabelsch der Ordnung pq, r = p und {a, b) eine Diedergruppe der
Ordnung 2p.
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(2) Seien a,beD mit |[Ka)®|=¢q, KbY?|=p und q<p. Ist
ceD mit c¢<a, by, so ist {a, b, c)® eine P-Gruppe der Ordnung p3q,
{a, b, ey P(3,p) und <ab,ac,bc) elementarabelsch der Ordnung p=>.

Zum Beweis zeigen wir zuerst, da8 <{a, b, ¢) endlich ist. Ist [{c)?| =
= r > ¢, 80 ist nach (1) <a, ¢)>? eine nichtabelsche Gruppe der Ordnung
rq und <a, b)® eine nichtabelsche Gruppe der Ordnung pg. Somit
werden <b)»® und {¢)? von <{a)® normalisiert, also auch (b)>®U {(¢)¢=
= (b, c)®. Da [Kb)?| =p> ¢>2, ist ¢ auf der Diedergruppe <b,c)
nicht 2-regulir. Nach Lemma 1.1 ist <b, ¢) endlich, also auch (b, ¢)¥,
damit ganz <@, b, ¢)¢= {b, ¢)?<a)® und somit schlieBlich auch das
Urbild <{a, b, ¢). Ist |[{c)?| = ¢, so wird <{b)? nach (1) von {(a)® und
von <¢)? normalisiert. Somit miissen wir hier zeigen, dafl (a, ¢) endlich
ist; dann sind es auch <{a, ¢)? und{a, b, c)¢ = <(b)*<a, c)*. Wire aber
{a, ¢) unendlich, so folgte ¢ = 2 nach Lemma 1.1, und mit <a)?=
= (@), b)?= (yy und {c)® = <z) wiiren {x,y> und <z, y> nach (1)
Diedergruppen der Ordnung 2p. Es folgte y°*= y'= %?, und damit
wire xz € Op(y), also (xz,y) das direkte Produkt der unendlich zyk-
lischen Gruppe <{xz) mit der Gruppe <{y> der Ordnung p. Nach
Hilfssatz 1.5 folgte <{wz, y) ~ {xz, y)* 1, also p = 2, ein Widerspruch.

Damit ist <a, b, ¢) in allen Fillen eine endliche von Involutionen
erzeugte Gruppe, auf der ¢ wegen [<b)®| = p> 2 eine 2-singulire
Projektivitit induziert. BesiBle {a, b, ¢> ein normales 2-Komplement
K mit Ke<(a,b,c)?, so wiren {(a)?, (b)>®? und <{c)¢ Komplemente
zu K¢ und hitten folglich die gleiche Ordnung; das ist aber nach
Voraussetzung nicht der Fall. Nach Lemma 1.3 ist <a, b, c)> eine
P-Gruppe der Ordnung 2r* mit einer Primzahl r. Da c ¢ {a, b), ist
n =2, also <a,b,c)e P(3,r) und folglich auch <a,b,c)?ec P(3,r)
[1, Theorem 11.2]. Da p und ¢ die Ordnung von {a, b, ¢)® teilen und
q < p gilt, ist r = p, |<a, b, ¢)¢| = p%q und somit schlieflich <a, b, ¢) €
€ P(3, p). Offenbar liegen dann ab, ac, bc in dem Normalteiler der
Ordnung p? von {a, b, ¢), und da a mit diesen drei Elementen ganz
{a, b, ¢y erzeugt, ist <ab, ac, be> elementarabelsch der Ordnung p2.

(3) Seien b, ce D mit [<b)®| = p > q, |[{e)®| > q und b #¢c. Dann
ist <b, ¢)? elementarabelsch der Ordnung p2.

Ist ndmlich ¢ € D mit [{a)?| = ¢, so ist {a,b)? nach (1) nicht-
abelsch der Ordnung pq und enthilt folglich nur eine minimale Unter-
gruppe mit von ¢ verschiedener Ordnung, ndmlich <{b)®. Somit ist
¢ ¢ (a, by, nach (2) also <a, b, c)® eine P-Gruppe der Ordnung p3q.
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Da {c)? nicht die Ordnung ¢ hat, erzeugt es mit (b)¢ den elementar-
abelschen Normalteiler der Ordnung p? von (a, b, ¢)°.

Sei nun b eine feste Involution in G mit [(b)?| = p > q und sei
A = {ablae D). Wir zeigen:

(4) A ist eine elementarabelsche p-Gruppe.

Wir miissen zeigen, dafl alle Erzeugenden ab von A die Ordnung p
haben und je zwei untereinander vertauschbar sind. Seien dazu
a,ceD mit a#bs~c. Hat <{a)? oder {c)? die Ordnung ¢, etwa
|[<a)>?| = g, so ist <a, b> nach (1) eine Diedergruppe der Ordnung 2p,
also o(ab) = p. Ist ce<a, b), so ist {c¢b) = <{ab) die Untergruppe der
Ordnung p in <a, by, d.h. ¢b hat die Ordnung p und ist mit ab ver-
tauschbar. Ist ¢ ¢ <{a, b), so folgt nach (2), daB {ab, ac, bc) elementar-
abelsch der Ordnung p? ist; also haben auch dann ab und cb die Ord-
nung p und sind vertauschbar.—Sei nun [<a)?|> ¢ und [{c)?|> q.
Nach (3) sind <b, a)? und <b, ¢)? elementarabelsch der Ordnung p?,
desgleichen dann {(a, ¢)?, falls a #¢; somit sind <a)?, <b)® und <{¢)®
Untergruppen der Ordnung p in @@, die sich paarweise zentralisieren,
also eine elementarabelsche Untergruppe der Ordnung p* oder p*
von G¢ erzeugen. Dann ist <{a, b, ¢) eine P-Gruppe der Ordnung 2p?
bzw. 2p, und die Elemente ab und ¢b haben die Ordnung p und sind
vertauschbar. Damit ist (4) bewiesen.

(5) 8 ist eine P-Gruppe.

Offenbar ist 8 = (4, b). Fir a e D gilt (ab)*= ba = (ab)™, b in-
vertiert also alle Erzeugenden der abelschen Gruppe A. Damit wird
ganz A invertiert, und 8 = A(b) ist eine P-Gruppe.

(6) G enthdlt nur Elemente endlicher Ordnung.

Fir ein Element g€ G unendlicher Ordnung wire S N<g) =1,
und mit X = 8{¢> wire X/4 = S/A X<{g>A/A. Somit wire N =
= {(92>A<sX und X/N eine Vierergruppe. Nach Hilfssatz 1.4 wire
Ne<aXo, damit No N 8¢ = Ar<18¢, also |[{a)?| = |89. A% tiir alle a € D,
im Widerspruch zur Voraussetzung.

(7) Ist g € G\ S wvon Primzahlpotenzordnung, so ist o(g) teilerfremd
2u 2 und p sowie ge CyS).
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Sei aeD beliebig und de D mit [{a)?|+= [<d)?|. Da 8 eine P-
Gruppe ist, ist <{a, d, g> endlich. Da [{a)?|z [{d)?| ist, liefert Lem-
ma 1.3, daB {a,d, g> = 8, XT, ist mit einer P-Gruppe S, der Ord-
nung 2p™ und (|8,, |T,]) =1. Da 8,<8, ist g ¢ 8,; da g Primzahl-
potenzordnung hat, ist also g€ 7,. Damit ist o(g) teilerfremd zu 2
und p und ferner ag = ga. Dies gilt fiir alle a € D; es folgt g € Cy(8).

Fir T = C48) ist nach (6) und (7) offenbar G = 87, ferner
8SNT=2Z8) =1 und damit schlieBlich ¢ = § X7. Die Behaup-
tungen iiber die Ordnungen der Elemente in 7' folgen ebenfalls aus (6)
und (7). Damit ist Satz 1.6 bewiesen.

Es sei bemerkt, daf fiir eine Gruppe G = 8§ X 7' mit der in Satz 1.6
angegebenen Struktur nach Suzuki [10, Theorem 4, S. 5] der Unter-
gruppenverband B(G) von G gleich dem direkten Produkt der Unter-
gruppenverbinde LB(8) und B(T) ist und somit offenbar sogar Auto-
projektivititen ¢ von G existieren, die Untergruppen der Ordnung 2
von G auf Untergruppen verschiedener Ordnung (nidmlich 2 und p)
abbilden. Eine einfache Folgerung aus Satz 1.6 ist

KoROLLAR 1.7. Ewxistieren zwei vertauschbare Involutionen in der
Gruppe G, so ist jede Projektivitit von G 2-reguldir.

BEWEIS. Da die Gruppe G eine Vierergruppe U enthilt, hat sie
nicht die in Satz 1.6 angegebene Struktur. Nach Satz 1.6 existiert
eine Primzahl ¢ mit |{(a)®| = ¢ fiir alle Involutionen a € G und die
Projektivitit ¢. Da |U?| = 4 ist, ist ¢ = 2 und ¢ 2-regulir.

Wir wollen in § 2 die Operation von Involutionen und ihrer Bilder
unter Projektivititen auf dem Untergruppenverband einer Gruppe
betrachten. Wir kiimmern uns hier um die Fixpunkte dieser Opera-
tion. Das erste Lemma ist wegen einer Anwendung in § 3 allgemeiner
formuliert; ist a eine Involution, so ist U* = U trivialerweise erfiillt.

LEMMA 1.8. Sei G eine Gruppe, ¢ eine Projektivitit von G auf eine
Gruppe H, U eine maximale Untergruppe von G und a € @ mit U*# U
aber U= U. Ist Ue<Ge, so ist UnN U@, (UN Us)e<Go,
G/(U N U wnichtabelsch der Ordnung 2p, p eine Primzahl, und
Go/(U N U*)ve P2, p).

BEwWEIs. Sei K = UnN Us. Offenbar ist a2€ Ny (U) = U und
a? e Ny(U®) = U¢ also a*e K. Ferner Ke= (UN U= U*NU = K.
Ist also V = K<{a), so ist |[V:K|=2 und UNV =K sowie
VuUs=a.
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Da U¢<G¢ ist, erhalten wir Ke= U¢N (U%)9<a(U*)? und Ke¢=
= UeN VoaVe, also Ke<a(U%)? U Vo= Gv. (U°)?/K? ist isomorph zu
G»/U%, und folglich ist K¢ maximal in (U%)¢. Die Projektivitit ¢—lagp
von G¢ bildet (U%)? auf U? und K¢ auf Kvab; es ist also K¢ auch
maximal in U?, und folglich sind |G¢/U?| und |U?/K®| Primzahlen.
Da mindestens drei Zwischengruppen zwischen G und K existieren,
ist G¢/K¢ nicht zyklisch, also G¢/K?e P(2,p) fir eine Primzahl p.

Nach Hilfssatz 1.4 ist G¢/K? keine Vierergruppe, also p > 2.
Da Ke¢= K ist, operiert a auf den p von V= K{a) verschiedenen
Untergruppen zwischen ¢ und K und zwar in Bahnen der Linge 1
und 2, da % € K. Somit existiert W £V mit K < W< G und We= W,
also W=G. Es folgt K= WnNU<xU, K=Wn U<l also
K<UU U= @. Nun induziert ¢—! eine Projektivitit von Gv¢/K¢
auf G/K; es ist also G/K nichtabelsch der Ordnung 2p. Damit ist
Lemma 1.8 bewiesen.

Wir benoétigen einen weiteren einfachen Hilfssatz.

Hirrssatz 1.9. Ist G = U<a), a*=1 und haben alle Elemente
u=eu mit we U endliche ungerade Ordnung, so ist U= Cy(a) U, mit
Uy= {ue Ulu*= u1}.

BEWEIS. Ist w e U, soist (w%u)*= u-lus= (u—°u)"?, also v2ue U,:
Da o(u—°u) ungerade ist, existiert ein ved{w 4> mit v2= u-%u.
Dann ist ve U, und (uv—1)* = u% = wv~, also v = (uv—t)ve Oy(a)U,:
Das war zu zeigen.

SATz 1.10. Set G eine Gruppe und ¢ eine Projektivitit von G auf
eine Gruppe H mit der folgenden Eigenschaft.
(%) Es gibt eine Primzahl q, so daB |{a)?| = q gilt fiir jede Involu-
tion acd.
Ist dann a €@ eine Involution, {ay?= {x)y und U<G mit U= U,
so ist (U9)== U°.

BEWEIs. Ist ae U, so ist offenbar x e U?% also (U%)*= U?. Sei
also @ ¢ U und sei zuerst ¢ = 2. Wire dann (U%)® % U?, so wendeten
wir Lemma 1.8 an auf die Gruppe <U, a)?, die Projektivitit ¢—1 und
die Involution ». Mit K = U N (U?)* wire dann (U, a)?/K nicht-
abelsch der Ordnung 2p fiir eine Primzahl p und (U, a)/K1 € P(2, p),
also auch nichtabelsch der Ordnung 2p. Fiir € U ist a* eine Involu-
tion, also |(a*)*K/K|= 2. Es folgt |U?/K| = p, also U?<a(U, a)? im
‘Widerspruch zu (U?)*s£ U®.
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Sei nun ¢ 2 und sei U,= {ue€ Ulu*= w}. Dann gilt:

(1) Cy(a) und U, enthalten nur Elemente endlicher ungerader
Ordnung; ferner ist U= Cy(a)U,.

Wiire nimlich « € Oy(a) mit o(u) = oo, s0 wire {u, a> = {u) X<{ay,
und aus Hilfssatz 1.5 folgte ¢ = 2. Wire u € U, mit o(u) = oo, so
wire (u,a) eine unendliche Diedergruppe, was nach Lemma 1.1 un-
moglich ist. Wiére schlieBlich € Cy(a) oder u € U, mit gerader Ord-
nung, so existierte eine Vierergruppe in @, woraus ¢ = 2 folgen wiirde.
Offenbar ist u—cue U, fir alle we U; aus Hilfssatz 1.9 folgt also
U= Cyla)U,.

(2) Cy(a)® wird von = zentralisiert.

Da niamlich % € Cy(a) ungerade Ordnung hat, ist {u, a) zyklisch,
also auch (u, a)? zyklisch, und folglich wird (u)® von x zentralisiert.
Da COy(a)? von diesen {u)¢ erzeugt wird, folgt die Behauptung.

(3) Ist ue U,, so ist (Cu)?)®= {u)®.

Denn <u, a) ist eine Diedergruppe der Ordnung 2m mit m = o(u).
Ist m = p eine Primzahl, so ist (u,a)?e P(2,p), also entweder
elementarabelsch der Ordnung p? oder nichtabelsch der Ordnung pr,
p>r. Im ersten Falle ist offensichtlich (<(u)?)*= (u)?, im zweiten
folgt aus der Voraussetzung (%), daBl » = ¢ und |[{u)®| = p, also auch
{uye<alu, ay? ist. Ist aber m keine Primzahl, so folgt die Behauptung
aus Lemma 1.1.

Nach (1) wird U? von C(,(a)? und den <{u)® mit u € U, erzeugt.
Da « alle diese Gruppen normalisiert, folgt schlieflich (U%)*= Ue.

Die Sitze 1.6 und 1.10 liefern sofort das folgende

KoRrOLLAR 1.11. Sei G eine Gruppe, die nicht die in Satz 1.6 ange-
gebene Struktur hat, und sei ¢ eine Projektivitat von G auf eine Gruppe H.
Ist ae@ eine Involution, {a)® = {(x)y und U<@G@ mit U= U, so ist
(U%)2= Ue.

Eine von Involutionen erzeugte Gruppe hat genau dann die in
Satz 1.6 angegebene Struktur, wenn sie eine nichtabelsche P-Gruppe
ist. Somit gilt
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KoROLLAR 1.12. Sei G eine von Involutionen erzeugte Gruppe, die
keine P-Gruppe ist, und sei p eine Projektivitit von G auf eine Gruppe H.

(a) Ist a € G eine Involution, {a)? = {x) und UG mit U= U,
so ist (U?)== Ue.

(b) Ist N<@, so ist Ne<aGo.

2. — Involutionen und Konjugiertenklassen.

Wir wollen nun die Methode aus den Arbeiten [5],[6] und [7]
auf unendliche Gruppen verallgemeinern. Das folgende Lemma be-
schreibt sie in ihrer allgemeinsten und einfachsten Form.

LEMMA 2.1. Sei G eine Gruppe, D eine Menge von Involutionen
in @, 4 eine Menge von Untergruppen von G und ¢ eine Projektivitit
von G auf eine Gruppe H mit den folgenden Eigenschaften.

(1) G = (d|de D).
(2) 4°= A (d.h. U A fiir alle Ue A4, ge@).
(3) Fir de D, Ued und {(dy°= {x) gilt (U?)== (U9)e.

(a) Dann ist G| () No(U) isomorph zu H| (| N,4(U?).

Ued Ued
(b) Sei () Ny(U) = 1. Ist G endlich oder D= D, so ist H isomorph
2u G. V&4

BEWEIS. (¢) Fir he H und U<G sei UY® definiert durch
U™ = U#¥”, Fiir de D, Ue 4 und (x> = (d)® gilt U¥)= Ule A.
Da H von diesen x erzeugt wird, ist also A4¥® = A fiir alle he H.

Sei nun » die Permutationsdarstellung von G auf 4 mit U= U’
(g€ @) und g die von H auf 4 mit U*® = U¥® (heH) fir UeA.
Nach (3) ist »(d) = u(x) fir d€.D und (&) = {d)?; da G von diesen
Involutionen erzeugt wird, folgt G"= H*, also wegen Kerny =
=[] Ny(U) und Kernu = {| N,4(U?) schlieBlich die Behauptung.

Ued Ued

(b) Nach (a) ist @ isomorph zu H/ (| N,(U?). Ist G endlich, so
Ued
folgt H ~ @G, da die endliche Gruppe H keine Projektivitit auf eine

echte Faktorgruppe besitzen kann.
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Sei nun D*= D und sei K?= Kernu #1. Fir de D und () =
= (dY® ist u(x) = v(d), also o(u(x)) = 2. Damit ist o(z) = 2. Wire @
eine P-Gruppe, so folgte Gv ~ G, was wir zeigen wollen. Sei also ¢
keine P-Gruppe. Dann ist auch G¢ keine P-Gruppe und wird von
Involutionen erzeugt. Nach Satz 1.6 sind ¢ und ¢! 2-regulir, und
nach Korollar 1.12 ist K = (Kern u)v'<@.

Da Z(G)=1 und G = {d|d € D) ist, existiert ein de D mit
Cr(d)#«K. Sei ue K mit <% und sei » = w%u. Dann ist =
= w~lyd= v~! und somit <{v,d) eine Diedergruppe der Ordnung 2m
mit m = o(v) #1. Da K<@ ist, liegt v in K und hat somit von 2

verschiedene Ordnung; denn sonst wire v € (| N4(U) nach Satz 1.10.
Ued

Damit sind d und ¢ = d? zwei verschiedene Involutionen aus D (hier
wird D¢= D benutzt) mit dee (vD><K. Sei (d)?= (&) und {e)?=
= <y>. Da ¢ 2-reguliir ist, ist (de)? = {wy) (s. Lemma 1.1 oder Hilfs-
satz 1 aus [7]) und somit xy € Kern u. Fiir U € 4 ist U%e 4 nach (2)
und somit U?= (U9)* = ((U%?)*= (U%)?, also U = U%. Damit ist
dec() Ny(U) =1, also d =e. Das ist ein Widerspruch; es folgt

ved

K =1, also Go~@G.

Wir konnten nicht entscheiden, ob die Voraussetzung « G endlich
oder D= D» in (b) notwendig ist; in den iiblichen Anwendungen
von Lemma 2.1 ist aber immer Df= D. Der folgende Satz verallge-
meinert den Haupthilfssatz (Lemma 2.1) aus [6] auf unendliche Grup-
pen. Da man aber iiber Bilder von Konjugiertenklassen in unendlichen
Gruppen relativ wenig weil, ist er wohl nicht so niitzlich wie Lem-
ma 2.1 in [6].

Sarz 2.2. Sei G eine Gruppe, D eine Menge von Involutionen
in G und A eine Menge von Untergruppen von G mit den folgenden
Eigenschaften.

(1) @ = <d|de D) und G¢P(n,3) fir alle ne NU {oo}.
(2) 4°= A4 und [ Ny(U) = 1.

Ued

(3) 8et aeD, Ue A. Dann ist Vo=V fiir alle VeA\{U, U%}
mit UN U<V <(U, Us.

Ist dann @ eine Projektivitit von G auf eine Gruppe H mit

(4) (o) =

so ist H isomorph zu G.
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BEWEIS. Die Aussage (3) gilt wegen A°= A offenbar fiir alle
ac D Indem wir D durch D¢ ersetzen haben wir also zusétzlich
D = D° Nach Lemma 2.1, (b) ist somit nur zu zeigen, daf (3) aus
Lemma 2.1 fiir D und 4 gilt. Wir zeigen zuerst

(b) G 1ist keine P-Gruppe.

Angenommen, G wire eine P-Gruppe, also G € P(n, p) fir eine
Primzahl p und ein » e N U {co}. Nach (1) und (2) existiert ein U € 4
und ein ae D mit Uss U. Es ist also G nicht abelsch; sei P der
elementarabelsche p-Normalteiler vom Index 2 in G. Dann sind alle
Untergruppen von P normal in @, und folglich ist [U.UNP|=2
und (U, a)]UNP = (U, U¢/UN U* eine Diedergruppe der Ord-
nung 2p. Damit liegen zwischen U N U® und <{U, U®) genau p zuein-
ander konjugierte Untergruppen, die nach (2) alle in 4 enthalten
sind und von denen & genau eine normalisiert, ndmlich <a)(U N P).
Aus (3) folgt p = 3 im Widerspruch zu (1). Damit ist (5) gezeigt.

Wir nehmen nun an, da8 (3) aus Lemma 2.1 nicht gilt. Nach (1)
und (5) ist ¢ von Involutionen erzeugt und keine P-Gruppe. Nach
Satz 1.6 existiert eine Primzahl ¢ mit [<a)?| = ¢ fir alle Involutionen
ac@. Wir zeigen:

(6) g %2 und Uv<a@Ge fiir alle Ue 4.

Sei dazu Ue€d, aeD, <a)*= {(x). Ist Ue= U, so folgt (Ue)*=
= U¢= (U%? nach Satz 1.10. Ist U*s= U, so ist (UN Us)s=
= U N U®und <U, U%*= (U, U, also ((UN U*)?)c= (U N U*)* und
(€U, U%y%)== (U, U=)®, erneut nach Satz 1.10. Nach (4) operiert
auf der Menge der V9o mit Ve 4 und U N U<V <U, U%), und nach (3)
und Satz 1.10 148t x alle von U?® und (U®)? verschiedenen V¢ fest,
d.h. operiert auf {U?, (U*)¢}. Wire ¢ = 2, s0 wire G¢ von Involutionen
erzeugt, keine P-Gruppe und folglich (U?)*+ U?, da sonst nach Ko-
rollar 1.12 angewandt auf ¢! offenbar Ue¢= U gelten miiite. Es
folgte (U®)>= (U*)?, also (3) von Lemma 2.1 fiir alle Ue 4, ac D,
im Widerspruch zu unserer Annahme. Damit ist ¢ %2 gezeigt. Nun
operiert das Element # der Ordnung ¢ auf der zweielementigen Menge
{Ue, (U*)}. Es folgt (U?)*= U%, erneut fiir alle U € 4 und a € D, also
schlieBlich Ue<Ge, da G = {(a|ac D).

(7) Es ist ¢ = 3. Ist U e A nicht normal in G, so existiert genaw
ein Normalteiler U, vom Index 2 in U; es ist U,<@, UP<2G® und
|U?: Ug| = 3.
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Sei U e A nicht normal in G@ und sei a € D mit U* U. Nach
Lemma 1.8 angewandt auf (U, a) = (U, U%) ist (U, U/UN U°
nichtabelsch der Ordnung 2p und <U, U%?/(U N U*)%e P(2, p) fir
eine Primzahl p. Da U% und (U°)? Normalteiler in (U, U%)? sind,
ist <U, U%?[(U N U%)? elementarabelsch, und wegen [<U, U*)?:U?| =
= |<x)| ist p = q. Wieder sind alle ¢ Untergruppen V mit U N U+ <
< V<<(U, U% und |V.U N U?| = 2 konjugiert zu U, liegen also in A4,
und nur <a)(U N U?) wird von a normalisiert. Aus (3) folgt ¢ = 3.

Offenbar ist U,= UN U’<aU mit |U:U,| = 2, ferner |U%.U¢| =
= ¢ = 3 und U% = U? N (U*)?<aG? nach (6). Wire U, ein weiterer
Normalteiler vom Index 2 in U, so wire U/(U, N U,) eine Vierer-
gruppe, desgleichen U®/(U, N U,)®* nach Hilfssatz 1.4; es ist aber
|U?:U%| = 3. Somit ist U, der einzige Normalteiler vom Index 2
in U. Zu zeigen bleibt, dal U,<@ ist. Ist aber de€ D mit U= U,
so ist U3 = U,, da U, eine charakteristische Untergruppe von U ist;
ist U%s£ U, so ist U N U? nach dem eben Bewiesenen ein Normalteiler
vom Index 2 in U, also UN U%= U, und damit U= U,. Da
G = (d|de D) ist, folgt U,<d.

(8) Ist Ue A und ge G mit U= U, so st <U, U)|U, nichi-
abelsch der Ordnung 6 und (U, U?)?|U? elementarabelsch der Ordnung 9.

Offenbar ist U nicht normal in G; es existiert also der Normal-
teiler U, mit den in (7) angegebenen Eigenschaften. Da U,<@ ist,
ist U,<U° mit |U?:U,| = 2. Nach (6) und (7) sind also U?/U?% und
(U?)?/U% Normalteiler von G?/U¢ der Ordnung 3. Somit ist <U, U*)>?/U%
elementarabelsch der Ordnung 9 und dann <{U, U?>/U, nichtabelsch
der Ordnung 6.

(9) Fiir g G ist o(g)e {1, 2, 3}; fiir he Go ist o(h)€ {1, 3}.

Wir nehmen dazu zuerst an, G enthielte ein Element g unendlicher
Ordnung. Nach (2) existiert ein U e 4 mit ¢° ¢ N, (U), und nach (8)
ist (U, U°)/U, nichtabelsch der Ordnung 6. Ist U*<<(U, U, so
ist (U, Uy = (Us, Us"y = (U, U°), und ¢ operiert auf (U, U?)/U,.
Es folgt U= U im Widerspruch zur Wahl von U. Somit ist
Us<(U, Usy. Wegen (U, Us, U"Yy<(U, g> ist

KU, U, U7 )o|Ue< U g)o[UP = {g)?[(U?N (g)?)

also zyklisch. Aber (U, U?)?/U? und (U, U*»?/U? sind zwei verschie-
dene Normalteiler der Ordnung 3, die in (U, U, Us"»¢/U® enthalten
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sind. Mit diesem Widerspruch ist gezeigt, da Elemente unendlicher
Ordnung in G' (und damit auch in G¢) nicht vorkommen.

Sei nun ge G mit o(g) = p», p eine Primzahl, ne N, und sei
(hy = {g>°. Zu fe{g) mit o(f) = p existiert wegen (2) ein Uec 4
mit f¢ Ng(U). Dann ist UN{g) =1 und wegen Ue<aG? somit
(U, gy°| U= (gyo = {hY, also [CU, g>9/U¢] und damit auch [(T, g>/U]
eine Kette der Linge n. Nach (8) ist sowohl (U, U)/U, als auch
(U, U?>|U, nichtabelsch der Ordnung 6, und wegen U, U’, Us<<U, g)>
ist <U, U") = (U, U?) die Untergruppe von (U, ¢g), in der U maximal
ist. Somit ist o(f) = |U(fH:Uy| =2 oder 3 und Us= U’ oder
Us= U”", also g~'f bzw. g7'f* in Ny, (U) enthalten. Dieser Nor-
malisator ist U, da U nicht normal in <U, U’> und [KU, ¢>/U]
eine Kette ist; es folgt g=f oder g=14#2 also n=1. Da
(U, U7»?|U% elementarabelsch der Ordnung 9 ist, ist schlieBlich
o(h) = |KU, U2)¢/U?| = 3. Damit ist die Behauptung (9) fiir Ele-
mente von Primzahlpotenzordnung gezeigt. Jedes Element endlicher
Ordnung ist Produkt vertauschbarer Elemente von Primzahlpotenz-
ordnung. Somit ist jedes von 1 verschiedene Element in G¢ von
der Ordnung 3, und dann kénnen auch in G keine Elemente von der
Ordnung 6 enthalten sein. Damit ist (9) bewiesen.

(10) Sind u,ve G mit o(u) = 3 = o(v), so ist o(uv) = 3 oder 1.

Denn nach (9) kime ansonsten nur o(uv) =2 in Frage. Dann
wiren auch (uv)* und (wv)® Involutionen, und es folgte

(uv)?(uv)* = v wvoutuvu = v = (wo) = wv.

Somit wire {(uv)¥, (uv)*> eine Kleinsche Vierergruppe, und aus Ko-
rollar 1.7 folgte ¢ = 2, ein Widerspruch.

Nach (10) ist A = {u € G| o(u) = 3 oder 1} ein Normalteiler von G.
Sind d, ee D mit d s%e, so ist {d,e> nach (9) nichtabelsch der Ord-
nung 6, also dec A. Wegen G = {d| d € D) ist ¢ = A{d) und nach
Hilfssatz 1.9 ist A = O (d)4, mit A,= {uc 4| w*= u~'}. Nach (9)
ist 0, (d) =1, also A = A, abelsch und somit schlieBlich G € P(m, 3)
fir ein m. Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung (1), womit
Satz 2.2 bewiesen ist.

Eine weitere Situation, in der man (3) von Lemma 2.1 nach-
weisen kann, ist die folgende.

LeEMMA 2.3. Sei G eine Gruppe, ¢ eine Projektivitit von G auf eine
Gruppe H, de @ eine Involution und U eine Untergruppe wvon G.
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Euxistiert ein Isomorphismus o« von {U,d)> auf (U, d)? mit Xo= Xe
fir alle X<<U,dy, so ist (Ue)*= (U%® fir xcH mit {z) = {(d)®.

BewEIs. Offenbar ist {d)¢= {(x) = {d)*, also d*= x. Dann folgt
(U3 = (Ud)e= deUedr= (U*)*= (U?)*, was zu zeigen war.

Wir wollen Lemma 2.3 anwenden auf die Situation, in der 4 =
= {{d)| de D} ist. Dazu benétigen wir

LEMMA 2.4. Set G = 8 XTI, 8 = {d, ) mit Involutionen d und e
und T eine zu S isomorphe oder eine unendliche Diedergruppe. Ist
dann @ eine Projektivitit von G auf eine Gruppe H, {(d)?= (x> und
U = (e, so ist (Uv)z= (U%)e.

BEwEs. Ist T~ 8, so existiert nach [7, Lemma 3] ein Isomor-
phismus « von G auf G¢ mit Xo= Xe fiir alle X <@, und nach
Lemma 2.3 ist (U?)*= (U%¢. Ist T eine unendliche Diedergruppe,
so zeigt der Beweis zu [7, Korollar 4], da ein Isomorphismus « von
8 = (U, d)y auf 8¢ existiert mit X>= X fiir alle X <S. Erneut folgt
(U#)r= (U%% aus Lemma 2.3.

Das folgende Ergebnis verallgemeinert Satz 2.4 aus [6] und verbes-
sert den Satz aus [7].

SATZ 2.5. Sei F eine Untergruppe der Gruppe G mit den folgenden
Higenschaften.

(1) Z(F) =1 und F ¢ P(n,3) fir alle ne N U {co}.
(2) F wird erzeugt von einer Menge D von Involutionen mit D¥ = D.

(3) Seien d,ec D und S = {d, ey. Ist o(de) ¢ {1,2,3,4, oo}, so
existiert eine zu S oder zu einer unendlichen Diedergruppe isomorphe
Untergruppe T von Cx(8) mit SN T = 1.

Ist dann @ eine Projektivitit von G auf eine Gruppe H, so ist Fe
isomorph zu F.

BEWEIS. Wir zeigen, dafl die Voraussetzungen von Lemma 2.1
fiir F, die Einschrinkung v von ¢ auf F, D und 4 = {{d)| d € D}
erfiillt sind. Das ist fiir (1) und (2) nach Voraussetzung so; zu zeigen

bleibt (3) von Lemma 2.1. Dann folgt wegen [| N,(U) = [\ Cx(d) =
Ued deD
= Z(F) =1 und D*= D aus Lemma 2.1, (b) die Behauptung.

Sei also deD, U= (e>ed, {dy»=<z> und sei S = {d,e). Ist
o(de)¢{1,2,3,4, 0o}, so ist (Uv)*= (U%v nach Lemma 2.4. Ist
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o(de) = 1 oder 2, so ist offenbar (U%)v= Uv= (U¥)*. Ist o(de) = 4, so
sind § und 8vDijedergruppen der Ordnung 8, und d sowie & vertauschen
jeweils die beiden von @(8) bzw. P(8¥) verschiedenen Untergruppen
in <e, €*) bzw. (e, e3>v. Ist o(de) = oo, s0 sind § und S¥ unendliche Die-
dergruppen, in denen es jeweils genau 2 Untergruppen der Ordnung 2
gibt, die mit d bzw. x ganz 8 bzw. 8v erzeugen, ndmlich U = (¢}
und U?= {ded) bzw. deren Bilder unter vy, und die dann von d bzw.
x vertauscht werden miissen. In beiden Fillen folgt ebenfalls (U%)v =
= (Uv)>. Sei schlieBllich o(de) = 3. Dann ist F nach Voraussetzung (1)
keine P-Gruppe, und nach Satz 1.6 existiert eine Primzahl ¢ mit
|[{ay*| = ¢ fiir alle Involutionen a € F. Da {d, ¢) eine Diedergruppe
der Ordnung 6 ist, ist ¢ = 2 oder ¢ = 3. Wire ¢ = 3, so wire nach
Lemma 1.1 und Korollar 1.7 offenbar o(ab) = 3 fiir alle a, b €.D mit
a % b, und folglich wiren {(a)¥ und (b)¥ vertauschbare Untergruppen
der Ordnung 3 in Fv. Da Fv von diesen Untergruppen erzeugt wird,
wire Fv eine elementarabelsche 3-Gruppe, was wegen (1) unmoglich
ist. Somit ist ¢ = 2 und <{d, e)¥ eine Diedergruppe der Ordnung 6,
in der <z) die beiden anderen Untergruppen Uv und (U%v der Ord-
nung 2 vertauscht. Es folgt (Uv)*= (U?)Y, womit (3) von Lemma 2.1
in allen Fillen bewiesen ist.

Offenbar kann man unseren Satz 2.5 gut in der Situation anwen-
den, da8 F ein direkter Faktor von G mit geniigend groflem Kom-
plement ist; man vergleiche [7]. Wir werden in § 4 aber auch einige
Anwendungen angeben, bei denen F = ¢ ist.

3. — Mehrfach transitive Permutationsgruppen.

Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, daf alle involutorisch
erzeugten dreifach transitiven und gewisse zweifach transitive Per-
mutationsgruppen vom Grad >4 durch ihren Untergruppenverband
bestimmt sind. Dazu benutzen wir Lemma 2.1 und miissen uns folg-
lich um die Voraussetzungen dieses Lemmas sowie der Hilfssitze
aus §1 kimmern. Die benutzten grundlegenden Eigenschaften
unendlicher Permutationsgruppen findet man in[8], Kapitel 10
und 11.

LeMMA 3.1. Sei G eine zweifach transitive Permutationsgruppe auf
der Menge 2. Ist G eine P-Gruppe , so ist || =3 und G die symme-
trische Gruppe auf Q.
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BEWEIS. Der Stabilisator G, eines Punktes « € £2 ist eine maximale
Untergruppe und enthilt keinen nichttrivialen Normalteiler von G.
Es folgt |G| = pq mit Primzahlen p und ¢; sei p > q. Da G zweifach
transitiv ist, wird ¢ =p—1, also p =3 und ¢ = 2.

LEMMA 3.2. Sei G eine zweifach transitive Permutationsgruppe auf
der Menge Q2 und sei |2|>4. Ist ¢ eine Projektivitit von G auf eine
Gruppe H und o« € 2, so ist G2 kein Normalteiler in G*. Ist A =

={G,| « € 2}, s0 ist also [\ Noy(U) =1 und [} Ng(U?) = 1.
Ued Ued

BewEls. Da G zweifach transitiv ist, ist G, eine maximale Unter-
gruppe von @; ferner existiert ein fe€ 2 mit g4« sowie ein ac@
mit a*=f und f°=a. Es folgt G; = G;# G, und G = G§ = G,.
Wire G?<1G?, so wire nach Lemma 1.8 dann &,N Gi<aG und
G/(G, N G%) eine P-Gruppe. Da G, keinen nichttrivialen Normalteiler
enthilt, folgte G, N G5 =1, und G wire eine P-Gruppe im Wider-
spruch zu Lemma 3.1. Damit ist G nicht normal in G¢. Da G, maximal
in @ ist, folgt Ny(G,) = G, und N4(G%) = G2 und somit (| Ny(U) =

Ued
=NG,=1und (NG =NGz=(NG)=1.
xeN Ued xeN xeN
Der folgende Hilfssatz zeigt, daB bei dreifach transitiven Permu-

tationsgruppen G vom Grade >4 die Stabilisatoren G, und G im
Faktorverband [G/Gss] zu erkennen sind.

LeMMA 3.3. Sei G eine dreifach transitive Permutationsgruppe auf
der Menge 2 mit |2|>4 und seien a, f € 2 mit o = . Dann existieren
genaw drei Untergruppen X von G mit Gap maximal in X, nimlich G,
G und eine dritte X mit |X :Gxp| = 2.

BeEwEIs. Da @ dreifach transitiv ist, ist Gag maximal in G, und Gs.
Ferner existiert ein ge @ mit o= f und f?= . Dann ist g¢Gag,
g€ Gz und (G,4)° = G4, also [{g, G,5>:G,5| = 2. Da g¢ G, und g ¢ G,
ist also {g, G4s) eine dritte Untergruppe von G, in der G,z maximal ist.

Sei nun X eine beliebige Untergruppe von G, in der Gz maximal
ist. Wir nehmen G5# X £Gs an und miissen dann X = {g, Gus)
zeigen. Da G4 maximal in G« und Gy ist, folgt Xo= XN Ga= Gyp=
= XNGs= Xpg: Wire X transitiv auf £, so existierte ein x € X
mit o®= f, also (G,p)*= X5 = Xy= G,;. Damit wire X,= G,;<X,
wegen der Transitivitit von X also Gas= 1, ein Widerspruch, da Gags
transitiv auf 2\ {«, f} und [2|>4 ist. Damit ist X intransitiv auf Q.
Da Gup < X aber transitiv auf O\ {«, f} ist, folgt o= und fr= «
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fir jedes € X\ Gss. Dann ist offenbar xge Gas, also € g, Gup).
Es folgt X = <g, Gxs), was zu zeigen war.

SATZ 3.4. Jede dreifach transitive Permutationsgruppe vom Grade >4,
die von Involutionen erzeugt wird, ist durch ihren Untergruppenverband
bestimmdt.

BEWEIs. Sei G dreifach transitiv auf der Menge £2, |2|>4, sei D
die Menge der Involutionen in @, 4 = {G.| a€ 2} und sei ¢ eine
Projektivitat von G auf eine Gruppe H. Wir wollen zeigen, daf (1)-(3)
von Lemma 2.1 erfiillt sind. Dabei sind (1) und (2) vorausgesetzt;
zu zeigen ist (3).

Sei dazu deD, U= Gyed und {d)?»= (x). Ist de U, so ist
xe Uv, also (U9)*= Uv= (U%9%. Sei also d¢ U, d.h. d = («f) ... mit
a#feQ. Dann ist G2 = G, und G5;= Gsp: Nach Lemma 3.1 ist &
keine P-Gruppe und nach Korollar 1.12 somit (G%)°= G%;. Nach
Lemma 3.3 existieren genau drei Untergruppen in H, in denen (Gus)®
maximal ist, nimlich G%, G§ und <{d, G,;)% und die folglich von x
irgendwie permutiert werden miissen. Nach Lemma 3.2 ist (G%)*~ G,
und wegen z e <{d, G,z)? folgt schlieBlich (G%)*= @ = (G7)?. Damit
ist (3) von Lemma 2.1 bewiesen. Aus Lemma 2.1 und 3.2 folgt H ~ G.

Aus Batz 3.4 folgt sofort, daf alle symmetrischen und alternie-
renden Gruppen vom Grade >4 durch ihren Untergruppenverband
bestimmt sind.

KOROLLAR 3.5. Sei Q2 eine Menge mit |Q2|>4 und sei A eine unend-
liche Kardinalzahl. Dann sind

Sym (2, A) = {geSym (2) mit [{oxe Q] o?#a}| < 4}

und Alt (Q) durch ihren Untergruppenverband bestimmt.

BEwEIs. Dafl die alternierende Gruppe vom Grade 4 durch ihren
Untergruppenverband bestimmt ist, ist leicht zu sehen und wohl-
bekannt. Alle anderen betrachteten Gruppen sind offenbar dreifach
transitiv und von Involutionen erzeugt [8, S. 306].

Bekanntlich ist fiir jeden Korper K die zweidimensionale projektive
lineare Gruppe PGL(2, K) von Involutionen erzeugt und dreifach
transitiv auf der Menge der eindimensionalen Teilrdume eines zwei-
dimensionalen Vektorraumes iiber K [8, S. 278]. Es folgt:
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KoOROLLAR 3.6. Ist K ein Korper mit |[K|>3, so ist PGL(2, K)
durch ihren Untergruppenverband bestimmdt.

Wir kommen nun zu zweifach transitiven Permutationsgruppen.
Hier kénnen wir — wie in [5] im endlichen Fall — nur fiir spezielle Grup-
pen zeigen, daB sie durch ihren Untergruppenverband bestimmt sind.
Immerhin werden aber die Gruppen PSL(n, K) fiir n>3 und beliebige
Schiefkorper durch unsere Sétze erfalt. Wir bendétigen einen Hilfssatz,
den wir etwas allgemeiner formulieren.

LeEMMA 3.7. Sei G eine Permutationsgruppe auf einer Menge £,
von Involutionen erzeugt, keine P-Gruppe, und sei ¢ eine Projektivitit
von G auf eine Gruppe H. Seien o, B,y € 2, d = (af)(p) ... eine Invo-
lution aus G, (&) = {d)?, s = (a)(By) ... ein Element aus G und sei
F = (s, Gugy. Damn gilt (a) oder (b).

(@) (F9)*= Fo, o(x) = 3, GapaF und |F:Gxp| = 2.
(b) (F9)r= (F%)? und o(x) = 2.

BEWEIS. Zunichst einmal ist (Gxg)® = Gas und nach Korollar 1.12
folglich (G%5)° = G7;. Zu behandeln ist also {s). Sei dazu T = G,4,.
Dann sind offenbar d, s € Ny(T), s* € T, sd = (xfy) ..., also (sd)®*e T,
und folglich ist (s, d, T)/T eine Diedergruppe der Ordnung 6. Damit
sind d und d* Involutionen, die mit 7' zusammen (s, d, T> erzeugen;
nach Korollar 1.12 ist Te<(s, d, T)®. Nun induziert ¢ eine Projekti-
vitdt von (s, d, T)/T auf <s,d, T)¢/T?%, und folglich ist (s, d, THe/T?
elementarabelsch der Ordnung 9 oder eine Diedergruppe der Ordnung 6.

Im ersten Fall ist o() = [{d, T)?:T°| = 3 und (<s, T)%)>= (s, T)9,
wegen F = (s, Gup)y = {8, T, Gxp) also schlieBlich (F?)*= F¢. Damit
ist F maximal in <{d, F) und nach Lemma 1.8 dann F N F¢<{d, F)
und {d, F)/(F N F?%) nichtabelsch der Ordnung 2p fiir eine Prim-
zahl p. Da F<G@,, ist F'<G% = Gy, also FNF'= G,; und somit
Gup<aF und |F:Gas| =2, da F nicht normal in (d, F) ist. Damit
sind alle Aussagen in (a) gezeigt.

Im zweiten Fall ist <{sd, T)¢/T¢ erneut nach Korollar 1.12 der
Normalteiler der Ordnung 3 der Diedergruppe <s, d, T)¢/T¢. Damit
ist o(w) = Kd, T)v.T%| =2, und die Involution z vertauscht die
beiden « nicht enthaltenden TUntergruppen der Ordnung 2 in
(8y dy TYe|Te. Also ist (s, T)H®)== <s% THe= (<s, T)?)*» und wegen
F = ({8, T), Gxpy dann auch (F¢)*= (F4)». Das war zu zeigen.
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Satz 3.8. Ist G eine zweifach tramsitive Permutationsgruppe auf
der Menge Q, |2|> 4, mit den Eigenschaften (1)-(3), so ist G durch thren
Untergruppenverband bestimmt.

(1) G ist von Involutionen erzeugt, die Fixpunkte auf 2 haben.

(2) Sind a, B,y € 2 paarweise verschieden, so existiert ein se G
mit s = (ax)(fy) ....

(3) Bs gilt (a), (b) oder (c).
(a) G ist endlich.
(b) Fiir alle xR ist G eine Rang-3-Gruppe.

(¢) Fiir «, f, y € 2 ist das s aus (2) so wihlbar, daf Go= {3, Gup>
gilt (das ist z.B. der Fall, wenn G zweifach primitiv ist).

BEWEIS. Sei ¢ eine Projektivitét von G auf eine Gruppe H, D
die Menge der Involutionen mit Fixpunkten in ¢ und 4 = {Gx: x € 2}.
Wir wollen zeigen, daf (1)-(3) von Lemma 2.1 erfiillt sind. Dabei
gind (1) und (2) vorausgesetzt; zu zeigen ist (3). Aus Lemma 2.1
und 3.2 folgt dann H ~G.

Sei dazu deD, U= Gyed und (@)= <x). Ist de U, so ist
(Ue)>= U® = (U%%; sei also d ¢ U, d.h. d = («f)(y) ... mit paarweise
verschiedenen «, f,y€ 2. Nach (2) existiert ein s€ @ mit s =
= (et)(By) ...; sei F' = (s, Gxp). Nach Lemma 3.1 ist G keine P-Gruppe,
und folglich gilt (a) oder (b) aus Lemma 3.7.

Erfillt @ die Voraussetzung (3¢), so wihlen wir s so, daBl F =
= {8, Gxg) = G, ist. Nach Lemma 3.2 ist dann (F?)*s£Fe¢, nach
Lemma 3.7 also (G%)*= (G%?, was zu zeigen war.

Erfillt G die Voraussetzung (3a), so existiert nach [5, Satz 2]
ein de 2 mit (G%)*= Gf, und es folgt (F?)*<(G%)*= G§: Wire also
(F#)= F?, so wire F<G,N Gy= G,;, wegen |F|> |G, dann 6 = «,
ein Widerspruch zu Lemma 3.2. Nach Lemma 3.7 ist also (F¢)*=
= (F%)? und damit F¢<G,N Gy= Gy. Da |F|> |Gz, folgt diesmal
0 =p, dh. (G2 = Gf = (G

Wir nehmen nun an, dal G die Voraussetzung (3b) erfiillt. Sei
V<@ mit (G%)*= V?; nach Lemma 3.2 ist V+#@,. Gilt dann (a)
von Lemma 3.7, 80 ist Gus<F <V und Gus= (Gup)®* = Gsxy, d.h. Gup
148t y fest. Nach Voraussetzung hat Gas genau 4 Transitivitétsgebiete
auf 2, und die sind dann {«}, {8}, {y} uwnd 2X\{o, g, y} =I. Wir
betrachten die Transitivititsgebiete von V auf . Wegen Gus<V
sind das Vereinigungen der vier Transitivititsgebiete von Gs. Da



116 Roland Schmidt

de@,, ist (G9)*= G und nach Korollar 1.12 ist (G%,)*= G%;. Es folgt

— (VNG,)r= TP A6y = (627N (@9 = (G2 G2) =
=(G )ac.__ (G )I zxﬂ?

also V, = Gss. Ist A die y enthaltende Bahn von V auf £, so ist
wegen G <F <V dann |[A| = |V.Gx|>4, also A NI 50 und damit
IrcA. Da s= (x)(fy)..c F<V, ist auch fed. Da V£G4, ist
.Q\{oz} keine Bahn von V und damit schlieBlich 4 = Q. Sei veV
mit 9" = a. Dann ist Gj;= V) = Vu>1?’ das geht nicht, da G,
genau vier Bahnen und V. wegen s = («)(fy) ... € F' hochstens drei
Bahnen auf 2 hat.

Damit gilt (b)) von Lemma 3.7, also (F%)*= (F%)¢ und o(x) = 2.
Ist F = G, so sind wir fertig; sei also F'~G,. Nach Satz 1.6 ist
@ 2-regulir, also G¢ von Involutionen erzeugt und keine P-Gruppe.
Nach Korollar 1.12 ist (G, NV)$E=G, NV da (GZNVe)*=G2NTV?
gilt. Es folgt ¢, N V<G, N G = G5 andererseits ist (G%;)°= G2,
also Gaxp<Gx NV und somit schlieBlich Gu= G@,NV = V,. Wir
betrachten wieder die Bahnen von V auf £2. Die von G,s seien {oc},
{8}, Iy und I, mit pyely: Da st= (B)(ay)...cFo<V, ist I\CA,
wenn / die Bahn von o unter V ist. Wire 4 = {a} U I}, so wire
Vo= Gap transitiv auf A\ {a}, also V zweifach transitiv auf 4. Das
ist nicht der Fall, da Vo< F¢< V und somit V nicht einmal pri-
mitiv auf A ist. Wire f € 4, so existierte ein ve ¥V mit «”"= § und
somit G7z= Vi = V,>F° Das geht nicht, da V, wegen s%=
= (f)(ay) ...€ TV hﬁchstens drei, Gas aber vier Bahnen auf £ hat.
Da A Vereinigung von Bahnen von G,s sein muB, bleibt als einzige
Moglichkeit A = {«} U, U I,. Dann ist 2\A = {#} eine Bahn
von V, also V = Gz= G%, was zu zeigen war.

— Anwendungen auf lineare Gruppen.

Wir wollen die Ergebnisse der Paragraphen 2 und 3 benutzen,
um zu zeigen, daB eine Reihe von linearen Gruppen durch ihren Unter-
gruppenverband bestimmt ist.

SAatz 41. Ist K ein Schiefkirper und n>3, so ist die Gruppe
PSL(n, K) durch ihren Untergruppenverband bestimmd.
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BEWEIS. Wir zeigen, dafl die Permutationsdarstellung von G =
= PSL(n, K) auf der Menge (2 der eindimensionalen Teilrdiume des
n-dimensionalen K-Vektorraumes V die Voraussetzungen von Satz 3.8
erfiillt. Bekanntlich ist G zweifach transitiv auf £ und einfach
[2, 8. 39], ferner natiirlich |2|>4. Seien « = (u), f = <{v) und
y = {w) paarweise verschieden aus 2. Sind u, v, w linear unabhingig,
so existiert eine Involution o € SL(V) mit #°=—u, v°*= w, w°= v,
und das Bild s von ¢ unter dem natiirlichen Epimorphismus von SL(V)
auf @ erfiillt (2). Sind «,v,w linear abhingig, also bei geeigneter Wahl
von u etwa u=av -+ w mit 0s<acK, so existiert wegen n>3
eine Involution o€ SL(V) mit = a™'w und w’= av, also «°= u.
Damit ist (2) gezeigt, ferner, dal Involutionen mit Fixpunkten in @
existieren. Da @ einfach ist, folgt (1). Ahnlich leicht sieht man,
daB {o}, {8}, In= {y = <w): welu,v),y #a, f} und Iy= {y = (w):
w ¢ {u, v)} die Transitivitdtsgebiete von Gz auf 2 sind. Damit gilt (3b)
von Satz 3.8, und Satz 4.1 ist bewiesen.

Fiir die Gruppen PSL(2, K) liefert Satz 3.8 nicht mehr als partielle
Resultate, da seine Voraussetzungen nur fiir spezielle Schiefkorper
erfiillt sind. (Ist etwa K ein Korper und —1 kein Quadrat in K,
so enthilt PSL(2, K) iiberhaupt keine Involution mit Fixpunkt.) Wir
wollen zeigen, dafl aber auch diese Gruppen durch ihren Untergrup-
penverband bestimmt sind, und wenden dazu Lemma 2.1 direkt an.
Wir bendtigen einige Ergebnisse iiber Transvektionen, die wir kurz
zusammenstellen.

Hivrssatz 4.2. Sei K ein Schiefkorper, V ein zweidimensionaler
K-Vektorraum, G = PSL(V) = SL(V)|Z mit Z = Z(SL(V)) und Q die
Menge der eindimensionalen Teilrdume von V. Fir o = {(v)€ R sei
T(x) die Menge der projektiven Transvektionen zur Hyperebene o, d.h.
T(a) = {tZ: v € SL(V), 7 trivial auf <v) und V[<v)}. Ist f = (w)e 2
mit B o, so gilt (wobei Matrizen die zugehirigen Abbildungen immer
beziiglich der Basis {v, w} von V darstellen):

(a) T(x) = { (clu (1))Z : aeK} ist isomorph zur additiven Gruppe
(K, +) von K.

(8) Ga= T(o)Gap, T(e) N Qag= 1, T(0)<Cs.

(¢) Fiir 1£8<T(x) ist Ne(S)<Ga.

(d) Ist das Zentrum Z(K) von K unendlich und ist S eine Unier-

gruppe von T(x) mit endlicher oder zyklischer Faktorgruppe T(x)/S, so
ist Cg(S) = T'(x).
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BEWEIS. (@) und (b) sind wohlbekannt; s. [2, 8. 4]. Da T(x)N
N Gy = 1 ist, hat § nur den einen Fixpunkt o auf 2, der dann unter
N4(8) festbleiben muB. Es folgt Ng(S)<Ga, also (¢). Zum Beweis
von (d) sei u: (K, +)— T(x) der Isomorphismus aus (a¢) mit a#=
— (i ‘1’) Z fir ac K und sei L = 8. Dann ist (K, +)/L zyklisch
oder endlich, nach Voraussetzung aber (Z(K), 4 ) unendlich und damit
nicht zyklisch. Es folgt LN Z(K)50. Nach (c¢) ist Cg(S)<Ga, also
Co(8) = T(a)(Co(8) N Gap) mach (b). Zu zeigen ist Cg(8) N Gas=1.

0 ?’)ZGCG(S)f\GM. Fiir a € L folgt aus a#g = ga*

durch einfache Rechnung ab = ca. Da L N Z(K) 0 folgt b = ¢ und
dann ab = ba fiir alle a € L. Fiir 0 2w e K ist Lr = {ax: ac L} eine
zu L isomorphe Untergruppe von (K, 4). Wire LN Lxr =0, so
wire Lz mit (K, +)/L endlich oder zyklisch, also auch L endlich oder
zyklisch. Das geht nicht, da (K, +) entweder eine unendliche elemen-
tarabelsche p-Gruppe ist oder die additive Gruppe der rationalen
Zahlen enthidlt. Somit ist LN Lx0. Sind dann ea,, a,€ L mit
0 #a, = a,x, 80 ist b vertauschbar mit a, and a,, also auch mit 2.
Da =z beliebig war, folgt b€ Z(K) und damit g = 1. (Unser Beweis
funktioniert offenbar auch, wenn 7'(x)/S endlich erzeugt ist, doch
brauchen wir (d) nur in der angegebenen schwicheren Form.)

Sei dazu g =

HirssaTz 4.3. Mit den Voraussetzungen und Bezeichnungen von
4.2 set reZ(K) mit r=20 und r*~1 fir alle neN und set g =

—1
= (ro 2)Z €Gyp. Ist U eine abelsche Untergruppe von G mit Uv= U,

so ist U<Gy oder U<@Gs.

BEWEIS. Wir zeigen, da8 jedes Element von U entweder in Gy
oder in Gg liegt. Da U nicht die mengentheoretische Vereinigung
zweier echter Untergruppen sein kann, folgt dann U <G, oder U <.

Sei dazu u = (Z 2)Z€ U. Zu zeigen ist b = 0 oder ¢ = 0; wir

nehmen also an, es wire
(1) b#0+*c.
Mit g normalisiert auch g» = (,.(—)n r(')') Z die Gruppe U, und alle r"

sind nach Voraussetzung verschieden (ne N). Das Polynom x!%—
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— 10— g8 - gzt x2—1 hat hochstens 12 Nullstellen im Korper Z(K).
Wir konnen also annehmen, daf gilt
(2) r2—r0—gps 4yt 2 —15£0.

2h
Da U von g normalisiert wird, liegt ws= (ric ’ d )Z in U, und

da U abelsch ist, folgt wus= wsu. Rechnet man die Matrizen aus, so
erhélt man:

(3) Es existiert ein se€ Z(K) mit s #0, so daf gilt
(a) a*-4 r—2bc = s(a® -+ r2be),
(b) r2ab + bd = s(ab + r*bd),
(¢) ca + r-2de= s(r~2ca + dc),
(d) r2eb + d® = s(r-2¢b + d?).
Wendet man dasselbe Verfahren auf g2 an Stelle von g an, so erhilt
man mit (3):
(4) Es existiert ein te Z(K) mit t %0, so daf gilt
(a) a® 4 r—tbe = t(a® -} rtbe),
(b) rtab 4 bd = t(ab + r¢bd),
(e) ca -+ rtdec = t(r-tca + de),
(d) rieb + d? = t(r—tcb -+ d2).

Aus (3) folgt, daBl auch a und d von 0 verschieden sind. Denn wire
a = 0, so folgte aus (3a) und (1), daBl s = r* ist, und aus (3b) dann
d = 0. Aber (3d) lieferte damit ¢b = 0, einen Widerspruch. Fiir d = 0
schlieBt man entsprechend. Somit

(8) a£0d.

Aus (3a) folgt (1—s)a?= (r’s—r-2)be, aus (4a) folgt (1 —t)a2=
= (r*t —r~*)bc und aus diesen beiden Gleichungen mit (1) und (5) dann

(6) s=~1
und

(7)) (L—s)(rtt—r1) = (1 —1)(r2s —r-2).
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Benutzt man in derselben Weise die Gleichungen (3b) und (48), so
erhélt man (r*—s)ab = (r2s —1)bd und (r*—t)ab = (r¢{—1)bd und
daraus

(8) s#1r2
und
(9) (rtt—1)(r2—s) = (r2s—1)(r*—1t)

Die Gleichungen (7) und (9) liefern eine quadratische Gleichung fiir s,
deren hochster Koeffizient 72— ¢8—984 724 1 —¢-2 nach (2) von 0
verschieden ist. Somit existieren hochstens zwei Losungen fiir s in
Z(K). Aber offensichtlich lésen 8,=1, t,=1 und s,= r2, {,= r*
die Gleichungen (7) und (9). Es folgt s = 1 oder s = 2 im Wider-
spruch zu (6) und (8).

Satz 4.4. Ist K ein Schiefkorper mit |K|> 2, so ist die Gruppe
PSL(2, K) durch ihren Untergruppenverband bestimmdt.

BeEwEIs. Wir benutzen weiter die Bezeichnungen von Hilfssatz 4.2.
Ist K endlich, so folgt die Behauptung aus [5, Korollar 3]; wir konnen
also annehmen, dall K unendlich ist. Sei ¢ eine Projektivitit von
G = PSL(V) auf eine Gruppe H, D die Menge der Involutionen in @
und 4 = {Gs: «€ 2}. Dann sind wieder (1) und (2) von Lemma 2.1
erfiilllt, und es geniigt (3) zu zeigen; aus Lemma 2.1 und 3.2 folgt
H~G@G.

Sei dazu deD, U= Gsed und )= {x). Ist de U, so ist
(Ue)z= Uv= (U%9. Sei also d¢ U, d.h. d = («ff) ... mit a8 Q.
Wir betrachten die Autoprojektivitit o = @reg—' von G und haben
G¢ = G4 zu zeigen. Da G keine P-Gruppe ist, gilt nach Korollar 1.12
wieder (G%;)°= G%;, also G%;= G,;. Zu untersuchen ist T(x)?= T.
Wir zeigen, daB es ein y € 2 gibt mit 7'< @, und Gxs<G,. Dann folgt
Gy = (T, G,;»><@,, also G¢ = G,, da beides maximale Untergruppen
von @ sind. Da G4 keinen von o und f verschiedenen Punkt aus £2
fest 14Bt, ist y = a oder y = f. Aus Lemma 3.2 folgt G% = G4, was
Zu zeigen war.

Set zuerst Char K= 0.

Dann ist T'(x) ~ (K, +) abelsch und torsionsfrei und damit jedes
verbandsisomorphe Bild von 7(x) eine torsionsfreie Gruppe mit mo-
dularem Untergruppenverband, also abelsch [10, 8. 19]. Insbesondere
ist T abelsch. Wir zeigen, da T von G,z normalisiert wird. Da
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T(o)<aGs ist, ist T modular in G¥>Gas. Ist also g€ Gup, 50 ist nach
[4, (2.1) und (2.7)] der Faktorverband [T/T N T7]~ [T, T7>|T7]
wegen <T, T95<{(T,g> isomorph zu einem Intervall im Verband
[T, g>|T7] = [{g)>[<g> N T7], also isomorph zum Untergruppenverband
einer Untergruppe von (g>/<g> N T?. Somit ist 8 = (TN T?)" =
= T(x) N (T¢)*" normal in T(x) mit zyklischer Faktorgruppe 7(x)/S.
Nach Hilfssatz 4.2, (d) ist Co(S) = T'(x), also die abelsche Gruppe (T¢)¥"
in T'(a) enthalten. Es folgt T9< T, also schlieflich Gxs< N(T). Nach
Hilfssatz 4.3 ist T'<G. oder T<Gp, was zu zeigen war.

Sei nun Char K= p> 0.

Dann ist T'(a) =~ (K, 4 ) eine unendliche elementarabelsche p-Gruppe
und damit T € P(co, p) nach [1, Theorem 11.2]. Fiir g € Gas ist wieder
[T|T N T¢] isomorph zum Untergruppenverband einer Untergruppe
von {g>[{g> N T¢. Ist also o(g) endlich, so ist 7' N 77 eine maximale
Untergruppe von T'; ist o(g) unendlich, so ist <g> N T?=1 und dann
T<Ts genauso T9<T also schlieBlich T = T¢. Wir unterscheiden
zwei Falle.

I) Die multiplikative Gruppe Z(K)* des Korpers Z(K) ist eine
Torsionsgruppe.

Dann ist auch Z = Z(SL(V)) eine Torsionsgruppe, und jede Unter-
gruppe P <SL(V) mit |P/Z| = p enthélt ein Element o der Ordnung p.
Bekanntlich (s. [2, S. 97]) ist ¢ eine Transvektion. Damit besteht
die p-Sylowgruppe 4 von T aus projektiven Transvektionen, die nach
Hilfssatz 4.2 einen gemeinsamen Fixpunkt p € 2 haben. Somit ist
A <T(y) und nach 4.2, (¢) dann T<@,. Ist g € Gy mit o(g) = m < oo,

$0 ist 7N 79" maximal in 7 und folglich § =[] 4*'%1 und ge
=1

€ N4(8) <Gy, erneut nach 4.2, (¢). Ebenso ist g € Ng(A4) <@, fiir g € Gup
mit o(g) = oco. Es folgt Gx<@,, was zu zeigen war.

IT) Z(K)* enthdlt ein Element r unendlicher Ordnung.

—1
Dann hat auch g = (TO
gilt T9= T, also auch A= 4, wenn A wieder die p-Sylowgruppe
von 7T ist. Nach Hilfssatz 4.3 ist 4 <G, oder A<Gs. Seiy = o oder
y =B so, daB A<@,. Ist T<G,, so sind wir fertig; sei also T<G,
und damit T # 4. Sei X = G¢ N G,. Da g€ Z(G,;) unendliche Ord-
nung hat, wird G von seinen Elementen unendlicher Ordnung er-

(:,)ZEGW unendliche Ordnung, und es
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zeugt. Die normalisieren alle 7', und damit ist 7<1G% und GY = TG;s.
Es folgt X = (I'N X))@= AGss und A<sX; genauso ist X =
= (T(y) N X) Gap= BGapmit B= T(y) N X < X. Wire AN B #1, so
wire T<NyA4 N B)<@, nach Hilfssatz 4.2, (¢), was nach Annahme
nicht der Fall sein soll. Somit ist A N B =1 und AB eine elemen-
tarabelsche p-Gruppe. Ist @ die p-Sylowgruppe der P-Gruppe (4B)"",
so ist offenbar |T(«x):Q N A¥"'|<p? und nach Hilfssatz 4.2, (d) dann
Q< 0@ N Ayp~') = T(«). Damit ist |B¥"'|<p? also B endlich. Das
geht nicht, da X = BG,s und |X :GQap| unendlich ist. Mit diesem Wider-
spruch ist T'< @, gezeigt and Satz 4.4 bewiesen.

Fiir lineare Gruppen mit Form liefert Satz 2.5 die folgenden
Ergebnisse.

SATz 4.5. Sei K ein Korper mit Char K 2.

(A) Sei V ein nicht-singuldrer symplektischer K-V ektorraum mit
dim V>12 und ses G = PSp(V).

(B) Sei V ein nicht-singuldirer orthogonaler K-V ektorraum mit
indV=>6 und —1 ein Quadrat in K; sei G = PQ(V).

(C) 8ei V ein nicht-singuldrer orthogomaler K-Vektorraum mit
ind V=12 und sei G = PQ(V).

(D) Sei V ein nicht-singulirer wunitdrer K-Vektorraum mit
ind V=6 und ses @ = PSU(V).

In jedem der Fille A-D ist die Gruppe G durch ihren Untergruppen-
verband bestimmd.

BEwELs. Sei G = Sp(V) in Fall 4, G = Q(V) in den Fillen B
und C sowie G=8U(V) im Fall D, so daB also in allen Fillen G =G/Z
mit Z = Z(G) gilt. Unsere Voraussetzungen liefern bekanntlich die
Existenz hyperbolischer Ebenen in V, d.h. von Teilriumen H von V
mit H = {u, v, (¥, u) =0 = (v,v) und (u,v) =1 [3, S. 53].

Sei M die Menge der hyperbolischen Ebenen in V in den Fillen
A, B und D; im Fall C sei M die Menge der Teilrdume von V, die
orthogonale Summe zweier hyperbolischer Ebenen sind. Fiir H e I
sei o, die Involution in GZL(V) mit #°*= —x fir € H und 2" =2
firve H. Da V= H | H*, ist o, wohldefiniert und liegt offenbar
in @ (s. [3, (20.4) und (20.6)] fiir den orthogonalen Fall). Sei schlieBlich
D = {o,Z: HeM}. Wir wollen zeigen, daBl D die Voraussetzungen
von Satz 2.5 mit F =@ erfiillt. Da die betrachteten Gruppen einfach
sind, sind (1) und (2) von Satz 2.5 erfiillt; zu zeigen ist also (3).
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Seien dazu d = 0, Z, ¢ = 05, Z aus D mit d e, sei zur Abkiir-
zung oy, = o, und sei § = {d, ¢). Wir zeigen:

(%) Es existieren nicht ausgeartete Teilraume X und Y von V
und eine Isometrie ¢ auf V mit .

(1) H,+ H,< X,
(2) X 17,
(3) Xe= 7.

Dann sind wir fertig; denn fir 7' = 8¢ gilt natiirlich zunichst einmal
T~ 8. Ferner ist wegen H,+ H,<X offenbar X*<H! N HL, und
gomit ist X= X und 2% = « fir alle e X+ ({=1,2). Entspre-
chendes gilt fiir die o¢=7;: es ist Y*= Y und y*=y fiir alle
ye¥Y+t(t=1,2). DaV=X1Y1I Wmit W= X*nNn Y4 sind die o,
mit den 7; vertauschbar, und folglich ist T = (7,Z, 7,Z) < Ce(8).
SchlieBlich ist S N T = 1; denn ist y = oio] = t¥7}{ mit {eZ, also
{ = ¢-id mit geeignetem cec K, so ist v#¥= voiei= 10 fir ve Y1 W
und v*= vint = ot =¢v fiir ve X | W. Ist also W0, so folgt
¢=1 und v*= v fir alle veV, dh. SN T =1. Ist aber W =0,
so folgt dim X>6 (bzw. dim X>12 im Fall (), also X NHLN
NHE#0. Fir ze X N HE N HE ist er = 2# = goioi= g, und somit ist
erneut ¢ =1 und SN T = 1. Damit hat T alle in (3) von Satz 2.5
geforderten Eigenschaften.
Zu zeigen bleibt (). Da V = H, | H], ist

H,+ H:':HIJ—(HiLn(Hl_I_ HZ)):HI-L U

mit U= H} N (H,+ H,). Offenbar ist dim U<2 in den Fillen A4,
B, D und dim U <4 im Fall C. Wir betrachten zuerst den Fall, da U
eine Orthogonalbasis besitzt, d.h. U= <u,» | ... 1 <u,». Nach [3, 9.11]
existieren s = ind V hyperbolische Ebenen E, und ein Teilraum V,
von V,sodall V=E, 1 .. 1L B, 1V,, und auf Grund unserer Voraus-
setzungen ist s>2r + 2 (bzw. s>2r + 4 im Fall C). Nach [3, 9.9]
existieren v, € ¥, mit (v;, v;) = (4;, 4;) (¢ = 1, ..., r). Dann ist offenbar
Upy=<v)> L ... L0 L Epyy (bzw. Up= @) L ... L0 L By L By
im Fall C) isometrisch zu U | H,= H,+ H,, und nach dem Satz
von Witt [3, 14.3] existiert eine Isometrie v auf V mit U2 = U 1 H,.
Setzen wir X = (B, 1 ... L E,y,)’ und Y = (Bqp L ... L Bypqy)’ (bzw
X=(FE1...1E) und Y = (E L ... L Byyy) im Fall C), so
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ist offenbar H, 4+ H,<X, X1 Y, X nicht ausgeartet und isometrisch
zu Y. Nach dem Satz von Witt existiert eine Isometrie p auf V mit
Xe= Y. Damit ist (%) gezeigt, falls U eine Orthogonalbasis besitzt.
Besitzt aber U keine Orthogonalbasis, so ist U symplektisch [3, S. 47
und 48] und wegen dim U<2 dann eine hyperbolische Ebene. Somit
ist X= H | U= H,- H, nicht ausgeartet und folglich V= X1 X*.
Ist Y Summe zweier hyperbolischer Ebenen in X+, so sind (1) und (2)
von (%) erfilllt, und der Satz von Witt liefert das in (3) geforderte .
Damit ist Satz 4.5 bewiesen.

Hat der Korper K die Charakteristik 2, so konnen wir mit Trans-
vektionen arbeiten und erhalten etwas bessere Ergebnisse.

SATZ 4.6. Sei K ein Korper mit Char K = 2.

(4) Sei V ein nicht-singuldrer symplektischer K-V ektorraum mit
dim V > 2, falls K = GF(2); set G = PSp(V) = Sp(V).

(B) Sei V ein nicht-singuldrer unitirer K-Vektorraum mitind V >2
und set G = PSU(V).

(C) Sei V ein nicht-singuldrer orthogonaler K-Vektorraum, also
g: V— K eine quadratische Form auf V mit zugehoriger nicht-singuldirer
symplektischer Form (,), sei ind V>6 und G = P(V).

In jedem der Fille A-C ist die Gruppe G durch ihren Untergruppen-
verband bestimmt.

BEWEIS. Wir definieren G und Z wie im Beweis zu Satz 4.5 und
setzen D = {¢Z: ¢ Transvektion in @}. Zu zeigen sind wieder (1)-(3)
von Satz 2.5 fir D, wobei wir im Fall A dim V >4 voraussetzen koén-
nen; denn PSp(2, K) ~ PSL(2, K) [2, S. 46] ist nach Satz 4.4 durch
ihren Untergruppenverband bestimmt. Ferner ist PSp(4,2) ~ 8,
bekanntlich (oder nach Satz 3.4) durch ihren Untergruppenverband
bestimmt; in allen anderen Fillen ist G einfach und somit wieder (1)
und (2) von Satz 2.5 trivialerweise erfiillt. Man beachte dabei im
Fall 0, daB wegen ind V> 0 die quadratische Form g jeden Wert
in K annimmt und somit Transvektionen in G existieren; in allen
Fillen hat eine Transvektion ¢ in G die Form ° =  + A(x, v)v mit
geeignetem A€ K, ve V. Dabei ist immer (v, v) =0 [2, S. 25] und
g(v) € (K*)? im Fall C. Zu zeigen ist (3) von Satz 2.5.

Seien dazu d = 0,7, ¢ = 0,Z aus D mit d e, also etwa o, Trans-
vektionen zu v, € V. Ist (v, v,) = 0, 80 ist o(de) = 2 und nichts zu
zeigen. Ist aber (v, v,) %0, so ist X = <v,, v, in den Fillen A und B
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eine hyperbolische Ebene, und es existiert wegen dim V>4 bzw.
ind V=2 eine hyperbolische Ebene Y und ein Teilraum W von V,
so daB V=X 1 Y | W. Ferner existiert eine Isometrie ¢ von V
mit Xe= Y. Setzen wir wieder 8¢= T und o¢ = 7,, so ist T~ 8
und T < Cy(8), da die o; auf Y1 W und die z; auf X1 W die Iden-
titit bewirken; ist ferner u = ojoj = v¥7l{ mit { = ¢-id e Z, so be-
wirkt g auf ¥ 1L W die Identitdt und auf X | W Multiplikation mit e.
Ist also W0, so folgt ¢=1 und SN T =1; ist aber W =0, so
ist dimV=4 und dann 1 =det{ =¢% also ¢=1 und erneut
SNT=1. Damit hat T die geforderten Eigenschaften.

Im Fall C existiert nach Voraussetzung ein total-singulirer Teil-
raum U der Dimension 6 in V. Dann ist dim (U N X+)>4; es exi-
stieren also hyperbolische Ebenen H, (¢ = 1, ..., 4) und ein Teilraum W
von X4 so daB V=X 1| H; | ...1 H | W ist (wobei L sich auf die
symplektische Form (, ) bezieht; vergl. [3, 10.10]). Da X% = X und
ao = g fir ve X+, ist {0y, 0,y isomorph zu einer Untergruppe von
SL(2, K). Seien 7,, v, Involutionen in O(V), die auf H, | H, eine zu
{0,, 0,) isomorphe Gruppe erzeugen [2, S. 68], auf H; | H, genauso
wie auf H, | H, und auf X 1 W trivial operieren. Nach [3, 20.6]
sind 7, 7,€G; sei T = (1,Z,1,Z>. Da dim V12, ist W0, und
da alle g;, 7, trivial auf W operieren, ist <oy,0,) NZ =1 ={7,, 7,0 N Z.
Somit ist T ~ {1y, 7,) =<0y, 02) = 8, ferner offenbar 7 < C¢(S) und
T N S = 1. Damit hat T die gewiinschten Eigenschaften, und Satz 4.6
ist bewiesen.
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