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Sul comportamento asintotico
della soluzione di un problema di radiazione.

RAFFAELE BALLI (¥)

SuMMARY - We study the asymptotic representation of the solution for a
radiation problem connected with the scattering n-bodies problem.

1. 8i considera il problema

A + k¢ = f(x)

Co(x)
o||

p(@) = O(jal 1) o] > + oo

(1.1) —ikg(@) = O(|a|=/*7) || - + oo

in cui 4 & Poperatore di Laplace in R* (n>3), k una costante reale
positiva, f(z) una assegnata funzione di R* con le seguenti proprieta:
fl@)€ I-yR"), f(z) = O(jz|") per |e] >+ oo, |f(@)|<P(le]) con
D(|z|) € L.

Sotto queste ipotesi si determina la soluzione ¢(x) nello spazio
W2n-1(R"») per n>4 (nel caso n = 3 ¢(x) € Wis(R")), detta soluzione,
come & noto, & unica [1].

A problemi del tipo (1.1) ci si riconduce, tra l'altro, in Meccanica
quantistica nello studio dello scattering da potenziale (locale e non
locale) nel caso degli m-corpi, qualora si enunci detto problema nella
sua forma integrale [2], [3], [4], [6]-

(*) Indirizzo dell’A.: Dipartimento di Matematica, Universitd di Perugia,
06100 Perugia.
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Utilizzando la formula di Green & agevole ricavare la soluzione
formale del problema (1.1)

HEo (k|2
(1.2) f Huna(Ho —=4) 1) 4y
—9|
in cui § = —i2-W/etVfnl2-1y1-n/2 ITl(2) & la funzione di Hankel e I'in-

tegrale & esteso ad R».

Si prova che la (1.2) e soluzione effettiva del problema e si assegna
per questa e per la sua derivata radiale il comportamento asintotico
troncato al primo termine. Si determina infine per la p(x) e per la sua
derivata radiale lo sviluppo asintotico completo sotto opportune
ipotesi su f(x).

2. Al fine di dimostrare che ¢(x) definita da (1.2) é l'effettiva
soluzione del problema (1.1) conviene utilizzare la seguente decompo-
sizione della @(x) stessa:

(2.1) p(@) = s[pu(z) + v(2)]
con

_ f(y) _J‘[H;Iz—l(klx—?/l)_ fad ] d
u(w) = Iw__yi,,_z ?/, v( lw_ylnlz_l Iw_yln_g f(?l) Y,

p o= —im(2 /Ic)"/HLT(g — 1) ,

e stabilire separatamente alcune proprietd di u(x) e v(x).

LeMMA 1. Se f(z) € L* N L™, u(x) verifica le seguenti proprieta:

1/(n—1)
i) ( f lu(ac)l"—ldw) <

|z] <r
rn\2m(n—1)p 1 (n—2)/n
B(n’——3n+4)/n(n 1) (n) 2 (n — 2) “f“([:::ﬁ)/n”f”i/lﬂ

\

in cui si é indicata con B I’area della sfera unitaria in R~.

ii) u(w) e Wie™ (B).

. h 1
iii) o, 0x; —_—62(n—-2)f(ac _jf 8m 390: (|5’3_?I|""°)
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quasi ovunque in R#; Pintegrale a secondo membro & il valore prin-

cipale secondo Calderon-Zygmund [6] dell’integrale singolare di con-
voluzione

02
[EE— ) —_ 2—n
f*(ax,. am,.) o=y,
cio¢ il limite in media di ordine » —1 per 1 —0 di
1

82
f(¥) mmg dy .

le—v|>2
iv) Au(x) = — B(n — 2)f(x).

DiM. Operando in analogia a [4] si ha:

<

ol = | | e | gl
|z—v| <2 |z—v|>4
1

<| W2 % @) + 73

fllz

con

Noza(@) = [o|* se |#]<d,  Nysa(®) =0 se |o[> 1.

Tenendo conto della diseguaglianza di Young [7] sulla convoluzione

Mo, Flznns < ¥l lgnes = B2 [l

si ha:

([ worras)™ < B il 2 (5 e

|z) <r

da cui segue la proprieta i) minimizzando in A.
Sia {f.} € O7(R") una successione tale che

If —falzr =0, If — falzer =0 n — -4 oo
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si definisce la successione degli u, € C*(R")

fﬂ(y)
() [ 1 (x—1)d

i L =

mentre con opportune integrazioni per parti si ha:

da cui

*uan(®) _[Ofu(y) © 1 1 ofa(y) |
ow;om; ) Oy, Ow; [w—y|~> W = }11—1301 oY:
z—y|>2
0 1 o ph—2 02 1
3, W_‘z.dy =— 8B —— fu(®) +ffn(y) 3, 50, [T — | dy

Dalla diseguaglianza i) si riconosce che «(x) é il limite locale in media
di ordine n —1 della successione {u,} c C*°(R*). Posto inoltre:

1

ale) = — 8}~ a—y[ dy
dalla diseguaglianza di Calderon-Zygmund
lesslznr < Cuer | fll 2o
si ha:
ot . < Ol =l rroo

e quindi {0%w,/(0w;0x,} converge in media di ordine n —1 a u,(x)e€
€ L**(R"). Si conclude che u(x)e Win ' e u,(®) = 0%*u(z)/(dx,0x;);
da cid seguono le proprieta ii), iii), iv).

LeEMMA 2. Se f(x) e L* N L™, v(x) ha le seguenti proprieta:
ov(z) 0 2v(x)
i) o(@), ox; ' Ox; Ox;
ii) v(z) € C*(R")
kz

iii) dv(e) = — ¢(@).

sono limitate;
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Se n>4 & possibile, utilizzando ben note decomposizioni di H}(z) scri-
vere v(x) nella seguente forma:

v(x) = r=|z—y|

con N(r) = P(r) + r"2L(r) + r*+W(r) 1g (—ik(r/2)), dove P(r) & un
polinomio in # di ordine <n —5 e quindi nullo per n = 4, L(r) &
una funzione regolare e limitata, W(r) é una funzione regolare e limi-
tata se n ¢ pari ed & identicamente nulla se » & dispari.

Dim.
@2)  |o@)|< flﬂy)l' YOl gy < ar, | W ay 4 2,11 <
|r]<1
— 92 \(®—-2)/(n—1)
< (B =) Ml Al
M, =max |N(r)] M,= max ¥ (_)]
r<1 r>1 "
Posto

o) = [0 5 (32) 55

B (" or or _ 8 (N(r)\ o2r
”(03 J‘f(y) [a,rz (,rn—‘i) 3% aw,- + E‘ ("’"—4) awi axa] dy

si riconosce che v,(x) e v,(x) sono limitate.
Tenendo conto delle formule di derivazione di r*~*2H,,,_,(kr) si ha:

2 N(@)  P@r) + r=2L(r) + r3 Wr)lg (—ik(r[2)) _ N(r)

81» pn—4 - pn—3 - rn—3

in cui P(r) & un polinomio in » di ordine <n—4, L(r) e W(r) sono
funzioni dello stesso tipo di L(r) e W(r).
Ne segue, essendo |or/dx,]<<1 ed operando in analogia a sopra

|N(r)]| n—2
| < Ma\B 5 —

@2.3) Joda)| < f i)

M, =max|N@#)|, M,= max
r<1 21

(n—2)/(n—1)
) e - M7
[N ()]

Tﬂ—3
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Per quanto riguarda v,(x) si introduca in analogia N (r); essendo
|0%r[(0x;02,)| < 2[r si ha:

(24) l”“("”)|<f|f(y ( )Idy + 2f|f(y)| |_rl\_7ni_’:2)_| dy <
< (M + 2M,) BE=0=D|f] s + (M, + 2M5)|[f] 12

— v Ne)
M, =max|Nr)|, M= l,.u(zlr

r<1 r21 r=1

M,:ma;xlﬁ(i)—| .

Tn—z

Introdotta una successione {f,} c Cg(R") tale che

"f—fn”L"-l"‘>0 ”f—fn”LI —-0 ‘)’b—)—l— oo

si definiscono le funzioni v, € C*(R"):

valar) = f my) “") - f fu(w—

da queste per derivazione si ha:

)

81),,(:0) o N( |w y|)
fn )awz yln—d

820,,(90)_]‘]‘() 0* N(le— y])
" o

ow; 0x; 0% |w—y|*t

Dalle (2.2), (2.3), (2.4) si ottiene che {v,(x)}, {0v.(®)/02.}, {02, (2)/0w;02;}
sono sueccessioni di funzioni continue uniformemente convergenti a
v(x), vi(x), v,(x) rispettivamente. Si conclude cosi che wv(x)e C*(R*)
e che v; = ov[ox;, v;; = 0%/[(0x,0x,;) e quindi restano dimostrate le
proprietd i) ed ii). La proprieta iii) si deduce dalla

" k
—ff( [ ,,{12»/21(1 D _ Iu—z] day

tenuto conto che

A [H,l./z—l(kr) 2 ] _ _ po Haz—a(r)

y2—1  gn—2 yni2—1
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Nel caso n = 3 & N(r) = exp [ikr] —1 e le proprieta si dimostrano in
maniera analoga [4].
Dai Lemmi 1 e 2 e dalla (2.1) segue:

TeEOREMA 1. Se f(r)e L'N L** la ¢(x) definita dalla (1.2) ve-
rifica ’equazione A¢ + k*p = f(x) ed appartiene a Wi *(Rr).

3. TEOREMA 2. Se f(x) € L*(R"), f(z) = o(|w|-"*M+1exp [—k|z|/2])
lo sviluppo asintotico della (1.2) troncato all’ordine M ¢é& dato da:

- M—1 1)\ +1
@1) (@) = Bla|-wz+ 1z exp [itfo]] 3 (—2iblo]) 07—
b (—1)i+1 . .h .
2, e h—?}flyl”‘"’z'l’f(?/)Va(exp [—ikly] cosO]|y[*2~*) dy +
- + O(|w|-miz-de+1i2)
dove

- nk\~t LTt (N .
S = S(?) exp [—zé (§—~1)—7,Z] ,  cosb = (x,y)/|||y|,

hh—jl= 3  (20,—1)2a,—1)... (24, —1)?
@13@24...500-d=1
;<03 <...<@r-j

(h, 0} = {0,0} =1,

Vi & la potenza j-esima dell’operatore di Bessel di ordine 0

Vo Iyl g+ Io] g + ol
dly? dly|

DiM. Tenendo conto del teorema di addizione per le funzioni ci-
lindriche [8]:

[

w Hy(kw) = 2"k~ ['(v)(rp)~ 2 + m) 02 (cos 0)d, . (ko) Hy . (k)

con
w= (p* +7r*—2rpcosf)} 0<o<r

e del comportamento asintotico di Hj(z)[9]:

Hi(z) = (%z)_iexp [z( —v——)] [ E (v, m)(— 2iz)™™ + R, u(2)]
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e delle diseguaglianze:

1 n
_— -M_
<377 W) ‘2 P

m _7_'/_._1 —~-M.
/2 m 4 n—3 k|x|\r/2-1tm n

joe-ostil<(" 1 );|J,,,2_1+m<k|w|>|<(_;_') [r(3+m),

indicato con @y(x) la somma dei primi M termini di (3.1) si ha:

Son/2—1f—(n/2— 1)['(__1) ||~ @a2=1) z (Im le)
2

exp[ [k|m| (2‘—1 + m)—gﬂ] R»/2—1+m,M‘(§——1 + m)

| @)y~ @20 0¥2=1(co8 0) I ujz-1tm(k|y|) dy <

|Szn/2 1g=m2=D](n/2 —1)| {7k n
lenlz 3 2) mzo(§_1+ m)

IRn/2—1+m,M(k|yl)

lp(@) — pu(@)| = |8

. [Rn/2—1+m,M|f|f(!/)|lyl—("/z_l)l0:./2_1(005 0)||Tniz—1+m(¥|y])| dy <
|ST(nj2 —1)| (n_k)—i @RS

|w||,./2—§+M— 9 M! %

(" S_m ("2 —§ + M
(2 —1 —[—m)lz— —m

(W) e

n 1 m—|—n—3.
M(ri“”)u( m )

e+ (2 -

Essendo

X [(n 3 n
R +m)15*§—m

m=0

kly| 3\1 Lo 3. K|y|
_2‘F(M+1)[F(§)] (2)M2F2(M+ 19M+272727 ‘_2—)
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il teorema risulta provato stante 1’andamento della funzione iper--
geometrica generalizzata ,F,(z) [10].

TreoREMA 3. Se f(z) € L*Y(R") f(x) = o(|z|-*/»- exp [— k|z|/2]) lo
sviluppo asintotico della derivata radiale di (1.2) troncato all’ordine M
¢ dato da:

Co(w) 1.8 | —ni2+1/2 i i
(3.2) ] = ikS|x| exp [ik|#|] | f(y) exp [—ik|y| cosb] dy +

M— +1
—sz|w|‘”’2+”2 exp [ik|x|] z — 2ik|w|)- @+ ((h i)l)

{ go (ZZ(h—a) flyl—"/z ) Vi(exp [—ik|y| cos0]|y[""?)-

[{h+1 h4+1— —j}
22

(b = 1){h, 5= ] coso| dy +
0l 1) 95 (exp [ ikl cosO)jo#) ] +OJaf=2+4-3).

DiMm. Tenuto conto che

a‘P(w) Hnlz klw I) Hnlz k'w JI)
alxl kS| If ln/z f(y)dy—l—kS ylnlz )

*|y| cosbf(y) dy

la dimostrazione discende con calcoli elementari dal comportamento
asintotico di:

(o) = s TlHO )y — — i5jaf-we-eexp Ll

ylnlz
SR R A e (Y B [T
h! 5 229

h=0

-Vi (exp [— ik|y| cos0]|y|*2) dy + O(|w|~2—¥-¥)
che si riconosce valido operando come al teorema 2.

OSSERVAZIONE I. Tenuto conto del comportamento delle ,F,(2)
sull’asse reale, l1a (3.1) e la (3.2) rappresentano lo sviluppo asintotico
di p(x) e di op(x)/o]x| se f(x) e Cg(R")



78 Raffaele Balli

OSSERVAZIONE II. Se f(z) € L~ (R") e f(z) = O(exp [— k|z|]) la
(3.1) e 1a (3.2) forniscono lo sviluppo asintotico di ¢(z) e di dg(x)/d(»)

4. TEOREMA 4. Se posto

&(r) = sup {|f(v)|: |y| = r}

ﬁw]"‘ O(jz|)dr< + 00 a=10,1,2

si ha ”
(4.1) i) p(x) = ?—TP—I,EZ’CTIIO,%fo(y)exp [—ik|y| cosOldy +

+ O(fa|-we-
4.2) ii) (pﬁ) = kS‘%pl—’Eﬂ—il]ff(y)exp [—ik|y| cos O1dy +

+ O(ja| =)

B utile premettere alla dimostrazione di questo teorema il seguente
lemma:

LeMMA 3. Se D(|z|), di cui al teorema 4, é sommabile in R»

1
lwf(ygllz dy = O(|2|%); 1<1<I’1.13§ {'n—2, g + 5}, |#| > 4+ oo

Se 1<A<n —2, premesso che
jui 3. cireoso)(alilyl)" ol <yl
(Iy]> —2lal|y| cosd+ [a]*)~#2 = oo
o[ 3 OneosO)((yl/le))™ |2l > 1ol
me

con opportuna scelta di coordinate si ha:

f|w yl‘ f|w w-”*
sin™260

=C f ¢(Iyl)|yl"“dlylf(|y|z_2|w||y| cos + [a[?)w h<
V] V]

3 - sin*6
<ofo(ulal [ e =
0 0

2|x||y| cos® + |a|2)4/2
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n x|
{ f B(lylallal+ 3 C¥e(cos6)(ullol) sina0 b aly] +
+ 00 '
[ ot 3, 1 cos) ol ) s o ap
0 |z
avendo indicato con

C= n} J‘sm"*a(pl .Sin@,_sde; ... dp,_s.
0 0

20

B agevole verificare che la serie > C¥%(cos 6)2™ converge uniforme-
m=0

mente in 6 se |¢|<<1 essendo maggiorata dalla serie convergente

i (m +h _1)|z|m; ne segue:

m=0 m
Ed 0

f i C¥2(cos 0)|2|™ sin*f df = E lzIMICﬂz(cosﬂ)sinl—l()dcosﬂ.
m=0 m=0
(V] .1

Tenuto conto della relazione di ortogonalita per i polinomi di
Gegenbauer [8] é:

(1] 1
fon/z(cos 0)sin*~10d cos 6 ==f0’f;{2(w) CM2(g)(1 — )2~ 12 dy =
- { 0 sem=#0

722 C(A) A (A)2)]2 sem =0
e quindi

§ CH%(cos 0)|z|™ sin?0 df = m22-AT'(A) A [I'(A/2)]* se |2]<1.
m=0

dunque, posto O = On22~*I'(A)A-'[I'(A/2)]*

|2]
Ialf( )llldy<0{|x|—zf¢(l./| lyl" dly] +f¢ |y IJl""“‘dl?/|}<
[}

||

—_— B Py

LN
~B

onde I’asserto.
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Se n =4, 1<A<n/2 4 1/2, premesso che [8]:

- sin%6
f(1—2[z| cosf + |2]2)H2 49 =
0

l ﬂ._ . 2 ‘ZM
_n{zFl(m’l"z‘)“z oram (03
si ha

i) f¢(lyl) f
T dy< dy =C|D 3dlyl -
[ g <[y = of tsbista
b |l
. sin%6 L . |y|
f W[ —2Jal[y] cosb + |w|2>m‘”<|wvf 2Dl "’(l?)d'y' +
0 0

. f o(ly)blew () sl < 410, 3 = maxyeo,

€[0,1]

)}

se |2|<1

onde D'asserto.

DiM. TEOREMA 4. Nel caso n = 3 si procede in analogia a [4].
Sia n>4:
La proprieta i) discende da

4.3)  |p@) —S% ff(y) exp [—ik|y| cosb]dy| =

I Y A N O LC/) B _T (" 7,
—‘S(ﬁ)flx-—yklz—l/’ expz[k|w~—y| —(2—1)—4]

}‘l - /7
‘(1 4 Rup-11(klec—y|)) dy — S%ﬁfﬂy)exp [—ik|y| cos 6] dy'<

exp [ik(jo —y| — || 4 |y| cos0)] 1
lw_yln/z—uz - Ix‘n/;z—l/z

|4
+ |8 |f [r— Ity ,l./v+1/z dy

essendo |R,,,2_1,1(k|x——y|)]<A/|w——y|. Con passaggi elementari si

dy +

<1l
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ottiene:

1
|.’1J|"/'2’1/2I-%' — yln/z—llz

lexp [ik(|e —y]| — || + Iyl cos )] |w|r-12 —

nl2-1/2| <

L 1 |y
||| —y|rrz-sie 2 2) fa] e —y[
I1 secondo membro della (4.3) & quindi maggiorato da:
ISI el [ 7 5 (2 —3) (1fW)llyl
]-77 ?/l"lz_l/z 2 - 2 |?/l - 2kly|2 ay + lS' |-’b‘|n/2—1/2 Iw—-yl dy +

+ |84 Iw—_%dy = O(|w|~*-12)  per il lemma 3 .

Per quanto riguarda la proprieta ii) si ha, sempre utilizzando il lemma 3:

| %—ik§|wl""'2+m exp [ik]wlf[f(y) exp [—ik|y| cos 6] dy| <|—

( Haa(k|x — Hyjo (k|
—kS|x|J II;(_IyI,.,ZyI f(J)dy+ka 12(K] |n/2| ly|f(y) cos 6 dy +

-+ ES|a|-n/21/2 exp [ik|x|]ff(y) exp [—ik|y| cos 0] dy\ <

<H8al 1)

exp [iklz —y|]  exp [ik(|| —y| cos0)] dy +
y|ﬂ/2+1/2 ’mln/2+1/z Yy

f(y) —nf2-1/2
T Aflw—lyl"/lzﬂlz dy = O(le f2a ) .

5. E agevole verificare che nelle ipotesi in cui sono validi gli
sviluppi asintotici di ¢(x) e di cp(x)/d]x| si ha:

A
pla) = O([a|-rz4212), °§’!§j’—m¢<w> = O(jal~=42)  Ja| > + oo

Sotto dette ipotesi dunque il problema (1.1) ha come unica solu-
zione (1.2) e detta soluzione appartiene a Wn-1(R») (Wis(R") se n = 3).
Se f(x) soddisfa le ipotesi del teorema 2 il suo andamento asinto-
tico troncato all’M-esimo termine ¢ dato dalla (3.1).
Se f(x) soddisfa le ipotesi del teorema 4 il suo andamento asinto-
tico, troncato al primo termine, ¢ dato dalla (4.1).
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