RENDICONTI
del

SEMINARIO MATEMATICO
della

UNIVERSITA DI PADOVA

ANTONIO C. GRIOLI

Sul moto di un giroscopio in un campo
gravitazionale centrale

Rendiconti del Seminario Matematico della Universita di Padova,
tome 63 (1980), p. 41-49

<http://www.numdam.org/item?id=RSMUP_1980__63__41_0>

© Rendiconti del Seminario Matematico della Universita di Padova, 1980, tous
droits réservés.

L’acceés aux archives de la revue « Rendiconti del Seminario Matematico
della Universita di Padova » (http://rendiconti.math.unipd.it/) implique 1’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive
d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=RSMUP_1980__63__41_0
http://rendiconti.math.unipd.it/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

RenD. SEM. MaT. UNniv. PapOva, Vol. 63 (1970)

Sul moto di un giroscopio

in un campo gravitazionale centrale

AnTOoNIO C. GRIOLI (*)

Considero il moto attorno al baricentro di un giroscopio C soggetto
ad attrazione newtoniana emanante da un centro fisso, nell’ipotesi che
il baricentro si muova con legge nota su una traiettorie piana.

Ponendosi nello schema e nell’ordine di approssimazione abituale
in mececanica celeste [I], ne deriva un problema che presenta notevoli
difficoltd analitiche. Tuttavia vale la pena di osservare che nel caso
di una forte velocita angolare iniziale attorno ad un asse quasi paral-
lelo all’asse giroscopico, & possibile applicare il principio dell’effetto
giroscopico nella forma precisata da Stoppelli [II].

Cosi facendo la determinazione del moto di C si riporta all’integra-
zione di un sistema di due equazioni differenziali in forma normale,
ciascuna del primo ordine, che, almeno in certe ipotesi (soddisfatte
ad esempio se il moto del baricentro & circolare uniforme e sono verifi-
cate certe ipotesi sul valore iniziale della velocita angolare), si riporta
alle quadrature.

1. — 11 baricentro G di un giroscopio C descriva una curva piana y
con legge nota. Supposto che su C agisca una forza gravitazionale do-
vuta ad una massa m posta in un punto fisso O del piano di p, se
7(t) = OGQ(t) ¢ sufficientemente grande rispetto alle dimensioni di C,
¢ lecito (vedi[I] (20,9)), trascurando infinitesimi del quart’ordine
rispetto a 7(f), assumere come espressione del momento delle forze

(*) Indirizzo dell’A: Seminario Matematico, Universitd di Padova.
Lavoro eseguito nell’ambito dei gruppi di ricerca matematica del C.N.R.
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gravitazionali rispetto al polo G la:

(1) M, = i:%h uUN\ou
essendo h la costante di Gauss, @ il versore di OG e ¢ la matrice
d’inerzia di C.

Considero una terna fissa con origine in O e versori ¢,, C,, C;, con
¢, e G, nel piano di p, e una terna solidale a C, con origine in G e assi
di versori j,, s, js, centrali d’inerzia.

Detto o = «(t) ’angolo che OG forma con ¢, si ha:

(2) % = co8SoC, + sinac, .

Indicati con 4,, 4,, 4, i momenti centrali d’inerzia di C e tenuto conto
della sua struttura giroscopica (4,= 4,), da (1) segue:

(3) My=— (4, Ar)(’”fz?l - ul?z)ua = —— Us(As— A1) UNTs -

Da (3) si ricawa:
(4) Mg Xxjs=0.
La (4) mostra la ortogonalitd di M, all’asse giroscopico Ja-

2. — Richiamo ’enunciato del principio dell’effetto giroscopico nella.
forma stabilita da Stoppelli per un solido asimmetrico:

Sia C un solido asimmetrico con un punto fisso 2 e 7,, 7., j, una
terna principale d’inerzia di origine Q. Supposto che il momento delle
forze agenti M, sia ortogonale a j; (di momento d’inerzia diverso da
quello medio) e che inizialmente la velocitd angolare sia molto grande
e quasi parallela a ;73(\/ 2:1(0)2 4 p,(0)2 K [pa(O)]), durante il moto le
componenti p, e p, della velocitd angolare possono dedursi dalla:

dj 4,—A4 = =
6)  Apo0) G = Mot T O i— M) +

+ 4, [(p3<0)p1<0>+ — Al lﬂ“”)]/ sin (Vabpy(0)t) +

b—(4,/4,) M,
+ (pu0rpu0) =2 2L 2O cos (VT 0) t)]yl

— 4, [(ps(O)pl(O) 4 A=l MJ;‘:”) cos (Vabp,(0)1) —

A, M, <
_(p3(0)p2(0) ab_/;4 A(lO)) Vb sin (Vabp3 )] V2
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con:

M, = MQX;I M,= MQX;Z

a meno di termini infinitesimi di ordine superiore a p;(0)~.

Anche i valori degli angoli di Eulero che si ottengono facendo uso
della (5) differiscono da quelli esatti per termini infinitesimi dello
stesso ordine.

Da (5) si vede che se il corpo C & un giroscopio, con asse giroscopico
coincidente con j;, stante tutte le altre ipotesi, i valori approssimati
di p,, p, e degli angoli di Eulero possono ricavarsi dalla:

djs _ . (A, — A
(6) A;p5(0) 7;7 = Mg+ [‘“lz Sln( : lpa(o)t) -+

1

A, — A, < —A
+ 1 cos ( A _'ps(())t)] h+ [lz CoS (AaA lp:,(O)t) +
1 1

+ I, sin (A3 —4 pa(o) t)] ;z
4,

con:
L= A3p4(0)p,(0)— M,(0)

ly = — A,;2,(0)p,(0) — M,(0)

3. — Mi propongo di studiare il moto di C attorno al suo baricentro,
cioé rispetto ad un riferimento con origine in G ed assi costantemente
paralleli agli assi fissi ¢,, €, C;.

Poiché le forze di Coriolis e il momento rispetto a G delle forze
di trascinamento sono entrambi nulli, il momento risultate delle forze
agenti su C e dato, nell’ordine di approssimazione gia considerato
dalla (3).

Supporrd che inizialmente la velocitd angolare sia molto grande e
quasi parallela a j,; allora, stante (4), posso applicare allo studio del
moto di C il principio dell’effetto giroscopico di Stoppelli e sostituire
alle prime due equazioni di Eulero, in base a (6), la:

dj — . (A, — A,
(7) A3p3(0)77;- = Mq+ [— A SIH( A, pa(O)t) +

A,—A - —
-+ 1, cos ( 3A1——1 pa(O)t)] h+ |:lz cos (‘i”_zﬂ ps(O)t) +

+ sin(Aa'A‘paw)t)]iz

1
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con I, e I, dati, tenuto conto di (3), da:

h
T = 4,24(0)p4(0) — ;3(1(,”7 (A — A1) (0)s(0)
®) -
m.

ly = — A;p,5(0)p:(0) + 7(0)®

(As— A;) ui(0)us(0)

Scritta 1a (7) nella forma equivalente:

3mh

;s . [A;—A
9) [Aaps(o)d’—‘ﬁ— (4s — A1) usw + ZSIH( : :

1

ps(O)t)] s =

= [ cos (A“Z 4 P5(0) t)

1

ove si & indicato con I il vettore di componenti ,,1, e 0, da (9) si ot-
tengono le:

3mh . [(As— A A,— A
78 (Aa“‘Al)“sux—llSln( = ) lpa(o)t)“‘lzcos( 3A1 lpa(o)t)
(10) b= A;p5(0)
3mh . [A;—A4 A;—A
p (Ag— Ay) Uzt —1, sm( 2 2 pa(O)t) +1, cos( s yH lpa(O)t)
1
P.=

4;p5(0)
Inoltre dalla terza equazione di Eulero segue:
11) Ps = Ps(0) .

La (2), tenuto conto delle note relazioni che legano i versori degli assi
fissi a quelli solidali, porge:

u, = cos @ cos B —sing cos O sin
12) u, = —sing cos f —cos @ cos f sin §

;= sinfsinf
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dove 0, ¢ e  sono gli angoli di Eulero e si é posto:
(13) py—a=4f.
Da (10), (11) e (12), facendo uso delle note espressioni delle compo-

nenti della velocitd angolare in funzione degli angoli di Eulero, si
ottengono le:

(14), 6= (0) $in sin § cos f — Aa]l’la(o) sin (bp,(0)t + @) —
- 313(0) cos (bp,(0)t + ¢)
(14), ¢= —}ﬁi cosfsin?f + Zsﬁ(im cos (bps(0)t + @) —
~ Aopi0) s R 0Ps(0)t + ¢)
(14); B= _pZO) cosfsin2p + —A,,p,«,—(i)l)sm cos (bps(0)t + @) —
~ Aipa(0)sinb (2)2) pe sin (bpy(0)t + @) — &
(14), ¢ = ps(0) + (0) cos?0sin?f — Z}l)-:(%))—s:iwcos (bps(0)t +¢) +
- ﬁ%@ sin (bps(0)¢ + ¢)
ove si & posto:
(15) TR

Da (14) segue, a meno di termini infinitesimi di ordine superiore a p,(0)-1

(16) @ = @(0) + ps(0)?.

Tenuto conto di (16) si vede che il problema di determinare il moto
di C attorno al suo baricentro si riduce all’integrazione del sistema delle
due equazioni differenziali, ciascuna del primo ordine in forma nor-
male, (14), e (14),.
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4. — Suppongo che, oltre ad essere verificate le ipotesi di cui al N. 3,
risulti inizialmente:

(17) [A3p3@—?ﬂb(A Al)u3u]A7 0 (per t =0).

Allora si annullano le due costanti I, e I, e le (14) divengono:

(18), 6= p:O) sinf sin B cos B
(18), p= _p:(LO) cos 6 sin?

(18), g =— 3(O)cos08m B—a
(18), ¢ = pa(0) + p:(‘o) 0 sin® 8

Da (18), e (18); segue:

i(sinﬂ sinf) + dasinfecosf = 0.

(19) 7

Particolare interesse presentano i due seguenti casi.

I) E ¢ =0, ciod & o sta fermo o si muove su una retta fissa
passante per 0, che potremo sempre assumere come asse ¢;, cosi che
risulti ¢« = 0.

In tal caso da (19) segue:

(20) sinfsinf = cost. = g .
La (20), tenuto conto di (12),, ci dice che il moto & di precessione, con
asse di figura coincidente con 1’asse giroscopico e asse di precessione

parallelo a OG.
Da (18), (20) segue:

-4 * __e
(21) 6= ips(O)Q Vl s8in26
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da cuil si ricava:

(‘]

sin 6 0
(22) V= i) [®
con: )
23) i(t) :fadt .

L’integrale al primo membro di (22) si calcola facilmente e si ottiene:

(24) cosh =V1— 0® cos [arcos (\/clo_s—_e;) + 1;5?) f(t)] .

Da (20) segue poi:

ing = -2
(25) sinf = s

Le (24), (25), assieme alla (13) e alla (16), danno il moto di C attorno
al baricentro con l’ordine di approssimazione di cui si & gia detto.

In base alle (18) si riconosce che il modulo della velocita angolare
¢ espresso da:

a2

=9} "= a0

sin®6 sin? 8(1 — sin?0 sin®pf) + p,4(0)?

La (26), tenuto conto di (20), diviene:

2

”-—_g'_ 2(1 — p2 2
(27) 0 = G5 01— %) + py(0) = cost.

Si deduce che la precessione & regolare allora e soltanto allora che sia
a = cost., cioé che @ sia in quiete. In tal caso, poiché M, non dipende
esplicitamente dal tempo, le (18) determinano gli aspetti geometrici
del moto a meno di infinitesimi dell’ordine di p,(0)-2 ().

1) E:
(28) or® = cost. £ 0 .

(1) Vedi [II], 6.
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Tale caso si presenta ad esempio se il moto di G é circolare uniforme.
Moltiplicando allora ambo i membri di (19) per sinfsing, tenuto
conto di (18), e (28), si ottiene:

(sin 6 sin B)?

—Acosf = cost. = ¢
3(0)

(29)

con ¢ costante, ove si & posto:

(30) 2200 _ ;.

Da (29) si ricava:

(31) sinf — + V(c + h c036)p,(0)
8in 6

che posta in (18), porge:

c—|—hcosﬂ
(32) b=+ 3(O)V(c+hcos0)( 0 Sin20)

La (32) si integra per quadrature ellittiche.

CONCLUSIONE. Da quanto detto si deduce che nel caso di una forte
velocitd angolare iniziale quasi parallela all’asse giroscopico, a meno
di infinitesimi di ordine superiore a p;(0)-1, la determinazione del moto
di C si riporta all’integrazione del sistema (14), e (14),.

Questo si riporta alle quadrature ogni qualvolta sia dr®= cost.,
almeno sotto la condizione (17), la quale implica ’appartenenza della
velocita angolare iniziale al piano di OG e dell’asse giroscopico, se essi
non sono paralleli.

Vale altresi la pena di osservare che, anche se tale condizione non
& verificata, I’aspetto puramente geometrico del moto, cioé la succes-
sione delle posizioni del giroscopio, ¢ ancora determinato dalle (18) a
meno di infinitesimi di ordine superiore a p,(0)~*. Cid perché & lecito
ai fini della determinazione dei soli aspetti geometrici del moto e
nell’ordine di approssimazione considerato, porre comunque uguale a
zero I, ed 1, nella (7) (2).

Sussistono pertanto considerazioni analoghe a quelle svolte nei
casi I) e II).

() Vedi [I1], 5
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