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Sulla propagazione di onde di accelerazione
in un continuo di Cosserat con rotazioni vincolate.

ANTONIO CLAUDIO GRIOLI (*)

Considero un solido poco deformabile di Cosserat con rotazioni vin-
colate, lineare, omogeneo e isotropo rispetto alla configurazione di
riferimento, supposta di equilibrio naturale, con lo scopo di studiarvi
la propagazione di onde di accelerazione.

Come ¢ ben noto il sistema differenziale delle equazioni dinamiche
si puo ridurre ad un sistema di equazioni ciascuna del quarto ordine,
nelle sole componenti dello spostamento, ma nel presente studio ho
evitato di fare uso di una tale rappresentazione analitica per evitare
le notevoli complicazioni formali che si presentano nella teoria delle
discontinuita iterate al crescere dell’ordine di derivazione.

Scartato volutamente il caso che le accelerazioni siano continue
attraverso il fronte d’onda (1), trovo che sono possibili sia onde tra-
sversali che longitudinali, propagantesi entrambe con velocita costante,
ma diversa tra loro. Nel caso di onde longitudinali questa & la mede-
sima di quella che si trova per i continui elastici lineari senza struttura.

La propagazione avviene per raggi rettilinei e onde parallele e
Pampiezza delle discontinuitd decade al crescere dell’ascissa curvilinea
lungo i raggi di propagazione. Soltanto per quei valori di tale ascissa,
certamente finiti (se vi sono), per cui la curvatura media del fronte

(*) Indirizzo dell’A.: Seminario Matematico, Universita - Via Belzoni 7 -
35100 Padova.

Lavoro eseguito nell’ambito dei gruppi di ricerca matematica del C.N.R.

(1) Lo studio di onde di discontinuita in un continuo di Cosserat con rota-

zioni vincolate, con derivate discontinue a partire dal quarto ordine & stato
fatto in [1].
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d’onda tende all’infinito, I’ampiezza delle discontinuita diverge. Cid
pud interpretarsi col supporre che in tale situazione sorgano delle
onde d’urto, ma certamente la linearizzazione del problema non ap-
pare in tal caso legittima.

1. Premesse cinematiche.

Si riferisca lo spazio ambiente tridimensionale a una terna triret-
tangola levogira (0x;) e si consideri in esso una superficie mobile o;
di equazioni parametriche »; = (&, &,, t), dotata di piano tangente e
orientata nel senso di avanzamento, di normale IN = (N,).

Sia ¢(z;,t) una funzione continua con le sue derivate parziali in
tutto lo spazio, tranne che su o;, nell’attraversamento della quale
presenta, assieme alle sue derivate, delle discontinuita di prima specie.

Denoterd con una parentesi quadra le discontinuita attraverso oy,
col punto la derivazione parziale rispetto al tempo, con la virgola la
derivazione rispetto alle x;, con una sbarretta la derivazione cova-
riante sulla superficie, rispetto alle &4 (3).

Sono note le relazioni (3):

o[g]

(1.1)  [px] = BN: + [plaxs [p]=—BY + 5~ B=Ip,N.l.

Se [p] = 0 valgono altresi le:

[‘P,hk] = ON, N, + (mka -+ m;ho)B/A—th-’ka‘bAr )
C= [(P,hth-Nk] 9
. 0B
12) [leal= (— Ve + ﬁ) No— (BV)ay,

.. 0B oV

J— 2
[§]1=0V:—2V ——B—.

(?) Nel seguito si intendera che le lettere greche varino da 1 a 2, mentre
gli indici latini da 1 a 3. Gli indici greci possono essere innalzati o abbassati
mediante l'uso sistematico del tensore metrico su o,, a4’ = gzl , mentre la
posizione degli indici latini & indifferente poiché essi si riferiscono a coordinate
cartesiane ortogonali.

(3) E ben noto che nel caso linearizzato qui considerato, la derivazione
rispetto alle coordinate dei punti dello stato attuale si confonde con quella
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Nelle (1.1), (1.2) V denota la velocita di avanzamento normale
di o,, b7 & il tensore della seconda forma fondamentale sulla super-
ficie, soddisfacente le:

(1.3) b4 = @' N, = — o NF' | N, 4= — @b
e 0/6t & ’operatore dato da:

s 0 b
(1.4) 5= mT VMg,

Per una funzione f(x;,?), continua ovunque con le sue derivate
parziali prime, ma le cui derivate di ordine superiore o uguale a due
presentano discontinuitd di prima specie nell’attraversamento di o,
facendo uso delle (1.1) e (1.2) si ottiene con qualche calcolo:

[f,rsi] = DNrNsNz + O/A(xrA-NsNi —+ st-NiNr —*‘{I}iA_N,NS)—
- C(wi‘foz —l— w;jx{Nr _|_ szfos) bAI' I}

[fr] =—VDN,N,—V(@!N,+aiN,) 0 +
5
ar | 9
(1.5) + VOz,a2,rb" 4 (St(CN,Ns),
[f,] = V:DN, + V2Qual—2v é(gfv ) ow, %’,
Lo 80 oV
[f] :*V3DT3V 'gt‘ —r3V0—6—t’
con:

D = [f,rsiNr—Ns-Ni]y = [f,'rsNrNs]'

Particolarmente utile riuscira nel seguito la particolarizzazione
delle varie relazioni stabilite nel caso di V costante. In tal caso, come e
noto, si ha propagazione per onde parallele e raggi rettilinei e ortogo-

rispetto alle coordinate dei punti dello stato di riferimento. Analogamente la
derivazione materiale rispetto al tempo si confonde con quella parziale.

Ne segue che il parametro ¥ che compare nelle (1.1), (1.2) pud anche essere
interpretato come velocita di propagazione rispetto al continuo, e come tale
lo considerero nel seguito.
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nali a ¢,; N & dunque costante lungo ogni raggio e, detta s Pascissa
curvilinea della generica faccetta lungo il generico raggio di propaga-
zione, segue:

(1.6) s=Vi
e la (1.4) diviene:

)
1.7 5= V—;

Di conseguenza le (1.5) divengono:

[f,rs] = VDNTNS_' V(&Ust + stNr)C/A _’_
+ VO b + V %gNrN, ,

(18) [f,] = VDN, + V:Cxl—2V? ——ZSN,,
ao
_ 3 R
[f] =—VeD+3Ve—-.

2. Velocita delle onde trasversali.

Si consideri un continuo di Cosserat con rotazioni vincolate, sot-
toposto cioé al vincolo anolonomo che le rotazioni di ogni elemento
nel passaggio dalla configurazione attuale ad una vicinissima, sia
proprio quella dovuta al corrispondente spostamento. Nel caso linea-
rizzato, che qui considero, tale vincolo si traduce nella relazione:

(2'1) . qr= %erlmum,t

ove u e q denotano i vettori spostamento e rotazione nel passaggio
dalla configurazione di riferimento a quella attuale e e,,, € il tensore
di Ricei.

Si scelga come configurazione di riferimento una configurazione di
equilibrio naturale e si supponga che in essa il continuo sia omogeneo e
isotropo. B noto che per un continuo di tale specie, dette ¢,, e v,, le
matrici che caratterizzano lo stress e le coppie di contatto, solo la
parte simmetrica dello stress ¢ determinata dal potenziale termodi-
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namico e si ha:

t@ = ;Vuh,h Ors + ,u(ur,a + u’s,r)

Yrs = ﬂq",s —'_ Yqs,r = %(ﬁerlm Um,1s '+' 'yeslmum,lr)

(2.2)

ove, 4, f, v sono delle costanti strutturali soddisfacenti alle condizioni:
3A42u>0, u>0; — A< <y, y>0.

La parte antisimmetrica dello stress ha carattere di reazione vin-
colare ed ¢ determinata dalle equazioni dinamiche; essa potrad rap-
presentarsi col vettore:

(2'3) Tr - 6rlmtlm ) tlj‘ - %erlmTr

Avendo di mira lo studio di onde di accelerazione, supporrd che,
attraverso o, sia:
(2.4) [u,] = [,] = [9,,]=0.

Inoltre, posto:

[ur,sthNh] = U,

dalle (1.1), (1.2), tenuto conto delle (2.4) segue:
(25) [ur,lm] = UerNm ’ [ur,l] - VUr-Nl ) [ur] = V? Ur .

In base alle (2.2), (2.4) si riconosce come conseguenza delle equa-
zioni eardinali, che mentre lo sforzo attraverso o, & continuo, lo stesso
non accade per il momento delle coppie di contatto, dato che ¢,

dipende dalle derivate seconde dello spostamento che sono general-
mente discontinue sul fronte d’onda. Si ha (4):

(2‘6) [tg]Na - 0 9 [Wsr]Ns + QjV[qr] == 0

ove p denota la densitd e j é una costante strutturale tale che jq rap-
presenti la densitad di momento della quantitd di moto intrinseco.

(%) Vedi ad esempio [4] pag. 545 e seg.:
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Tenuto conto delle (2.3) le equazioni dinamiche assumono la for-
ma (%):

tg-,t + %—eZSTTl,S = Q(ur"— Fr) 9
(2.7
Ysr,s + Tr = Q(Mr_ _M,) .

Le (2.6), tenuto conto di (2.1), (2.3), (2.4), (2.5), divengono:
(2.8) es[TW]N: =0, (y—0jV?)enN,U,=0.

Dalla (2.8), segue il parallelismo di [7,] ed N:

| [T2] = ZN,

mentre dalla (2.8), segue o il parallelismo di U ed N o Pannullarsi
di y — pjV2 In questa seconda eventualitd si ha:

‘ y
2.9 Ve=~.
®:9) el

La (2.9), tenuto conto della supposta omogeneita del solido, mo-
stra la costanza della velocitd di propagazione. Posto allora:

[ur,shst—NhNk] = Ug,-
dalle (1.5), (1.8), (2.4) si ottiene:

[ul,rsz'] = U;NrNsNi + Ullﬁ(x:’NsNi + wf-NiNr + mfNr-Ns)_
— Uy(@f' a7 N+ o o] N, + a{'wf N)bar ,

[dl'”] = VU,lNrNs_ V(xf Ns -+ W:’-Nr) Ur/A +
avu
(2.10) + VU, 2uwa0b®l + V _a_s_erNs’
Li,] =TV U,N,+ V? Ulldw:' —2V? ddlzl N,,
/ avu
W] =—VUi+37° "

(%) Nei secondi membri delle (2.7) si & potuto sostituire la derivazione par-
ziale rispetto al tempo alla derivazione totale perimotivi esposti nella nota (3).
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Facendo uso delle (2.10) e indicando con K la curvatura media
di o, data da:

K = }b4

da (2.7), nell’ipotesi di continuitd delle forze e coppie di massa, si
deduce:

(2.11) Verim (‘%ﬁﬂ — KUm) N, ZN,=0.

La (2.11) consta di due termini fra loro ortogonali. Se ne deduce:

(2.12) Z=0, %_KUA=0

dove ho indicato con Us (4 = 1,2) le componenti su o, del compo-
nente di U tangente a o;.
Tenuto conto della relazione, valida per una famiglia di superfici
parallele:
K — K,—H,ys
1—2K,s + H,s*

(2.13)
ove K, e H, rappresentano i valori iniziali della curvatura media e
della curvatura gaussiana di o;, (2.12), porge:

B vy
V1 —2K,s + H,s?|

(2.14) Ua

N

ove con U9 si & indicato il valore iniziale di Ua.
Tenuto conto del parallelismo di [T] ed N, facendo uso di (1.1) e
(1.3),, si ricava:
(2.15) [T,,]= Z.N,+ ZsN,22— ZaF22bry, Z,=[T,,N,].
Da (2.7),, tenuto conto di (2.12) e (2.15) segue:
(2.16) (A 4+ U-NN,+ (p— oV U, + }¢,,Z,N,

che, saturata con N,, porge:

(2.17) (A+2u—oV3)U-N=0.
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Tenuto conto di (2.9), da (2.17) si vede che in generale deve essere:
UN=0

e quindi I’onda & puramente trasversale. Soltanto nel caso che le co-
stanti costitutive soddisfino la condizione:

(2.18) % =1+ 2

la (2.17) puod essere soddisfatta con U-Ns40 e pud aversi un’onda
mista.

In ogni caso proiettando (2.16) su o, si determina il componente
tragversale di Z'.

3. Velocita delle onde longitudinali.

Determinati cosi i vettori caratteristici della parte trasversale del-
I’onda, ove essi siano diversi da zero, studio il caso in cui I’onda sia
longitudinale.

Non si deve piu necessariamente suppore V2= y/pj, ma:

3.1) U= UN.
In base a (2.4), (2.5), (2.15), la (2.7), porge:
(3.2)  (A-+2u— V) UN,+ be,,(Z2i N, + Z,N)=0.

Poiché (4.2) consta di due termini fra loro ortogonali, escludendo
il cagso U = 0 che corrisponde ad accelerazione continua attraverso o;,
essa implica:

33) Vi 4—%2—” \ Cum(Zuad N+ ZLN) =0.

Da (3.3),, nelle condizioni di omogeneitd supposte, si deduce la
costanza della velocitd di propagazione, (che coincide con quella delle
onde longitudinali dei continui classici) anche nel caso longitudinale.
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Valgono dunque ancora le (2.10) e dalla (2.7), segue:
(34) terinm(y — @ V)U, N, + Uy N,a]) + ZN,= 0.
Da (3.4) si deduce:
(3.5) (¥ — 0iV?) eun(UnN,+ UpN, o) =0, Z=0

la seconda delle quali mostra che, anche nel caso di onde longitu-
dinali, nell’attraversamento di o, anche la parte emisimmetrica dello
stress si mantiene continua. Da (3.3), segue allora il parallelismo di Z’
ad N.

Nel caso generale che non valga (2.18), la (3.5) determina la parte
trasversale di U’.

4. Decadimento delle discontinuita nel caso longitudinale.

Identificando nelle (1.2) ¢ con 7T, e tenendo conto del paralle-
lismo di Z’ ed N e della costanza di V, si deduce:

az’ ,
@1) L )=—VEN 4V (~d; N,—a? z,A)N, + VB 2oazab®T

Zrl', = [Tr,siNa-Ni] .

Per determinare l’evoluzione della funzione U(s), caratteristica
delle discontinuita di accelerazione, é sufficiente derivare la prima
delle (2.7) rispetto al tempo e considerare le relazioni tra le discon- .
tinuita attraverso o, che essa implica, dopo aver supposto per sem-
plicitd nulla la forza di massa, nonostante la sua considerazione non
presenti particolari difficolta.

Conviene a questo punto osservare che la linearizzazione del pro-
blema, dovuta alla presupposta piccola deformabilita del solido, im-
plica che, nonostante ¢ sia discontinuo attraverso o,, possa trascurarsi
il salto del prodotto g%, poiché infinitesimo di ordine superiore (¢).

(®) Per convincersene basta osservare che dall’equazione di continuita segue
6 = — g, © che quindi ¢ & dello stesso ordine di 4, per cui il loro prodotto &
di ordine superiore.
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Facendo uso delle (2.10) e (4.1), dopo qualche calcolo si ottiene:

av
(.2) {(A T 2u—3gV) 50— (2 4 ) UL, + 202 + 20 UK} VI, +

+ @V =@ VU~ V(h+ ) U + 5 epunl BN, + By N) =

Saturando (4.2) successivamente con N, e x,r, tenuto conto di
(3.3), si ottiene:

“U_yg—o,
ds
(4.3)

1
(l + ,“)(U;wrl'_' UII") + ‘2" ersmer(Z:'nNs _I" Z21$:1Nm) =0 9’

(4.3), & del tipo di (2.12), ed integrata porge:

V1—2K,s + Hys?|

(4.4)

5. Conclusione.

Si pud dunque concludere che in un solido elastico poco defor-
mabile, linearizzato, omogeneo ed isotropo, soggetto a rotazioni vin-
colate, sono possibili onde di accelerazione sia longitudinali che tra-
sversali, propagantesi entrambe con velocitd costante, ma differente
nei due casi.

In entrambi i casi la legge di evoluzione delle dlscontmulta, ¢é dello
stesso tipo e fa si che esse decadano tendendo ad estinguersi al ten-
dere dell’onda all’infinito.

Soltanto quando ’ascissa s tende ad uno zero del polinomio sotto
radice in (4.4), o in (2.14), Pampiezza delle discontinuita di accele-
razione diverge, ma in tal caso la curvatura media del fronte d’onda
tende all’infinito e I’onda va sempre piu concentrandosi (7); tale situa-

(") Se i valori iniziali della curvatura media e di quella gaussiana soddi-
sfano la condizione K2 — H,< 0 il polinomio non ammette zeri nel campo
reale e tale circostanza non pud mai verificarsi.
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zione pud interpretarsi allora col supporre che le onde di accelera-
zione tendano a divenire onde d’urto, ma certamente la linearizza-
zione del problema non appare in tal caso legittima.

(1]
(2]
[3]
[4]
(5]

(6]
7
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