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REND SeEM. MaT. UNIV. PADOVA, Vol. 63 (1980)

Proprieta di immersione dei sottogruppi modulari
localmente ciclici nei gruppi.

GI10RGIO BUSETTO (*)

Introduzione.

Ricordiamo che un sottogruppo @ di un gruppo G si dice modulare
in @, e siserivera @ % G,8e (UVOQINV = UV(@QAV)per ogni U<V <G e

(OVQIANY = (UAV)VOQ per ogni V<@, U<G con Q<V; @ si dice
invece quasinormale in G, e si scrivera Q<G se HQ = QH per ogni

H <@; & chiaro che @ <G implica @ <G’ Ma,ler e Schmid ([6]) hanno

provato che un sottogruppo quasmormale e privo di nocciolo (1) di
un gruppo finito ¢ & contenuto nell’ipercentro di G. Tale risultato &
ben lontano dall’essere vero in generale nei gruppi infiniti; Gross ([4])
fornisce infatti un esempio in cui il sottogruppo quasinormale e privo
di nocciolo @ non ¢& neppure localmente risolubile. Scopo principale
del presente lavoro, suddiviso in 3 paragrafi, & provare che invece,
nel caso di sottogruppi quasinormali localmente ciclici, risultati di
tipo Maier-Schmid continuano a valere in gruppi qualunque. Piti pre-
cisamente nel primo paragrafo si prova che il teorema di Maier-Schmid
continua a valere senza ipotesi sul gruppo per i sottogruppi localmente ,
ciclici periodici; avvalendosi di cid e di risultati di Stonehewer ([13],

(*) Indirizzo dell’A.: Dipartimento di Matematica, Libera Universita
degli Studi di Trento, 38050 Povo (Trento).

Lavoro eseguito nell’ambito del GNSAGA del CNR.

(1) Se @< @G, Q%= V @7, la chiusura normale di @ in &, @¢= A @7, il noc-
ciolo di @ in G. 9€6 9€6



.

270 Giorgio Busetto

th. E), si prova inoltre che i sottogruppi localmente ciclici periodici
modulari sono iperciclicamente immersi (°) nei gruppi privi di fat-
tori di Tarski (2) (cfr. teorema 1.11). Nel secondo paragrafo si d& an-
zitutto un teorema sulla struttura della chiusura normale Q¢ di un
sottogruppo localmente ciclico aperiodico modulare  di un gruppo ¢
supposto privo di fattori di Tarski nel caso che ¢ non sia quasinor-
male (cfr. teorema 2.2); inoltre si dimostra, usando i risultati ottenuti
nel primo paragrafo, che il gruppo abeliano T'(Q¢) costituito dagli ele-
menti periodici di @¢ & contenuto nell’ipercentro di G se @ & quasi-
normale (cfr. corollario 2.9); se poi ¢ é soltanto modulare 7(Q¢) & iper-
ciclicamente immerso in G ammesso che @ sia privo di fattori di Tarski
(cfr. corollario 2.13). Infine nel terzo paragrafo, come applicazione dei
risultati ottenuti, si d4 una caratterizzazione reticolare della classe
dei gruppi iperciclici (°), classe che si sapeva gia essere proiettivamente
invariante ([15]); tale caratterizzazione generalizza quella data da
R. Schmidt per i gruppi supersolubili finiti ([11]).

1. — Tl presente paragrafo sara dedicato allo studio delle proprieta
di immersione in un gruppo G dei sottogruppi modulari localmente
ciclici periodici.

All’uopo cominciamo col ricordare, per comoditd del lettore, una
ben nota proposizione:

1.1 PROPOSIZIONE. Sia 7 un insieme di numeri primi e sia Q un
7-sottogruppo localmente nilpotente periodico quasinormale di G. Allora
la sua chiusura normale Q¢ (1) é un m-gruppo periodico localmente wnil-
potente.

Dim. @ é ascendente in & ([12], th. A). La conclusione segue allora
da [9], th. 2.31, vol. 1.

1.2 LEMMA. Sia @ un sottogruppo localmente ciclico di un gruppo
G =1{4Q, g1y ey gny, N < 00. Se Q & modulare in G ¢ G & privo di fattori
di Tarski (2) se @ non & quasinormale, risulta |Q%:Q¢| (3) == 0.

Div. Risulta |@9:Q] = 0 ([13], coroll. 4.3. Si osservi che, per i sot-
togruppi quasinormali, la dimostrazione di tale corollario vale senza

(2) Un gruppo T si dice di Tarski se ¢ un gruppo infinito in cui tutti i
sottogruppi propri hanno ordine primo. Un gruppo @G si dice privo di fattori
di Tarski se non compaiono gruppi di Tarski come quozienti di sottogruppi di G.

(®) Se H<G@ Tindice |G:H| di H in @ si assumerd di essere zero se
|{gH|g € G}l Z No-
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Pipotesi che G sia privo di fattori di Tarski) e quindi Q¢/Q ¢ perio-
dico di esponente finito. Pertanto il gruppo localmente ciclico Q/Qq
deve essere finito e dunque come volevasi |Q¢.Qs| 5= 0.

1.3 LEMma. Sia G un gruppo e Q un sottogruppo quasinormale ma

non normale di G di ordine primo p. Allora Q° é contenuto nel centra-
lizzante Co(<w € G| |@| (*) = 0>V O0?(G) (%)).

Dim. Sia x€ & con (|z|,p) =1 oppure |z| = 0; allora z appar-
tiene al normalizzante Ng(@?) per ogni g € G, nel primo caso perché
un sottogruppo di Sylow quasinormale di un gruppo finito é normale,
nel secondo caso per [12], lemma 2.1. Poiché¢ Q<4@, esiste dunque
un p-elemento y € G\ N¢(Q). Ai nostri fini non sara restrittivo sup-
porre 6 = (Q,y,z>. Posto T = <(Q,y> = Q{y>, T & un p-gruppo e
da Q= Q7 e da [3], lemma 3.1, segue che Q¢ & abeliano elementare
d’ordine p2 e @, = Q°A<y) é di ordine p e si ha y € C4(Q,). I1 numero
dei sottogruppi di ordine p di @¢ & p 4+ 1 e il numero dei coniugati
di @ in G & dato da |T:N,(Q)| = p. Quindi @, é I'unico sottogruppo
di ordine p di Q¢ normalizzato da y. I coniugati di ¢ sono quasinor-
mali in G, pertanto x € Ny(Q?) per ogni ge @, e quindi z e Ny(Q,).
Si consideri yx; deve risultare p| |yz|+ 0, in quanto y ¢ Ny(Q). Se
(&> & il p-sottogruppo di Sylow di {yx), risulta @¢= @7 = @<?, Come
prima risulta |@Q°A<z)| = p e quindi [Q°A (yx>| = p. Posto Q,= QA
Ayx>, & yr e O¢(Q,) e cosi y € Ng(Q,). Ma Punico sottogruppo di or-
dine p di Q¢ normalizzato da y & @,, per cui @, = @,. Pertanto {yx, y> <
< 04(@,) e quindi € O¢(Q,). Poiché x induce un automorfismo po-
tenza su Q¢ ne segue x € Ug(QF).

Come conseguenza di 1.3 si ha il seguente corollario:

1.4 COROLLARIO. Sia G un gruppo e @ un sottogruppo quasinor-
male ma non normale di G di ordine primo p. Allora Q¢ é contenuto nel
secondo centro Z,(G) di G.

DiM. Q¢ normalizza i p-sottogruppi di G, e centralizza 0?(G)\<{x e
e@| |#| = 0> (1.3). Pertanto Q¢ & contenuto nella norma N(G) (%)
di G. Ma N(G)<Z,(G) ([10]).

(4) 11 periodo || di un elemento x di un gruppo G si assumera essere zero
se (x> & ciclico infinito.

() 07(@) = we@|pfla| e |x] #0>.

(°) N(G)= N\ Ng(H).

B G
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1.5 OSSERVAZIONE. Sia @ un sottogruppo localmente ciclico modu-
lare in G ¢ @ sia privo di fattori di Tarski se Q non é quasinormale, e
sia p un primo. Detto d(Q) il massimo sottogruppo p-divisibile di Q ri-
sulta d(Q)<G. Infatti |Q[Q | < oo per ogni we G (1.2); poiché
Q)0 0.05/Qay € D-divisibile, si deve avere d(Q)<Q.- Ma allora
dQ)< NQ® ¢ quindi d(Q)<G. In particolare, se Q¢= {1, allora @ ¢

xeq@

privo di sottogruppi p-divisibili.

Prima di continuare la nostra analisi diamo alcuni criteri che ci
serviranno a garantire la quasinormalita di certi sottogruppi conte-
nuti in sottogruppi quasinormali.

N

Un primo criterio, d’altronde probabilmente noto, ¢ il seguente,
che generalizza un risultato di It6 e Szép ([5], cor. 1).

1.6 PROPOSIZIONE. Sia @ un sottogruppo quasinormale periodico di
un gruppo G e A un sottogruppo mormale di Q tale che gli ordini degli
elementi di A sono coprimi con gli ordini degli elementi di Q[A. Allora A
¢ quasinormale in G.

Div. Sia 7 = {¢g|¢ ¢ un primo ed esista a € A di ordine ¢}. Sia
poi x € G. Se |x| = 0, allora @ € Ny(Q) ([12], lemma 2.1) e percid z €
€ Ny(4), dato che A & caratteristico in . Possiamo quindi supporre
|¢| # 0, anzi x| = p™, ove p & un primo.

Distinguiamo 2 casi:

a) p ¢n. |Q7<x) .Q?| divide p™ per ogni ge @, onde Q/Q .5 & Un
p-gruppo, per cui A <@,y © ¥ € Ng(4).

b) p € n. Essendo @ subnormale in @<x) (@ & ascendente ([12],
th. A) e di indice finito in Q<{z)), tale & A. Pertanto A<®* ¢
un z-gruppo ([9], th. 2.31, vol. 1) e quindi <{4,x)> & un
zm-gruppo. Pertanto <4, x>AQ = 4 < Alx).

'}

Un altro criterio & poi dato dalla seguente proposizione:

1.7 PROPOSIZIONE. Sia @ un sottogruppo quasinormale ciclico di un
gruppo G. Allora ogni sottogruppo di @ é quasinormale in G.

La proposizione 1.7, di cui non & difficile dare una dimostrazione
diretta, ¢ anche una facile conseguenza di un risultato di Naka-
mura ([7]), che afferma che se un sottogruppo quasinormale di un
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gruppo finito @ & dotato di un solo sottogruppo normale massimale M,
allora M & quasinormale in G, ed & anche un caso particolare del
seguente interessante criterio non pubblicato, dovuto a Napolitani;
’autore ci ha gentilmente concesso di riportarlo qui con relativa di-
mostrazione.

1.8 ProPOSIZIONE (Napolitani). Se H e K sono sottogruppi quasi-
normali di un gruppo G e se K = H<{x), allora ogni sottogruppo T di G
tale che H<T <K é quasinormale in Q.

Dim. Si osservi innanzitutto che per ogni # € N tale che n divide
|K.H| esiste ed ¢ unico H<L<K tale che |K:.L| = n; sia infatti
(ey NH <<z) < <x) I'unico sottogruppo di (x> tale che |{x):{z)| = n;
posto L = H{z), si ha |K:L| = |[{x):{e)| = n; Punicita di L discende
dalla unicita di <z).

Sia ora H<T<K. E sufficiente provare che ST = TS per ogni
sottogruppo 8 = (H,y)> di G con |S:H|=p™ o 0, p un primo.

Se S< K, allora S = H(SA<#)). Da T = H(TN<{x)) segue ST =
= H(SAN&)(eONT)H = H(TN<{x)>)(SA<x))H = TS. In particolare T
¢ quasinormale in K, e quindi ascendente in G.

Poiché HS< S & quasinormale in @, sostituendo eventualmente ai
gruppi H, T, K rispettivamente i gruppi HS, TH* ("), KH*, si puo sup-
porre H<aS. Posto J = K8, distingniamo due casi:

a) |S:H| = p".

Supponiamo dapprima |K:H| 0.
Poiche T=H({(e)AT)= V(e >N\ T)H, ove gli <e>A\T[{x>N\H sono

i sottogruppi di Sylow di <s)AT/[{x)A\H, & sufficiente provare che
8T = TS quando |T:H| = g™, q primo. Poiché¢ K/K, & un p-gruppo,
se g %= p risulta H<T <K, e allora 8 normalizzando H e K,, norma-
lizza anche T per I’osservazione iniziale, per cui 87 = T'S. Supponia-
mo allora ¢ = p e supponiamo anzitutto che 7' coincida con I'unico sot-
togruppo B> H di K tale che |B:H| & potenza di p e p non divide |K :B|.
Allora, poiché |J/H,|< co, per Maier-Schmid ([6]) H/H,<Z«(J/H,)
per cui T/H,= P/H,x M/H, ove P/H, e M/H, sono rispettivamente
il p-sottogruppo di Sylow e il p’-sottogruppo di Hall di T/H, e M <J
aq

in virtu di 1.6 applicata a H/H,. Inoltre P<aT e T ¢ subnormale
in J (T é ascendente e di indice finito in J); ma P/H, ¢ di Sylow in

() (TH®5)S = T(HSS) = TS.
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K|/H, e pertanto P/H,<K/H,; ancora dalla proposizione 1.6 segue
P<J e quindi 7 = PM<J.

q
qSia ora T<B = H({wy\B)<J. Sostituendo B con K se B+~ K,
'3

si pud supporre |K:.H| potenza di p, e quindi anche, passando even-
tualmente al quoziente modulo H, che J sia un p-gruppo finito. Sia
ora J>R>S8 tale che |J:R| = |J|/|ST|. Allora R = (KSAR) = (KA
AR)S; essendo [K/H] (!) una catena, sard R = (KAR)S = TS e per-
tanto T & permutabile con 8.

Supponiamo ora invece |K:H| = 0.

Sar4 H<dJ ([12], lemma 2.1) ed essendo K,/H normale in J/H e
ciclico, si avrd TAK,<1J; escludendo il caso banale H = T si ha
|K:TNK,;| # 0 ed assumendo H = TAK, si & cosi ricondotti al caso
precedente in cui H ha indice finito in K.

b) |S:H|=0.8e |K:H| 0, allora |J:K| = 0. Pertanto K<adJ e
percid T<T8S. Se |K:H| =0, allora H<1J ([12], lemma 2.1);
siha K<aJ e quindi T<==J se KAS = H; se invece KAS == H,
allora |J:(KAS)s 5 0 e si & ricondotti al caso a).

Tenendo conto di 1.5, 1.6, 1.7 si perviene al seguente corollario:

1.9 COROLLARIO. Sia @ un sottogruppo quasinormale periodico local-
mente ciclico di un gruppo G. Allora ogni sottogruppo di Q é quasinor-
male in G.

1.10 LEMMA. Sia @ un sottogruppo quasinormale periodico local-
mente ciclico di un gruppo G, M <Q e xe . Allora {x>¢ ha esponente
|¢| e pertanto QME/MS é non identico se M 5= Q. Inolire, se @ ha noc-
ciolo identico in @, identico é pure il nocciolo di Q M¢/M¢ in G/MPS.

DmM. Da 1.1 e 1.9 segue che @¢ risulta essere il prodotto diretto
discreto delle chiusure normali dei sottogruppi di Sylow di @. Ci si
pud quindi ricondurre facilmente al caso che @ sia un p-gruppo, ove p &
un primo. Per la prima parte si usi poi induzione su |z| e il fatto che
{x> & quasinormale in G. Per la seconda parte si osservi che, per 1’os-
servazione 1.5 @ & un p-gruppo finito e che, per induzione su |Q|, si
conclude se il risultato & vero per M = 2,(Q) == Q. In tale caso, posto
H = M¢, risulta H < Z,(@) (1.4) quindi M*Z(G)<1G se g€ G. Da M7 A

(8) Se H<LK, con [K/H] si denota il reticolo dei sottogruppi di K conte-
nenti H.
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NZ(G) = (1), segue H = M x (HA\Z(@)). Sia N/H il nocciolo di QH/H
in G/H. Allora N = H(Q'A\N) = (HAZ(@)) X (@?AN). Dato che @ &
privo di nocciolo, N risulta cosi essere un prodotto subdiretto di
p-gruppi abeliani elementari e quindi ha esponente p, percio N =H.

Siamo ora in grado di provare il risultato centrale del presente
paragrafo:

1.11 TEOREMA. Dato un gruppo G, sia Q un sottogruppo periodico
localmente ciclico privo di mocciolo e modulare in G.

a) Se Q é quasinormale in G, allora Q¢< Zy(G), Vw-ipercentro di G.

b) Se G ¢ privo di fattori di Tarski, allora Q¢ é iperciclicamente
immerso (?) in G.

Dim. a) E sufficiente provare che la chiusura normale di ogni
sottogruppo di Sylow di @ é contenuta nell’w-ipercentro di @, per
cui non sara restrittivo supporre (1) = @ essere un p-gruppo e per 1.5
sara || = p™. Mostriamo che Q¢<Z,,(G) usando induzione su =, la
cosa essendo vera per n = 1 in virtld di 1.4. Posto L = (2,_.(@))
per l'induzione L<Z,,_,(@). Da 1.10 segue che QL/L ha ordine p
ed & privo di nocciolo in G/L. Da 1.4 si ricava Q¢ L<Z,(G/L), per
eui Q°<Zy, 5_1(G) = Zya(@).

b) Se @<@, G ha la Schmidt-struttura (°) rispetto a @ ([13],
q

Th. E), quindi ¢ = A XB ove A & un prodotto diretto discreto di
P-gruppi (*°) non abeliani di Hall in G, Q9= A x K¢ ove K= QAB
€ quasinormale in G. K¢<Z,(G) per a) e inoltre A & chiaramente iper-
ciclicamente immerso in G. Quindi tale & Q°.

1.12 OSSERVAZIONE. Sia @ un sottogruppo di G periodico localmente
ciclico quasinormale e privo di nocciolo in G, e sia Q, il p-sottogruppo
di Sylow di @ con |Q,| = p". Se esiste n € N tale che n>n, per ogni p,
la dimostrazione di 1.11 a) dice anche che Q¢ < Z,,(G), il 2n-esimo cen-
tro di G.

(*) Se K < H sono sottogruppi normali di un gruppo G, H/K si dice iper-
ciclicamente immerso in G' se e solo se per ogni N<I(@, con KN < H,
H/N contiene un sottogruppo ciclico C/N non identico e normale in G/N.
Un gruppo @ si dice iperciclico se G & iperciclicamente immerso in G.

(1°) Per la definizione di Schmidt-struttura e di P-gruppo si rimanda a [13].
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1.13 OSSERVAZIONE. In 1.2 e inm 1.11 b) non si puo tralasciare
Dipotesi che G sia privo di fattori di Tarski, ¢ gruppt di Tarsks fornendo
dei controesempi.

2. — Passiamo ora allo studio delle proprieta di immersione in un
gruppo G dei sottogruppi modulari localmente ciclici aperiodici.

2.1 LemMmA. Sia G un gruppo € @ un sottogruppo modulare local-
mente ciclico aperiodico di G e si abbia G = Q, g>. Se G ¢ privo di fat-
tori di Tarski mel caso che Q@ non sia quasinormale, sono verificati ¢
sequenti fatti:

i) T(Q¢) (1) é un gruppo ciclico finito.

ii) @°= QT(Q°) = QVe*.
iii) Se |g] % 0 e g € C4(P) ove P<Q ¢ |Q:P| 5= 0 allora {g> = T(G).
iv) T(Q%) < Z,(G) per qualche n € N se Q é quasinormale in @.

DmM. i) & |Q%/Q¢| < oo per 1.2. Poiché Qo< Z(Q°), il derivato (Q¢)’
di @¢ & un gruppo finito ([9], Th. 4.12, vol. 1) e pertanto T(Q°) ¢ un
sottogruppo periodico di G. Da [T(Q¢)/<1>] =~ [T(9%Q/Q] ~ <[QV
V<> [Q] = [<g>/<{g>\Q] segue che T(Q€) & ciclico.

ii) B (Q°%)'<T(Q° (vedi i); pertanto Q¢/T(Q°) é un gruppo abe-
liano senza torsione ed & anche localmente ciclico in quanto il gruppo
localmente ciclico @,T(Q¢)/T(Q°) vi ha indice finito. Dunque Q¢/Q,T(Q°)
¢ ciclico e pertanto QT(Q¢% <@ da cui Q9= QT (Q¢). La seconda ugua-
glianza deriva poi facilmente dalla prima e da i).

iii) B P<Z(G) e, per 1.2, |G:P| s 0. Pertanto |G'|< oo e cid
implica che T'(@) & un sottogruppo periodico di G e da [T(G)/(1)] ~
= [QT(3)[Q] = <[QV<([Q] = [Kg>/{g>NQ] = [{g>[<1>] segue T(G) =
= {g> visto che {g><T(G).

iv) Q%/Qs<Z,(G/Qs) per qualche n << co (1.12). Quindi T(Q°)-
‘Qe/Qe<Z,(G/Q¢). Ma Q. & aperiodico e T'(Q¢) periodico, percid T(Q¢) <
<Z,(@).

I1 seguente teorema d& informazioni sulla chiusura normale dei sot-
togruppi modulari localmente ciclici aperiodici.

(1) Se @ & un gruppo, con T(G) si denota il sottogruppo di G generato
dagli elementi di G di periodo non nullo.
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2.2 TEOREMA. Dato un gruppo G, sia @ un sottogruppo localmente
ciclico aperiodico modulare in G ¢ G sia privo di fattori di Tarski se Q
non é quasinormale. Allora T(Q€) é un gruppo abeliano su cui @ induce
automorfismi potenza, Q¢ = QT(Q°) e inolire, se Q é quasinormale in @,
Q¢ ¢ un gruppo modulare (12).

DmM. Sia t€Q¢ con |t| 5= 0; allora esiste K <@, K finitamente gene-
rato modulo @7, tale che @? < K e t € (¢°)*. Da 1.2 segue |(Q?)%/(Q?)g| < oo.
Inoltre (@7)x < Z((Q?)¥). Pertanto, applicando 1.2 iii) al gruppo <@7, ¢,
si ha () = T'(KQ7,t>) e percid @< Ny(<t)>). Dunque <{t)<1Q¢ Inoltre
data la modularita di ¢¢ in G, @7 non pud indurre ’automorfismo inver-
sione su un sottogruppo ciclico di ordine 4 di 7(Q¢); ne segue che
T(Q¢ & abeliano. Da 2.1 ii) segue subito Q¢= QT(Q¢). Se poi Q &
quasinormale in @, da T(Q¢) = V T((@")<?"?) e da 2.1 iv) segue

9,he@

che @ induce p-automorfismi potenza sui p-sottogruppi di T(Q¢) per
ogni primo p e quindi Q¢ & un gruppo modulare ([14], th. 17, cap. 1).

2.3 LEMMA. Sia @ un sottogruppo quasinormale localmente ciclico
aperiodico di un gruppo G, tale che |Q/Qc| = p*, ove p ¢ un primo. Allora
T(Q°) ¢ un p-gruppo e exp T(Q°) = p.

Dim. La prima affermazione discende da 1.1. Poiche [@/Q¢] & una
catena, esiste x € G tale che @, = QAQ® Inoltre T(Q°) = V T(Q»\/Q")

9,heq

ed & abeliano (2.1 ii), 2.2). Pertanto & sufficiente provare che |T(QV
V@?)| = [Q/QAQ?| per ogni ge@. Risulta [T(QVQ)/<1>] = [QTQV
V@) Q] = [QVQ°/Q?] =~ [@/QAQ?]. Poiché T'ordine di un p-gruppo ci-
clico e individuato dal reticolo dei suoi sottogruppi, si conclude.

2.4 LEMMA. Sia @ un sottogruppo quasinormale localmente ciclico
aperiodico di un gruppo G, e sia Q<H <G tale che |Q/Qx| = p™. Sia
R|Qy = 2,(Q/Qx), r<n e sia N<@ tale che T(R¥)<N <T(Q° con N
p-gruppo di esponente p'. Denotati con ~ i quozienti modulo N, risulta

1Q/ Qzl ="

DiM. R e quasinormale in H (1.9), pertanto R¥ = RT(R¥) (2.2), e
percio R<H onde R <@;. Poiché exp T(R¥)=p" = exp N e exp T(Q¥)=
= p" (2.3), ne segue exp T(QF) = p" " e quindi ancora da 2.3 si ricava
che Q/R & privo di nocciolo in H/R e pertanto R = @Q-.

(12) Un gruppo G si dice modulare se il reticclo L(G) dei sottogruppi di G
& un reticolo modulare.
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Un primo risultato sull'immersione & la seguente proposizione, che
fornisce una stima migliore di quella data da 1.12.

2.5 PROPOSIZIONE. Sia @ wun sottogruppo quasinormale localmente
ciclico aperiodico di un gruppo G tale che |Q/Qq| = p™, n>1. Allora
T(Q%) < Z.(G).

Dm. Facciamo induzione su n. Se n = 1 allora Q%/Q.<Z,(G/Q.)
(1.4). Posto allora 4/Q;= Z(G/Q:)N\Q°%/Qqs, risulta (@/Qc)(4/Q¢)<1G/Q; €
percid Q%/Qo= (@/Qc)(4/Qq). Quindi [Q°: 4| = p. Poiché Q¢ = QT(QY),
posto B = Q,T(Q°), risulta |Q¢:B| = p. Inoltre A <@, B<@. Se A+ B,
allora AB=Q¢% e |[AJAAB| = p = |B/[AAB|. Poich¢ AANB>Q,, ri-
sulta Q9/ANB<Z(G/AAB), ma cid & assurdo, essendo @ una chiu-
sura normale. Quindi A = B e [T(Q9), G]1<Q:NT(Q°) = {1)>. Sia ora
n>1. Posto L/Q¢= £2:(@/Qc), L & quasinormale in G, e denotati con — i

quozienti modulo T(L€), da 2.4 segue |Q/Q;] = p—* e quindi, per
induzione, T(Q%) < Z,_.(G). Pertanto [T(Q%), G, G, ..., G1< T(L%) < Z(G)
e si conclude. n“ 1

2.6 COROLLARIO. Sia @ un sottogruppo quasinormale localmente ci-
clico aperiodico di un gruppo G = {Q, g, ..., g>. Allora T(Q¢) =

n
= V T(Q%) ove G,= {Q, g;> e pertanto T(Q¢) ha rango al piw n.

i=1

DiM. Si pud supporre |@/Q,| = p™, ove p & un primo. Facciamo
induzione su m. Supponiamo dapprima m = 1. Facciamo induzione
su n. Se n =1 allora T(Q€¢) & ciclico. Sia allora »>1. Possiamo
supporre |Q/Q¢, | ~p Sia B =<, g1, ...y gn_1y. Per induzione su »
si ha T(QF) = \/ T(QG‘) Inoltre T(QR)T(QG")<Z(G) (2.5). Pertanto

i=1

QT@)T@Q) =G e quindi T(Q°) = v Q%) .

i=1

Sia ora m>1 e sia L/ng QI(Q/QG). L & quasinormale in @. Posto
K =<LL,¢1,.c.o0ny, Ki=<L, 9>, % =1, ..., n, risulta L¢ = L e L& =

= L%, 8i é provato che T(L¢) = \/ T(LS). Denotati con — i quo-
ZIentl modulo T'(L¢%), risulta ]Q/Q—| = pm— (2.4). Dall’mduzmne T(Q¢) =
= \/ T(Q@%) e cosi T(Q%) = V T(Q%) T(L®); ma \/ Q%) > V T(L&) =

i=1 i=1 i=1 i=1
= T'(LS) e si conclude.
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2.7 PrROPOSIZIONE. Sia Q<G wun sottogruppo quasinormale local-
mente ciclico aperiodico, e sia @<B<G tale che @, <1>. Sia p un
primo e R|Q, un p-sottogruppo di Q/Q, (R[Q, é un p-gruppo finito per
1.5) e |R/Q;| = p™. Allora T(R®)<Z;.(G).

Diwm. R<B Da 2.6 discende che T(R®) = v T(R@D); & quindi

sufficiente provare che T(RY)<Z,,(d),beB. Pomhe [RQ (0,059 0.0
divide |R/Qg| e risulta T(R9Y) = T((RQq)%"), si pud supporre

B =<0, 9>, g€ (. 8ia (a) = A = T(R?); |A| = p" (2.3). Sia H<G con
H>B e finitamente generato modulo B. Proviamo che A<Z,,(H)
facendo induzione su #. Supponiamo dapprima n» =1 e sia Q/Qy=
= L/Qy X Ly/Qy, ove L/Q, & il p-sottogruppo di Sylow di Q/Qy. Allora
T(Q") = T(L¥) x T'(L?), ove T(L¥) & il p-sottogruppo di Sylow di
Q") (2.3). Da R<LQ,, segue A<T(L*). Dato che [L/Qy] & una
catena, esiste h e H tale che Qy= L;y, proviamo che [4, (h)]<
<Z(H). Posto M = (L, g, h) essendo L quasinormale in H > M, T(L¥)
& un p-gruppo abeliano di rango al piu 2 (2.3, 2.6) e T(L¥*)>T(L*)> 4.
Inoltre posto C = T(8¥) ove S/L, = £,(L/L,), siha |C|<p®e C<Z(H)
(2.5). Risulta anche 4 <Z (M) per qualche » (2.5). Pertanto da [4,
(hyl<AC, segue [A,<h)]<C<Z(H). Sia ora v H. Se Ly .= Qx,
si & visto che [4, <x)]<Z(H). Altrimenti risulta L ., = @x; se in-
fatti Lg > Qn 81 avrebbe L 15> Lig 05> @u, impossibile. Da [zh,
a] = [#, a]*[h, a] segue pertanto [z, a] € Z(H) e quindi 4 = {a) <Z,(H),
data Parbitrarietd di z. Sia ora n>1 e sia N = (T(P?))%, ove P/Q,=
= ,(R/Q;). Poiché P>@Q, si ha P <H e, per quanto si & appena visto,

Q

si ha N <Z,(H). Denotati con — i quozienti di H modulo ¥, si ha
|B/R;| = p»-* (2.4). Per linduzione T(R?)<Zy, (H). Ma allora
T(R?) < Zyn_1)2(H) = Z,,(H). Poichée H é un qualunque sottogruppo
di G contenente B e finitamente generato modulo B, si ha T(R®)<
<Zya(@).

2.8 OSSERVAZIONE. Sia @ wun sottogruppo quasinormale localmente
ciclico aperiodico di wn gruppo G. Deitto T il p-sottogruppo di Sylow
di T(Q¢), se expT = p*< oo, allora T <Z (G). Infatti da 2.3, 2.5 segue
che per ogni Q<K <@ tale che Qr=~ (1), il p-sottogruppo di Sylow di
T(Q%) é contenuto in Z (K). Ne seque T<Z (G).

La proposizione 2.7 da come corollario il seguente:

2.9 COROLLARIO. Sia @ un sottogruppo quasinormale localmente ci-
clico aperiodico di un gruppo G. Allora T(Q°) <Z,(G).
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DiM. Sia 2 un p-elemento di 7'(Q¢). Esiste K <@, K> @ e finita-
mente generato modulo @ tale che x € T(R¥), ove R/Qx & un p-sotto-
gruppo di @/@Qx Da 2.7 segue x € Z,,(G) per qualche #.

2.10 OSSERVAZIONE. In generale, se Q é un sottogruppo quasinor-
male localmente ciclico aperiodico di un gruppo G, non é vero che Q¢<
< Zo(@), anche se Q non & normale, come prova il sequente facile esempio.

Sia @ = (¢, b| |¢e] =0, |b] =2, b~1¢hb = ¢~*). Posto a = cb?, ri-
sulta |a| = 0, ¢a) quasinormale in G e |<a)/{adq| = 2"—2. Infatti si
verifica facilmente che <{a)>{cb’> = G se j & dispari, ed & abeliano
se j & pari. Poiche inoltre T'(<a)?) = <{b*), da 2.3 segue [<a)[{a)¢ =
= 272, e {a) $Z»(@) dato che b-1ab{(b*) = a=—1<b*>.

Usando i risultati ottenuti sulle proprietd di immersione dei sotto-
gruppi quasinormali, esaminiamo ora la situazione dei sottogruppi
modulari localmente ciclici aperiodici nei gruppi privi di fattori di
Tarski.

Verra usato nel seguito il seguente ben noto risultato:

2.11 PROPOSIZIONE. Ogni sottogruppo di un sottogruppo localmente
ciclico periodico, privo di nocciolo e modulare in un gruppo G privo di
fattori di Tarski, é modulare in G.

DiM. Discende facilmente da [13], th. E e da 1.9.

2.12 PROPOSIZIONE. Sia G un gruppo privo di fattori di Tarski e @
un sottogruppo di G localmente ciclico aperiodico modulare in G. Siano
H=>Q, K>Q due sottogruppi di G tali che Qu {1), Q7 {1) e siano
R[Qu <1, 8/Qx+# 1> due p-sottogruppi di Q/Qu e Q[Qx rispetiiva-
mente, con |S8/Qx| = p™. Allora:

i) Se R ¢ quasinormale in H, allora S8 é quasinormale in K,
T(8%) < Z,,,(G) e il p-sottogruppo di Sylow A di T(Q°) é con-
tenuto in Z,(G); se inoltre exp A = pm< oo risulta A <Z,(G).

ii) Se R non é quasinormale in H, allora S8 non é quasinormale
in K (st osservi che R e¢ S sono certamente modulari rispetti-
vamente in H e K per 2.11), n = 1, T(R®)T(8%) é un q-gruppo
abeliano elementare ove q é un primo e p divide g —1, ¢ il
g-sottogruppo di Sylow B di T(Q°) é un gruppo abeliano ele-
mentare su cui G induce un gruppo di ordine p di automor-
fismi potenza.
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Dmm. Sia M<G, M = H\VK\VW, con W=>¢ finitamente generato
modulo Q. Poiché @/Q@xN\QzN\Qy © privo di sottogruppi divisibili (1.5),
tali risultano essere i gruppi localmente ciclici periodici Qx/QuN\QxA@Qy,
Qx/QuNQxN\Qy, QW/QH/\QK/\Qw- Nesegue M = HVVE\VW < Ng(QuA\QrA
AQw) e cosl @, = QuA\QxN\Qy+~ <1>. Sia L/Q, il p-sottogruppo di
Sylow di Q/Q,; L§M (2.11). Si ha Q<R <LQy, Qz<S<LQg; per-
tanto R = Qu(RAL), 8 = Qx(SAL) ed essendo L, <(RAL)A(SAL), si
ha RAL §M, S/\L§M (2.11) e cosi RAL §H, S/\L§K. Ne segue

T(R") = T((Qu(RAL))?) = T(@u(RAL)¥) = T(@u(RAL)T((R AL)¥)) =
=T((RAL)¥) < T(L™)(*) analogamente T'(8¥) = T((SA L)¥) < T(L™) (**).

i) T(R") & un p-gruppo non identico (2.3) e pertanto, essendo
L¥*= LT(L™), L*|L, non & un P-gruppo non abeliano. Da [13],
Th. E segue L< M e cosi L< K. Poiché Qz<S<LQy, si ha

q a
S < K (1.9). Essendo poi L, <SAL,sihaanche SAL< M (1.9),
aq Q
onde SAL < K. Da 2.3, essendo per (**) T(8%)= T'((SAL)®),

a
segue |SAL/Ly| = |8/Qx|; applicando 2.7 ai gruppi L< K < M,
si conclude che T(S8%¥)<Z,, (M), e quindi T(8%)<Z,, (G). Se
poi 2 € A, si possono scegliere K ed 8 in modo che x € T(8%);
pertanto A <Z,(G). Se poi exp A = p™<< oo, scelto M con-
tenente z, 2.8 fornisce v € Z,(M) e quindi z € Z,,(G).

ii) § non é quasinormale in K, altrimenti B lo sarebbe in H
per i). Inoltre da [13], Th. E, segue che L/Q,, e quindi anche
8/@x hanno ordine p e L*/L, ¢ un P-gruppo non abeliano.
Da L*= LT(L*) discende che T(L*¥), e quindi anche il suo
sottogruppo T'(8%)T(R¥) (*) (**), & un ¢-gruppo abeliano ele-
mentare ove ¢ ¢ un primo e p|¢—1, su cui M induce un
gruppo di ordine p di antomorfismi potenza. La conclusione &
ora facile tenuto conto che W & soggetto alla sola condi-
zione di esgere finitamente generato modulo Q.

La proposizione 2.12 da come corollario il seguente:

2.13 COROLLARIO. Sia G un gruppo privo di fattori di Tarski e Q
un sottogruppo di G localmente ciclico aperiodico e modulare in G. Allora
T(Q¢) ¢é iperciclicamente immerso in G.

2.14 OSSERVAZIONE. Si noti che, nelle ipotesi di 2.13, anche se per
ogni K <@ tale che Qg5 (1) il p-sottogruppo di Sylow 8/Qx di Q[Qx é
quasinormale in K[Qx, non é vero in generale che @ possieda sottogruppt
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non identici quasinormali in G, né che 8¢ sia un gruppo modulare, pur
essendo certamente 8 <G (usando infatti 2.11 si puo verificare facilmente
d

che S< M <@ per ogni M > K e finitamente generato modulo K, ¢ ¢io é

a
sufficiente affinché S sia modulare in G ([8], prop. 1.3)). Una prova
di questi fatti é fornita dal sequente:

EsEMPIO. Sia 7, = (p:);en Una successione di numeri primi in or-
dine strettamente crescente tale che per ogni n € N esiste un primo ¢,
che non appartiene a {pi, ..., p,} e che divide p,—1; sia poi m, =
= (q,)nen © Sia p un primo con p ¢ m;, Un,. E facile scegliere le suc-
cessioni di 7, e 7, e il primo p soddisfacenti tali condizioni usando il
teorema di Dirichlet ([2], cap. 7, Appendix 3, Th. 2). Per ogni n e N
sia 4, un p,-gruppo abeliano elementare non identico, ove p, é un
elemento della successione 77;; siano poi B un p-gruppo abeliano di
esponente infinito e H — ( @A,,)@B. Si definisca o€ Auf(H) nel

neN
seguente modo: o(b) = b'**", o(a,) = al ove t# 1 mod (p,) e t¥»=
=1 mod (p,) per ogni be B, a,€ 4,, p. € q, elementi rispettivamente
delle successioni 7, e 7,, n € N. Sia {¢) =@ e G = HQ il prodotto
semidiretto naturale.

Sono verificati i seguenti fatti:

i) G ¢ metabeliano e percio é privo di fattori di Tarski, Q é ciclico
infinito e modulare in G. Pertanto G soddisfa alle ipotesi di
2.2 e 2.12.

ii) Per ogni sottogruppo finitamente generato K di G contenente @,
detto 8/Qx il p-sottogruppo di Sylow di Q/Qx, risulta S < K.

a
Inoltre, per ogni n € N si pud scegliere K in modo che |S/Qx| >
>pn. ~
iii) Nessun sottogruppo non identico Q, di Q ¢é tale che (Q,)¢ é un
gruppo modulare e percid, per 2.2, @, non é quasinormale in G.

Dim. i) L’unica cosa da verificare ¢ la modularita di @ in G. Da [8],
prop. 1.3 segue che & sufficiente verificare la modularitd di @ in ogni
sottogruppo finitamente generato K di G che lo contiene. In tale caso
si verifica facilmente che K/Qx & un prodotto diretto di un numero
finito di P-gruppi finiti di Hall in K/Q, e di un p-gruppo finito modu-
lare di Hall in K/Q, e pertanto K/Q, ¢ un gruppo modulare, onde
essendo @ >Qy, si ha Q§K.
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ii) Discende subito dalla struttura di K/Qg, vista in i) e dalla
definizione di o.

iii) Sia g¢; un elemento della successione 7, che non divide |Q:Q,|.
Allora Q5> Q,4; e @, induce su A, un automorfismo potenza di or-
dine ¢, p;: Ma allora @, 4; non & un gruppo modulare ([14], th. 17,
cap. 1).

3. — Come applicazione dei risultati fin qui ottenuti, si perviene a
una caratterizzazione reticolare, e quindi proiettivamente invariante,
della classe dei gruppi iperciclici.

Ricordiamo la seguente definizione ([1]):

3.1 DEFINIZIONE. Un gruppo G é un F-gruppo se e solo se ogni
intervallo [H|K] di G di lunghezza (**) 2 con K modulare in H, é un
reticolo finito.

3.2 TEOREMA. Un gruppo G ¢ iperciclico se e solo se GeF e G
possiede una catena ascendente di sottogruppi {M,}, .., ove v é un ordi-
nale, M, = G, M,= {1, M, ¢ modulare in G, M,= \V My se « ¢ or-

B<o
-dinale limite e [M,.,/M,] é un reticolo distributivo a condizione mas-

simale.

DimM. Sia G iperciclico. Allora ogni H <@ possiede una X (14)-serie
normale ascendente che soddisfa le ipotesi richieste. Pertanto (1%)
G € X* (*%), in particolare G €, in accordo con [1], osservazione 1.
Viceversa, osservato che G ¢ privo di fattori di Tarski, ([1], osserva-
zione 1) sia N6 e sia 6 = min {e<y|M,£N}. Allora 6 ¢ un ordi-
nale non limite e quindi M;N/N ¢ un gruppo ciclico non identico.
Se M;N/N ha nocciolo non identico M/N in G/N, allora M/N é ci-
clico e normale in G/N. Altrimenti si applichi 1.11 b) nel caso che
M N|N sia ciclico finito e 2.13 nel caso che M;N /N sia ciclico infinito.

(%) Un reticolo L si dice di lunghezza n se e solo se n = max {|¢c|— 1},
ove ¢ varia nell'insieme delle catene di L.

(1) Un gruppo G appartiene alla classe X se e solo se i sottogruppi mas-
simali e modulari di ¢ hanno indice finito in G.

(*%) Ogni gruppo H dotato di un Z-serie normale ascendente & un X-gruppo.
Per provarlo si usi induzione transfinita e si tenga conto che ¥ = L(¥) ([13],
introduction), ove L(X) & la classe dei gruppi che sono localmente X-gruppi.

(1%) %X¢ ¢ la massima sottoclasse di % chiusa rispetto ai sottogruppi.
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