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REND. SEM. MAT. UN1v. PaDpova, Vol. 63 (1980)

Tecniche per risolvere problemi di Testa e Croce.

PAOLO MALESANI (*)

Nel capitolo 14 del volume [1] F. 8. Hillier-G. J. Lieberman con-
giderano un gioco di Testa e Croce arricchendo di pagamenti monetari
il processo stocastico.

Anche B. de Finetti nel capitolo 7 del volume [2] prende in esame
molte questioni legate a processi stocastici di lanci ripetuti di monete
perfette.

Nel presente lavoro, partendo dalle considerazioni di questi Autori,
studio due classi di giochi cosi definiti:

si lancia piu volte una moneta perfetta. Prima di ogni lancio
bisogna pagare 1 unita monetaria per partecipare al gioco. Non
& permesso ritirarsi prima che termini una partita. Quando una
partita termina si ricevono « unitd monetarie.

Le due classi di giochi ai quali fard riferimento nel seguito sono
definite dalla regola secondo la quale termina una partita; pilt preci-
samente indicherd con

¢, quel gioco nel quale una partita termina quando m é il valore
assoluto della differenza tra il numero di Teste e il numero di Croci;

Q,, quel gioco nel quale una partita termina quando m risultati con-
secutivi sono uguali (tutte Teste oppure tutte Croci).

¥5 e il gioco di cui trattano Hillier-Lieberman, i quali lo propongono
per introdurre la simulazione. In questo lavoro il gioco ¥, sara studiato

(*) Indirizzo dell’A.: Seminario Matematico dell’Universitd, via Belzoni 7,
35100 Padova.
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secondo molteplici metodologie e tale studio servira per introdurre le
successive considerazioni.

Invece De Finetti ha affrontato questioni relative a processi sto-
castici simili ai giochi Q,,, perd distinguendo Testa (chiamata anche
Successo) da Croce (chiamata Insuccesso).

Affronterd due tipi di questioni:

1) per quale valore di « un gioco ¥, o Q,, & equo?

2) indagare quale sia la probabilitd p, che la durata di un gioco &,
o @, sia n, cioé che una partita termini dopo » lanci della moneta.

1. — Equita di 7,.

Se il gioco ¥, viene reiterato indefinitamente per un numero illi-
mitato di partite, un modello matematico atto a descriverlo & una
catena finita di Markov con gli stati S,, 8;, 8;, 8;. Il sistema si trova
in 8, quando, nel corso di una partita, k¥ & il valore assoluto della dif-
ferenza fra il numero di Teste e quello di Croci. Si ha una transizione
ogni volta che viene lanciata la moneta. S, & lo stato iniziale, prima
dell’inizio della prima partita. La matrice di transizione P,= [p;;] e
il digrafo G; delle possibili transizioni sono:

11 digrafo G, & fortemente connesso: ne consegue che gli stati sono tutti
comunicanti e la catena & irriducibile. In G, il massimo comun divi-

\

sore delle lunghezze dei circuiti &€ 1: dunque la catena & aperiodica.
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Pertanto la catena & regolare e percid completamente ergodica. Posto
1) 11 = [7, 7y 705 705]

il vettore-riga delle probabilita asintotiche, queste costituiscono al-
lora I'unica distribuzione stazionaria di probabilita sugli stati e dunque
le 7;, possono essere calcolate risolvendo il sistema

(2) 1P, =11

con la condizione

(3) o+ 7+ Ao+ A= 1
Si trova

(4) II =[2/9 4/9 2/9 1/9].

Ad ogni transizione & associato un guadagno, che ¢ — 1 per tutte le
transizioni fuorché per la 8,-->8; alla quale compete il guadagno
a—1. Associamo il guadagno —1 anche alle transizioni impossibili
(oppure qualunque altro valore; la cosa & irrilevante come si vedri
dalle formule che seguiranno); costruiamo cosi la matrice R dei gua-
dagni associati a tutte le transizioni:

—1 —1 -1 —1
—1 —1 -1 —1
R = = [ry].
—1 —1 —1 o—1
—1 —1 -1 —1

Diciamo ¢, il guadagno atteso dalla prossima transizione, posto che
prima di essa il sistema si trovi in §;. Allora

3
(5) qr = z"'kipki
=0
da cui
(6) Go=0=q¢@=—1 ¢=a2—1

e di qui immediatamente si calcola il guadagno medio g per ogni

transizione
3

(7 g = ZQkﬂk: (x—9)/9

k=0

concludendo che il gioco T, & equo se e solo se a = 9. Si intuisce che 9
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& la durata media di una partita, visto che il gioco risulta equo se alla
fine di una partita ci si aspetta di ricevere quanto versato in prece-
denza prima di ogni lancio della moneta.

2, — Una partita di J;: studio analitico.

Per esaminare una singola partita di §; conviene atteggiarla a
catena di Markov con gli stati S,, 8i, 8., 8; (definiti come a para-
grafo 1) ed S,: questo ultimo & uno stato fittizio, definito come quello
a cui il sistema perviene e in cui rimane indefinitamente dopo essere
pervenuto in S;, cioé dopo la fine della partita.

La matrice di transizione e il digrafo G, delle transizioni possi
bili sono:

= 0 1 0 0
12 0 1/2 0
P,=| 0 1/2 o 1/2
0 0 0 0

H H o © O

_0 0 0 0 _
0=0=02080=
Ci serviranno le potenze P2 della matrice di transizione. Notoriamente
(I —2P;)! é la Z-trasformata di Pj, e con calcoli elementari si trova

(I—2P,) =
1 —2%4 2 2%[2 234 224
1—32%4 1—322/4 1—32°[4 1—32°/4 (1—2)(1—32%[4)
2[2 1 2[2 2*[4 2%[4
1—3284 1—322/4 1—322/4 1—32)/4 (1—z)(1—32%/4)
_ 24 2[2 1—222 2/2—2%4 2%[2 — 244
1—322/4 1—3z0/4 1—32°/4 1—322/4 (1—2)(1—32%/4)
2
0 0 1
0 1—=2
0 0 0 0 !
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Gli elementi di (I —zP,)~! sono funzioni razionali in z i cui denomi-
natori si possono scrivere come prodotti di polinomi di primo grado
a coefficienti reali. Pertanto ogni elemento di (I —zP,)! pud
essere scritto come somma di un polinomio in z (a coefficienti razionali)
e di funzioni razionali, ciascuna delle quali ha un numero reale
come numeratore e un polinomio di primo grado (a coefficienti reali)
come denominatore.
Si ottiene cosi:

1 1

9) (I——zl_’s)—lzzA+B+11_zC—]—1 +v§z/2D+1—v§z/2E
cone le matrici 4, B, 0, D, E definite come segue:
0 0 0 —1/3 1/37] - 1/3 0 —2/3 0  1/37
0 0 0 0 0 0 0 0 —1/3 13
A=|0 o0 o0 1/3—1/3 B=|—1/3 0 2/3 0 —1/3
0 0 0 0 0 0 0 0 1 —1
0 0 0 0 0 _ L 0 o0 o 0 0 _
0 0 0 0 17
0 0 0 o0 1
c=[0 0 o0 o 1
0 0 0 0 1
o 0 0o o 1|
13 —1/V3 1/3 —1/(3V3) —2/3 4 4/(3V3) ]
—1/(2v3) 12 —1/(2v3) 1/6 —2/3 +1/V3
D= 16 —1/(2v38) 1/6 —1/(6V3) —1/3 4+ 2/(3V3)
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 |
1/3 1V3 1/3 1/(3V3)  —2/3—4/(3V3)
1/(2V3) 1/2 1/(2V3) 1/6 —2/3—1/V3
E=] 1/6 1/(2V3) 1/6 1/(6vV3)  —1/3—2/(3V3)
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 B
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Invertendo la trasformazione Z e utilizzando gli indici §,; di Kro-
mnecker si ha

(10)  P; = 61sA + 6B + C + (—1)*(v/3/2)"D + (V3/2)*E = [p}]

Poiché S, & lo stato iniziale, la probabilitd p, che » sia la durata della
partita &

(A1) pa= Py =—081a[3 — (—1)"(+/3/2)"/(3+/3) + (v/3/2)*/(3v/3)

© 8i conclude allora che p,= 0 e

er - 0
(12) { [r=1,2,3,..].
Part = (1/4)(3/4)?

Abbiamo cosi provato che le possibili durate di una partita del gioco T,
sono 2r +1[r=1,2,3,...] e che la durata di una partita & una va-
riabile aleatoria a distribuzione geometrica con parametro 1/4.
Notoriamente, allora, 9 é la media di tale variabile aleatoria. Se
una partita dura 2r 4 1 lanci, « — (27 + 1) & il guadagno; anch’esso
© una variabile aleatoria a distribuzione geometrica con media o« — 9.
Si conferma cosi che (¢« — 9)/9 & il guadagno medio per ogni transizione.

3. — Una partita di §;: studio mediante grafi.

Poiché ad ogni lancio di moneta sono possibili due risultati, cos-
truiamo un multidigrafo G, analogo a G, tranne che gli archi a cui
in G; era associata la probabilitd 1 verranno ora rappresentati da una
.coppia di archi. La matrice associata a GF e lo stesso §F sono:

S O H O
S ©O o = o
S O H o ©
(I R = -

=
I
e 0 0 w &

3 ¢/
0= 0=0n0= 0
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Indichiamo con z¥ il numero dei cammini di GF che hanno lunghezza %,
origine in S, e termine in §; Posto.

(13) X+ = [af of of af af)
& evidentemente
(14) Xrli—= Xt M

cioé in forma scalare

ot = o

af*t — 20% 4 o}
(15) ot = gt

ot = af

it = 20k + 2a%

In n lanci della moneta sono possibili 2 sequenze di risultati, a ciascuna
delle quali corrisponde in §F un cammino di origine S, e lunghezza n.
Ma anche viceversa: ogni siffatto cammino identifica una ben deter-
minata sequenza di risultati di » lanci.

La partita termina in » lanci se e solo se quel cammino di lun-
ghezza » ha termine in S§;. Risulta dunque, indicando anche con 4,
il numero dei cammini di lunghezza » con origine in §, e termine in §;,

(16) P,=a32"=A4,[2"
Applicando ripetutamente le (15) e le loro inverse si ottiene

n =2V = A =200 A = 20 A =

= 205+ oy = a7y = 3ay "
cioé
(18) A, =34,

La (18) insieme con le ovvie condizioni iniziali

(19) A4,=4,=0 A, =2
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permette di calcolare la successione {4,} da cui, per la (16), le proba-
bilith delle possibili durate della partita, riottenendo i risultati di
paragrafo 2.

4. — Equita di Q,.

Analogamente a quanto fatto a paragrafo 1, ei riferiamo alla catena
di Markov con la matrice di transizione @; e il digrafo J¢, delle pos-
sibili transizioni:

Q3=

Il digrafo JX; non & fortemente connesso, ma i suoi nodi 8,, S,, S;
costituiscono una classe fortemente connessa che & I'unica classe finale:
dunque la catena di Markov ¢& irriducibile con i tre stati nominati che
sono persistenti mentre S, & transitorio. In J, il massimo comune divi-
sore delle lunghezze dei circuiti & 1: dunque la catena & aperiodica.
Essa ¢ allora regolare e percid completamente ergodica. Proce-
dendo come a paragrafo 1 si trovano le probabilita asintotiche

(20) IT =10 4/7 2]7 1]7]
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e, definita esattamente come un paragrafo 1 la matrice E dei guadagni,
si trovano anche i guadagni attesi dalla prossima transizione che sono
gli stessi della (6). Ne consegue, dalla prima uguaglianza contenuta
nella (7) e dalla (20), che

(21) g= qunkz (—7)7.

Dunque @, & equo se e solo se a = 7.

5. — Una partita di Q,: studio analitico.

Procedendo come a_paragrafo 2, ma per il gioco @, si hanno la
matrice di transizione @, e il digrafo J€,:

0 1 0 0 0
0 1/2 1/2 0 0
@=|0 12 0o 1/2 0
0 0 0 0 1

L0 0 0 0 1

OaO0=02 0= 0=
Si caleola quindi, senza difficolta,

(22)  (I—oQ) =24+ B+ 0+

1 1
+ + (\/5——1)2/41) i 1— (V5 + 1)z/4E
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con le matrici 4, B, C, D, I ora definite:

0 0
0 0
A= 0 o
0 0
K
K —2V5
0 (V5—1)/(2V5)
D=]o —1V5
0 0
K 0
0 2/V5
0 (1+v5)/(2v5)
E=]y 1V5
0 0
0 0

0 —1
0 0
0o o0
0 0
0 o0

1 1
0 0
0 B=]|o0
0 0
0_| K
(V5 4+ 1)V5
—1/V5
(V5 +1)/(2V5)
0
0
(vV56—1/V5
1/V5
(V5—1)/(2V5)
0
0

Di qui, invertendo la trasformazione Z,

(23)

QZ = 61,,11 + 60,,3 + C +
+ (—1)Y((B—1)/4)"D + (B + 1/4))"E

0—2 2 —1T7]

0 0—1 1

0 0 1-—1

0 0 1-—1

0 0 0 o]
0 0 0 0 17
0 0 0 o0 1

¢c=[o o o o 1
0 0 0 0 1
0 0 0 o 1|

— (V5 +3)V5 4Vs
(V5 +1)/(2v5E) (1—VB)VE
—(V5 + 3)/(2V5) 2/V5

0 0
0 0
(3—v5)V5 —4/V5

(V5—1)/(2V5) —(1 +VB)VE
(3—+5)/(2v5)  —2/VE

0 0

0 0
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e, infine, la probabilita p, che n sia la durata della partita:

(24)  Pa=—0buu+ 20— (—1)*((vB—1)/4)"(v/5 + 3)\/B +
+ (05 +1)/4)' G—vB) VB
In particolare si ottiene
Pi=p,=0  p,=1/(2)) p,=1/(2°) p;=2/(2%) ps= 3/(2°)
P:=5/(2%) ps=28/(2") py=13/(2) ecc.

Si intuisce che le probabilitd p, sono rapporti con denominatori le
successive potenze di 2 e i cui numeratori sono gli elementi di una suc-
cessione di Fibonacei:

(25) Pu= Qn[2" [n=3,4,5,..]
dove appunto

Ay = a; =1
(26) {

@y = Opy+ Opy [0 =2,3,4,..].

Questa intuizione & facilmente verificabile, attese le (24), in quanto
sussiste la

(27) 4P i3 = 2Pnt2+ Puta

ma pud essere messa meglio in evidenza mediante considerazioni sulla
numerositd di certi cammini in un multigrafo, come vedremo al suc-
cessivo paragrafo.

6. — Una partita di Q;: studio mediante grafi.

Analogamente a quanto esposto a paragrafo 3, la matrice associata
al multidigrafo J€F e il multidigrafo stesso sono:

0 2 0 0 07
0 1 1 0 0
M=o 1 0o 1 o
0 0 0 0 2

(0 0 0o o 2]
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() >,

Sia ancora x¥ il numero dei cammini che in J€¥ hanno lunghezza ¥,
origine in 8, e termine in §;; allora sussistono le (14) che in forma
scalare si serivono

2t =0

ot = 2% | ok | ok
(28) aktt = ak

agh = o

okt = 2% - 20k .

Applicando ripetutamente le (28) e le loro inverse si ottiene
(29) af=alt=a =220t a0t a0 =
= o+ o)t = a7 o
cioe, posto ancora 4, = a3,
(30) An=Ap 1+ 44
La (30) con le ovvie condizioni iniziali
(31) A,=A4,=0
permette di calcolare la successione {4,} da cui, essendo
(32) Pu= A,[2"

si conclude come a paragrafo precedente.

7. — Equita di 7,,.

La matrice di transizione P, = [p;;] ha nulli tutti gli elementi ad
eccezione di quelli qui sotto indicati, e il digrafo G, ha I’aspetto qui
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raffigurato:

{ Por=Pm =1
Pip1=DPepnn=1/2 [k=12,..,m—1]

11 digrafo ¢ fortemente connesso: la catena & irriducibile e i suoi stati
sono tutti persistenti. Perd il massimo comun divisore delle lunghezze
dei circuiti di G,, & 1 se e solo se m & dispari, altrimenti & 2; nel primo
caso la catena e aperiodica e dunque regolare, nel secondo caso & pe-
riodica di periodo 2.

11 sistema

(33) I =11P,

con la condizione

(34) Sa=1

=0

ammette sempre 'unica soluzione

m—1
Ty = m2
2(m—k
(35) M = 2m—k) po ) k=1,2,..,m—1]
1
Tm = e

che dunque ¢, per la (33), unica distribuzione stazionaria di proba-
bilita sugli stati, ma essa ¢ anche la distribuzione asintotica solo se m
¢ dispari. In questo ultimo caso, dopo aver osservato che la matrice
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R = [r;;] ha tutti gli elementi uguali a —1 fuorché 7,,—;.. che ha il
valore («/2)—1, e che pertanto i guadagni ¢, attesi dalla prossima
transizione se essa avviene a partire dallo stato S, sono definiti dalle

1 L _
(36) qk={ [kzem—1l

@/2)—1 [k =m—1]

& certamente corretto calcolare il guadagno medio per ogni transi-
zione con la

m a—m?
(37) g ::k%)ank ="z

e tale risultato & valido anche se invece m & pari, come vedremo
tra breve.

Anche in questo caso & possibile assegnare un significato proba-
bilistico alle z;, in modo da giustificare la (37). Ma ¢ preferibile sfug-
gire a questioni un po’ delicate, affidandosi al procedimento indicato
da Howard che abbisogna (ma non ¢ nemmeno indispensabile) solo
dellirriducibilita della catena di Markov. Si consideri dunque il
sistema

(38) g + V= q;+ Zp“v; [’l = 0, 1, 2, ceey m]

=0
nelle incognite ¢, v;. Posto v, = 0 & immediato verificare che la so-

luzione si ha con

ko
(39) Ve = [k =0,1,,.,m—1]

da cui, per 'ultima delle (38)

oo—m?
(40) g=—14v = —

come avevamo asserito. Dunque il gioco & equo se e solo se o« = m2.
Inoltre m? & la durata media di una partita.
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8. — Una partita di 7,..

A meno che non sia m = 2 oppure m = 3 non ¢ possibile (o almeno
non é facile) studiare una partita di 4,, con la metodologia utilizzata a
paragrafo 2. Infatti per una tale metodologla occorre scomporre in
fattori i denominatori di (I —2P,), ciod il determinante di I — 2P,,;
e quando m > 3 non é sufficiente sapere che esso si annulla per z = 1.

Ci rifaremo dunque alla metodologia che utilizza nozioni di teoria
dei grafi, come I’abbiamo esposta a paragrafo 3 ma con i ritocchi e le
complicazioni che si renderanno necessari.

La matrice M = [m,;] associata al multidigrafo §* ha tutti gli
elementi nulli, ad eccezione di quelli ora specificati:

Moy = My m=mmm:2
(41) { 01 1, ,

My m1 = My gt = 1 k=1,2,.,m—2].

Risulta allora, con le notazioni di paragrafo 3,

1] —_— —1
rg =y
mllc — 2xk—l + wk—-l
k
of =l ookl [r=2,3,..,m—2]

(42) " .
Tp—1 = wm—-Z

k — k-1
Tm = Pm—

k-1
Ty = 205, 4 2ah7Y

e da queste conseguono le

wg = 2xg "+ @y
o = 3xi 7+ a5
oy = 2wy 4 225" + w;z
(43) ok = ak? - 20Ft 4 ok [r =3,4,..,m—3]

x k-2
Ty = Ty + 200575

k
Cm— = xm—a + wm—-l

k k—2
Cm == Lm—2 -
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Supponiamo ora che m sia dispari
(44) m=2t+1 [t=1,2,3,..]

Allora dalle (43) segue subito che

(45) S 1)@ + D= 0

r=0

D’altronde dalle (43) si ha

ko ke
Toi—1 = Tat41

(46) Byig = Tyity— 205,
ok, = o —22¢—aF, [r=3,5,17,..,2t—3].

Allora, essendo A4, = z¥,, posto
n==FkK-+ 2t

se n & abbastanza grande la (45) tramite le (46) diventa una relazione
lineare fra

Ay Apgy Apygyeeey Ang

con i coefficienti tutti diversi da zero; poiché 1 & il coefficiente di A,
risulta dunque

@7) A, =SEA, .,

dove i combinatori &, sono facilmente determinabili e risulta che m é
il coefficiente di A,_,, che i loro segni sono alterni e che il coefficiente
di 4,_,; & m.

La (47) & una formula ricorrente che, dato m, permette di calcolare
ogni A, quando siano gia state calcolate le A con indice minore. Poiché
evidentemente A,= 0 se n <<m, mentre 4, = 2, consegue subito che
sono nulle tutte le A con indice pari. Per quelle con indice dispari
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risulta, ad esempio

m=3 = A,= 34,

m=5 = A,= BA,,— 54,

m=17 = A,= TA,,—144, ,+ T4,

m=9 = A,= 94, ,—27A4, ,+ 304, — 94,

m=11 = A, =114, ,— 464, ,+ TTA,¢—55A,_g+ 114, 1

da cui, sempre come esempio, ecco alcuni dei valori delle 4,:

m A, A 4, Ay Ay, Ay, Ay
3 2 6 18 54 162 486 1458
5 0 2 10 40 150 550 2000
7 0 0 2 14 70 308 1274
9 0 0 0 2 18 108 546

11 0 0 0 0 2 22 150

Calcolate le 4, risulta poi molto agevole la determinazione della pro-
babilita p,= A,/2" che n sia la durata della partita.
Se, invece della (44) sussiste la

(48) m=2+2 [t=1,2,3..]

e dunque se m & pari, dalle (43) segue subito la

t+1

(49) >(—1)2x,=0
=0
Ma per le (43)

ko k2
Lgy = Tapfe

(©0) Xy = wET? — 20k, solo se £>2
wh, = a¥? —22F—aF, [r=4,6,8,..,2t1—2]

20 = p¥*t 20k — k.
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Allora, posto
n==%k-42t+4+2
se n & abbastanza grande si ottiene
t+1

(51) A= ZErAn—zr
r=1

e si conclude, analogamente all’altro caso, che le 4, sono nulle se #
& dispari, mentre se n é pari, ad esempio:

m=4 = A,= 44, ,— 24,

m=6 = A,= 64, ,— 94,,+ 24,

m=8 = A,= 84,,—204,_,+ 164, — 24,4

m=10 = A4,=104, ,—354,,+ 504, — 254, s+ 24,

m=12 = A4,=124, ,—544, ,+ 1124, —1054, ¢+ 364,,,—24, ,,

da cui seguono alcuni valori delle 4,:

m 4, Aq Aq 4,0 A, 4, Aq
4 2 8 28 96 328 1120 3824
6 0 2 12 54 220 858 5900
8 0 0 2 16 88 - 416 1820

10 0 0 0 2 20 130 700

12 0 0 0 0 2 24 180

e risulta poi facile calcolare le probability p, che »n sia la durata di
una partita.

9. - Equita di Q,,.

La matrice di transizione @, = [p;;] ha nulli tutti gli elementi ad
eccezione di

{ P = Pm=1
Pra = Prptr = 1/2 [k = 1, 2, ey m—1]
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e il diagrafo J€, ha ’aspetto qui raffigurato:

Nel digrafo i nodi 8,, 8,, ..., 8,, generano una componente fortemente
connessa mentre un’altra é generata dal solo S,. Nella prima il mas-
simo comun divisore delle lunghezze dei circuiti & 1. Dunque la catena

\

di Markov e regolare e le probabilita asintotiche possono venire de-
terminate risolvendo il sistema :

(52) I =119,

con la condizione

(53) Sa=1

=0

Si trova ’unica soluzione

(54) _ ot

I guadagni q, attesi dalla prossima transizione a partire da S, sono
ancora dati dalle (36), e dunque il guadagno medio per ogni tran-
sizione &

T _a—(2m—1)
(55) g = kgﬂqkﬂk = om_ 1 .
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Dunque il gioco ¢ equo se e solo se o = 2™ —1. Inoltre 2™ —1 ¢& la
durata media di una partita.

10. — Una partita di Q,,.

Procedendo come a paragrafo 8, la matrice M = [m,;] associata

\

al multigrafo J¢ ¢ tale che

(56) { Moy = My mi1 = Mpt1,mt1 = 2

mkl = ’mk’k.;_l [k = 1, 2, esey m—"‘l]

mentre sono nulli tutti gli altri elementi.
Risulta allora dalla (14)

xt =0
57) oy =2x5t 4 i wy Tt L e
x =z [r=2,8,..,m]

'3 k—1 k—1
i1 = 28 + 2%y

e da queste seguono subito la

(58) =tk L 2
e le
(59) 2F = gkttt [1=1,2,...,m]

per le quali la (58) diventa
(60) Asim—e= Ak—m—a + Ak+m—4 + .4 A4, + -Ak—l

avendo posto ancora A4, = x%. Con riferimento alla successione {4}
la (60) dice che ogni A, & somma degli m —1 A, che la precedono,
pertanto la {A4,} & una successione di Fibonacei di ordine m — 2, con i
valori iniziali

Ai=4,=A;=...=A4,,=0 A,=2

Risulta allora facile calcolare la probabilita p,= A4,/2" che n sia la
durata di una partita.
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