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ReND. SEM. Mat. UN1v. Papova, Vol. 63 (1980)

Un teorema di esistenza e di unicita
per un’equazione differenziale non lineare.

ADA BOTTARO ARUFFO (*)

Introduzione.

Siano V spazio di Banach riflessivo, H spazio di Hilbert, V' duale
di Ve
VcHcV’

con immersioni continue.
Siano

1<p<+ oo, 1/p+1p'=1,
ge L”([8, T; V')[I7((8, T); H)], ascH
e sia
W8, T) = {ee L*([8, T1; V): &' e I*([8, T1; V')} .

Viene provato un teorema di esistenza e unicita in W?(S, T') per
V’equazione

®'(t) + (A())(»(@) = g(t) per q.0. te[8, T]

(*) Indirizzo dell’A: Istituto Matematico dell’Universitd, Via Alberti,
Genova.

Lavoro eseguito nell’ambito del Laboratorio per la Matematica Applicata
del C.N.R. presgo 1'Universitd di Genova.
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con il dato iniziale

2(8) = g,

ove A(t): V-V’ (t€[8, T]) sono per q.o. ¢ €[S, T'] operatori limitati,
emicontinui, monotoni e coercivi, con A fortemente misurabile.

Nel § 0 vi sono le notazioni e i preliminari.

Nel § 1 viene dimostrato il teorema di esistenza e unicitd (teorema
del n. 1.8). Questo teorema estende analoghi teoremi di Barbu-Pre-
cupanu ([1], Cap. 1, Teorema 4.5) e Lions ([7], Cap. 2, Teorema 1.2 bis)
e viene dimostrato con una prova del tipo di Galerkin. Tale teorema
fornisce in ipotesi pitt deboli anche un teorema di esistenza e di uni-
citd locale della soluzione.

Desidero ringraziare il Prof. J. P. Cecconi, con il quale ho discusso i
risultati del presente lavoro.

0. — Notazioni e preliminari.

Per le notazioni e per le definizioni di monotonia e di emicontinuita
rimandiamo a [2]. Inoltre:

0.0. Se A cR, indichiamo con y, la funzione

1 seted

ZA:tERH{O se t¢ A"

0.1 TreoREMA. Siano X, Y spazi di Banach su R, Y’ duale con-
tinuo di Y, [8, T]cR. Per ogni t e[S, T] sia dato CO(t): X — Y e sup-
poniamo che esista Eye£([S, T1), |E¢| = 0 tale che:

a) per ogni v X V’applicazione
te[8, T1— (C(t))(@)eY
sia misurabile;

b) C(t) sia continuo da X con la topologia indotta dalla norma
a Y con la topologia o(Y, Y') per ogni te[8, T\ F,.
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Allora, per ogni x: [S T']— X misurabile, I’applicazione

te[8, Tl (Ct))(=(t)) e Y
& misurabile.

DiMOSTRAZIONE. Sia «: [S, T]— X misurabile. Allora esiste una
successione (2,),en di funzioni misurabili a valori numerabili (e cioé
esistono af e X, EXe (8, T1), n, keN, EXNEs =0 se k#h, | Bt =

keN
= [8, T'] per ogni n € N tali che z,(t) = > o xEk(t) per ogni te[8, T])
keN n

ed esiste N e£([S, T]), |N| =0 tale che
(0.1.1) x,(t) > x(t) se te[8, TN .
D’altra parte, per l'ipotesi a), risulta che per ogni n, ke N

telS, T]— (O(t))(a’,fxEk(t)) eY
€ misurabile e quindi per ogni n, M € N, tenendo conto del fatto che
EENE! =0 se k+h, si ha che
+ oo

+ 00
e T8, T1> 3 (00)(eh2,,0) = (00)( 3 okz,,0) = (00)a,0) € ¥
k=0 n k=0 n

& misurabile.
Ora, dalla (0.1.1) e dalla b), segue che per ogni t €[S, TI\(E,;U N):

lim (C(t))(za(?)) = (C@®))(2(t)) in o(¥, Y')

n—>+ oo

quindi per [6] (teorema 3.5.4 (4)) Papplicazione

(o]

te[8, T1— (C@))(=(t) e Y

[

misurabile, da cui la tesi.
0.2. TEOREMA. Siano

C,De[0,+ oo[, r€]0,1[VIL, + oo, [8, T]cR
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tali che se r > 1 sia:
(0.2.1) (T—8)(C'D(r—1))<1.

Sia m: [8, T']—[0, + oof continua e tale che

t
(0.2.2) m(t)<C + D J' [m(z)fdr per ogni te[S, T].
S
Allora

se r>1:m(t)<C[l— C"*Dr—1)(T—8)]"Y=V per ogni te[8, T]

ge r<1:m(t)<[C'™" + D1 —r)(T — 8)V2-" per ogni te[8, T].

DIMOSTRAZIONE. Se D =0 la tesi & ovvia. Supponiamo allora
D> 0. Sia g € R, tale che

(0.2.3) (T—8)((C + &) 'Dr—1))<1

(che & ovvio per ogni & € R, se 7 < 1 ed & lecito per la (0.2.1) se r > 1).
Sia £€]0, ] e sia 2: [8, T]— [0, 4+ oo[ tale che

13
2(t) =f[m(-r)]'dr per ogni te[8, T].
S

Allora
2'(t) = [m(t)]" per ogni te[S,T].

Dalla (0.2.2) segue che

¢
[m(t)]" /[0 + e+ Df[m(r)]'d‘r]'<1 per ogni te[S, T]
8
e quindi:

#'(1)/(C + ¢ + Dz(7))'<1  per ogni 7€[f, T],
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per cui, integrando su [8,t] con t€[8, T], risulta:
2(t)
J'[1/(0 + ¢ 4+ Dryldr<t—48

2(8)

e, poichd 2(S) = 0, si ha:

[(C + & + Det)) /(DA —7)] — [(C + &) /(DA —1))] <t — 8,
da cui:

(C + & + Da(t) /(1 —r) < D{t— 8 + [(C + &) "(D1—1)]}
e perciod:

—(C + &+ D)) "<
<Dr—1){t—8+ [(C+ &' ")(DA—7)]} ser>1

(C + ¢+ Da(t)) "<
<DA—r)f{t—8 + [(C + &) "/(DA—7r))]} ser<l.

Infine:
€ + & + Dalt) < {Dr— D{ [(C + &) "/(Dlr— )] — (¢ — ) /47,

che & lecito per la (0.2.3) e poicheé &€ ]0, &].
Dunque per V’arbitrarietd di €€ 10, &), per definizione di 2 e per
Vipotesi risulta:

mt)<C[l— O *Dr—1)(t— Q)7 Ye-1 <
<C—C1Dr—1)N(T—8] VD ser>1

m(t) < [Cl_f + D(l _ T)(t—-— S)]ll(l-—r) <
<[CT + DA —r)(T— 8" ser<1
per ogni te[8, T].
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0.3. OsSERVAZIONE. Notiamo che, nelle notazioni del n. 0.2, se
r>1 e se non vale la (0.2.1) e cioé se vale

(0.3.1) (T—8)0""'D(r—1) >1

allora esistono per ogni n €Z, delle funzioni m,: [S, T7— [0, + oof
di classe C([8, T) tali che

t
(0.3.2) my(t)<C 4 D f [m,(2)] dz
S

per ogni te[8, T'], per ogni neZ,
e
(0.3.3) sup {m,(t): te[S, Tl,neZ,} = + oo.
Basta infatti considerare per ogni neZ,:
[1/(D(r—1)(T—t)]Ue=D  se te[8, T—(1/n)]

My (t) = [2/(D(r—1)) =D 4 (¢ — T + (1/n))(1/D)Me=D(n](r —1))r/¢r—1)
se te]T—(1/n), T']

(la definizione ha senso poiché D > 0 per la (0.3.1)).
Allora la verifica della (0.3.2) si ottiene tenendo conto che

m,(T— (1/n)) <m,(t) per ogni te]T—(1/n), T]
e la verifica della (0.3.3) segue dal fatto che

sup {m,(®): te[8, T],neZ}>m,(T—(1/n)) per ogni neZ,.

1. — Teorema di esistenza e unicita per un’equazione differenziale.

1.0. Siano V spazio di Banach riflessivo su R, H spazio di Hilbert
su R, V' duale continuo di V e identifichiamo H con il suo duale.
Esista ¢: V<> H immersione continua e a rango denso e quindi
i': H <>V’ immersione continua (cfr.[2], n. 1.2).
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1.1. DErFINIZIONE. Siano V,V’ come nel n. 1.0. Siano 1<p <
<+ oo, p' = p/(p—1), [S, T]cR. Poniamo

Ww?8, T) = {a;eL”([S, T1; V): o e I*([8, T1; V’)} ,

ove z' denota la derivata di # nel senso delle distribuzioni D'(]8, T[; V)
(cfr. [2], Definizione del n. 1.3, Osservazione del n. 1.4, Definizione
del n. 1.5). Per le proprieta di W?(8, T) rimandiamo a [2].

1.2. Iroresi. Siano V, H, V' come nel n. 1.0, p, p’, [S, T] come
nella definizione del n. 1.1. Per ogni ¢t € [8, T'] sia dato A(@): V>V’
e supponiamo che esista H, € £([8, T1), |E4 = 0 tale che la famiglia
{A(t): te[8, T1} verifichi le seguenti condizioni:

a) per ogni ve V 'applicazione
te[8, T]— (A(®))(v) e V'
sia misurabile;
b) esistano A e L*([8, T1), 4, €R tali che
1(A@) @)y <A(8) + A, |v|%"  per ogni (¢,v) e (I8, TINE,) X V;
¢) A(t) sia emicontinuo da V in V' per ogni te[S, T]\E,;
d) A(t) sia monotono da V in V' per ogni te[S, T\ FHy;

e) esistano «,BeR, weR,_, seR, tali che per ogni ({,v)€
€ ([8, TT\E.) XV si abbia

(AD)@); vy xy + alvli + B>wlv]5 .

1.3. OsSERVAZIONE. Nelle ipotesi a),b),¢) e d) del n. 1.2, se
xeL2([8,T]; V) e se A@): [8, T]—- V',

(A(@))(t) = (A@®))(x(t)) per ogni te[8, T1,

allora A(z)e L*([8, T1; V').

DIMOSTRAZIONE. Sia w e L?([8, T]; V). Allora A(») & misurabile per
il teorema del n. 0.1, tenendo conto del fatto che V & riflessivo e che
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A(t) & continuo da V con la topologia indotta dalla norma a V' con la
topologia o(V’, V) per ogni ¢t €[8, TINE, (cfr.[7], Cap. 2, § 2, Nota (%)
alla definizione 2.1 e proposizione 2.5). Inoltre, per la b), usando la
diseguaglianza di Minkowski si ha:

T T
1/»' 1/9'
ll“i’(w)“v'([s,mr')<( j Mo(t) + A Ilw(t)llf,’:ll”'dt) <( f |zo<t>|»'dt) +
8 S

T
1/p’
+ ( [0nllowiz @) " <Vl + Vallelzzh -

S
Dunque A(2)eL*([8, T]; V').

1.4. DEFINIZIONE. Nelle ipotesi a), b), ¢) e d) ‘del n. 1.2 e tenendo
conto dell’osservazione del n. 1.3, si pud definire un’applicazione:

4. 17(18, T1; V) - L7([8, T1; V')
ove per ogni € L*([8, T1; V): (A(@))(t) = (A(2))(2(?)) per ogni te[8S, T].

1.5. OSSERVAZIONE. Nelle ipotesi a), b), ¢) e d) del n. 1.2, ’appli-
cazione A definita nel n. 1.4 verifica le seguenti condizioni:

a) esiste M, € R, tale che si abbia per ogni xe€ L*([8, T]; V):
1A@)] zories,mrs vy < Ma(1 + 2] 2o0s,1:) 5

b) A & emicontinua da L*([S, T1; V) a L*([8, T1; V');
¢) A & monotona da L*([8, T]; V) a L*([8, T1; V').

DIMOSTRAZIONE. a) Dall’osservazione del n. 1.3 segue che se
zeL([8,T]; V):

| A(2) I zor 8,157y < I 4ol 2o es, 2y + 1A 1% 3ats, 2 vy

e quindi basta scegliere

M= (|20l zs,rn)V |4l -
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b) Siano x,y,z€ L*([8, T]; V) e sia (I,),en tale che I, € R per
ogni neN e lim I,= 0. Allora per ogni ¢ e[S, T]\E, dalla ¢) delle

n—>+ oo

ipotesi del n. 1.2 segue che:

(1.5.1)  <(A®)=@) + Ly®)), 20))yr 7 — (A®))(2(2)), 2() Dy v

e, poiché 1,— 0, esiste M, eR, tale che |l,|<M, per ogni neN e
quindi dalla b) delle ipotesi del n. 1.2 segue che:

[K(A®)(2@) + Ly®), 25 v < [(A®) (@) + Ly®) 5 [2®)] 5 <
<|A@OIz® [y + 4] o) + Ly@ 15 2], <
<@y + Al(le@) |y + My ly@17 )P @)

e, d’altra parte, risulta che

(118, T 140 A, 12(0) | |2 ] +
+ [&l(le) y + M ly® 1)~ 20y € R) € IX(IS, T1)

e quindi per la (1.5.1) e per il teorema di convergenza dominata di
Lebesgue si ha:

T

fl((A(t))(w(t) + Ly(®)), 20> x v — (AD)(2(1), 2(8)>p « 7| dt >0

N

per cui

lim (A(@ + 1.y), 2> 18,1177 x 015,11 7) = <A (@), 2101510 7y % 128,70 7) -

n—>+ oo
¢) Ovvio per la d) delle ipotesi del n. 1.2.
1.6. OSSERVAZIONE. Valgano le ipotesi del n. 1.2.
Sia g€ L*([8, T1; V') e sia € W?(8, T) tale che per q.o. t€ 18, T[

si abbia:

@' @), 2(t)>pr sy + L(AD) (@), 2Oy 7 = {9E); 2Oy -
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Poniamo inoltre:
a,=2(aVO)T—R8); ay;=2BVO)T—R8); a;=(2°/p')(pw) V@D,

e(g) = (221’_1/‘0)(”3-0"1,11'([5,1'1) + 19l 2o s, 75
0y(9) = a4 “ﬂ]’iv’(m,m; V')

dl(w(s)’ g) = 21’_1”‘”(8)"2’ + 01(9)(""7(8) ”2H + 6(9) + “2)5

inoltre:

se s<2p:

bl — 2s/(2p(2p—s))[2p—1 + (23"_2/60)( IMD”ZP'([S,T]) + (l/p))]ll(m»);

b, = g¥/(ep(zp=2) [(2%_2/“’)(”20 ”2»’([5,1'])‘13 + @/p') + a3 + “2)] 1/(20)3
by = [231(2v)a1(23p—2/w)( _ (8/(2]))))]1/(29—5);

b4 — 23/(21;(2;;-—3)) .

'{(230_2/‘”)[”Ao”%v'([s,m)(l + az + a,) + (1/p') + a5 + a,] }C;

by = ba( Hlo”gr'as,n) + 1)1/(21’—’)5
se 8 >2p definiamo

k2 (@, 9) €10, + 0o X[0, + oo [ (T — 8){{2° 24 + (2% /a)-
([ o]l zors, e+ V[0 + (27 [p')(p) M@=V g 1 2(B\ 0)(T— 8)])ee)—1.
2(aV0)(2% ™ w)( 120l oo,y + y)”((S/(2p))— 1)}5 [0, + oof

e poniamo dy(%(8), 9) = 1 —k(||+(8)| g, 19]| zoves,z51) 5
se 4(0), ge I”'([8, T1; H):
ds(2(8), 9) = [2((2V”>/2)-1||x(8)||§w +
+ (2(2(2’ Vo"))—-(2 Vﬁ')/(pl V2))("A"(O)"LW([S’TLH) +
' 1 1\\|veve
+ 9]z, zmm)?V? + (T —8) Ov(z_o—:?) :

T—8
d4(w(,5')’ g) = dg(w(s)? g) exp (2(2VP)) :
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Allora:

a) se 8 < 2p si ha:

(1.6.1) 1] eqs,z; my < b1 [#(8) [ g + (bz + b3)1|g||%;/?[{9vg/(,2,“’) N+ by -+ b

(1.62) @] zos,m: vy < L) "{[1 4 a,551"(1 + 2(8)|"P") +
1 {ay + a (b8 + BIYP(1 + ||g||9/<(’is ;}])\{,(s/@(p—l)))v(s/(zp N) 4
+ {a,[05 + B3] + a3}
b) se s = 2p si ha:

(1.6.3)  |@leqs,m m<{277 |2(8) |z + (a.@)"* [l=(8)[x* +
+ () + a1 } exp (,0,(9)))
(1.6.4) % zoes, 23 7y <
< (@) { |2(8) |5 + 0(9) + a,d(2(8), 9) exp (a104(9)) + @}

c) se s>2p e se risulta:

(1.6.5) K(1208) 2> 191208, m0:7)) < 1

si ha:

(1.6.6)  [@leqsmm < (d(2(8), 9))V” (dx(a(8), )¢~
(16.7) @l s,y < (L) *{@(8) |7 + €x(9) +

+ al(dl(x(S), g))s/(%) (d2(w(S), g))—sl(s—mz) + az}llp;

d) se si suppone che A(0) e I7'([8, T]; H) e se g€ L*([S, T1; H)
si ha:

(1.6.8) 1] e, mm; 1y < du(@(8), 9)

(1.6.9) 12 zoges,m; 7 <
< )] |a(®)|% + (g) + ai(du(a(8), 9))° + axf” .
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DimoSTRAZIONE. Dalla ¢) delle ipotesi del n. 1.2 si ha per ogni
Te[8, T\E.:

(A@)(2(2), 22> gy + el@(@) |z + B>ol2(7)]5

e quindi, se ¢ e€[8, T'], integrando su [S, ] e tenendo conto dell’ipo-
tesi si ha:

t ¢ t
[@ @, 0@ xr @7 + o] de < [<9(2), 8(0)>p:,cr dr +
S S S
12

+ «f |#(7) |z dr + B(t—8)

s

e quindi per [2] (Teorema del n. 1.11):

t
o)1 + 20 [la(z) |3 do< |o(S) I +
s

3

+ (2(0) 19|l oriis, 1 ) POV |® | poes, 0 7) + 2] [2(7) |5 dv +
5

+ 2B(t— 8) < |(8) |5 + (2”/p")(Pw) V9| %05 11; 7y +

t
+ (pofP) 0|25,y + 29[ [a(0) |5 dz + 26— 8) ,
s

ove 8i & usata una conseguenza della diseguaglianza di Jensen per
la quale se a,be[0, 4 oo e re]l, + oo, ' = r[(r— 1), allora ab<
<arfr + b [r', da cui:

3
(1.6.10) o)} + oo} dv < Jo(®)[% +
8
t

+ (27 p")(pow) YD ”g"%;'(ts,m;v') + 2“f”“7(") Iz de + 2B(t—8) .
pe

D’altra parte per la monotonia di A(f), te[S, T]\FE., che segue
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dalla d) delle ipotesi del n. 1.2, risulta che per ogni 7 €[S, T\ E,:

(A@)(x)— (4(0))(2), 2(1) = 0>y x>0,

da cui:
(A@)(@) () pr iy > (A(0)(2), 2(1) Dy v
e quindi, se t €[S, T'], integrando su [8, {] e tenendo conto dell’ipo-

tesi si ha:

t
(1611)  [<@'(2), 85>y dT +
S
t t

+ [ AO)(®), a2y d7< [<9(2), 0(0)y 7y b
S

s

per cui applicando la diseguaguaglianza di Holder si ottiene:

3 o) |H <3 "w(S)”fI + (”‘I(O)HL"([S,T]: mt ”9”1:7'([5,1‘1;V'))”m”m([s,n;v)

e pertanto, tenendo conto della b) delle ipotesi del n. 1.2, si ha per
ogni te[8, T]:

|2(t) “125: < |=(8) ||2H + 2( [ A0l 2o+ ts,my + Hgllm'([s,n;v'))“w"Lv([s,u:V)

ed elevando entrambi i membri alla p:

t
lo@)F <2~ e®) 7 + 2% (12| zores,mm + 19 zorces,ms m)”f l#(z) |7 d=
S

e quindi, sfruttando la (1.6.10), si ottiene per ogni ¢ e[S, T']:

1.612)  [o(®)]2 <27 a(9)|2 + e [Ia(S]% + erlg) +

¢

+ 26 o(x) [y dr + 28— 8] -

N
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a) Ora, se s < 2p, applicando il teorema del n. 0.2 alla funzione:
te[8, Tl |x(t)|¥ eR,
con. r = s/(2p), si ottiene per ogni ¢t e[S, T]:

lo) 12 <{[2°12(9) % + ex(@)(|a(S) | + oxlg) + a;)' =/ +
+ ay0,(9)(1 — (s/(2p))) P19 <20~ 22 (S |7 +
+ (2%7%)0) | Ao | Zores, zn( 1208) |5 +
+ (9 + a5) + (272 (@p)) 9B s, vy + (2% () [2(8) |7 +
+ (2% 7% 0) 4|97 05, 11: vy F @2(2%7 2 /0) 19301 05,73: 7] +

+ 29¢2=9[a, 0,(g) (1 — (s/(2p))) |/,

N

ove si & applicata la conseguenza della diseguaglianza di Jensen gia
citata al prodotto

"g":"([S,T];V')”‘v(S) ”f! .

Si ottiene quindi la (1.6.1), se si tiene conto che se a € [0, + oof,
7, w € [0, -+ oo[, r<u risulta a’<a*- 1 e che, visto che 1/p 4+ 1/p' =1,

risulta pp'=p + p'.
Quindi per la (1.6.10) con ¢ = T, dopo aver elevato alla s/(2p)
primo e ultimo membro dell’ultima diseguaglianza, si ottiene:

T
o[ o} at< o)l + alo) +
S
+ a (b @(8) |3 + (b + BE1gIBARYEL5P=N + b + b3} + 28(T —8) ,

da cui segue la (1.6.2).

b) Se invece s = 2p dalla (1.6.12), applicando la diseguaglianza
di Gronwall (cfr.[4], Appendice, Lemma A4) alla funzione

te[8, T1 |a(®)|7 R,
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si ottiene per ogni te[S, T]:

|2() ]2 < dy(2(8), g) exp (a, ¢;(g))

da cui segue la (1.6.3) e, tenendo conto della (1.6.10) per t = T, si
ha la (1.6.4).

¢) Se ora s> 2p e se vale la (1.6.5), applicando il teorema del
n. 0.2 alla funzione:

te[8, T+ |a(t)|F eR

con r = 8/(2p), dalla (1.6.12) segue che per ogni t e[S, T]:

|27 < dy(2(8), 9)-

{1—( (#(8), g))s/(zp) La, e g)((s/(f)_,p )}—1/((3/(21)» o

da cui segue la (1.6.6) e, per la (1.6.10) con ¢t = T, si ha la (1.6.7).

d) Se A(0)e I”([8, T1; H) e se ge L*([S, T]; H), dalla (1.6.11)
si ottiene per ogni te[8, T]:

”w(t)“?1< [2(8) ”123 + 2( ”J(O)”L"'([S,T];H) + ngm'([s,n;ﬂ))""’cum(ts,t]:ﬂ)

per cui, elevando entrambi i membri alla (2\/ p)/2 e tenendo conto che
1/p)((2VP)/2) = (1/p)V (1/2), si ha:

l2(2) HZHVI:<2((2V11)/2)—1”m(S) ]|2HVD + 2(2\“’)_1”“I(O)”LT'([S,T];H) +
¢

(1/p) V(1/2)
191 )V [0t 5 )
S

< 2((2Vﬁ)/2)——1 ”.’D(S) ”2{\“’ +

+ (2@V2=DEY (51 2)) (1 AO) lgoas,mys my + 192 as,mas )V PEVE
13

+ (1(pA2) [ |2() 13 d
S

3

ove si ¢ applicata la conseguenza della diseguaglianza di Jensen gia
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citata con esponenti 2\ p' e 2A p. Dunque per ogni e[S, T] si ha:
¢
o) |5 < (a(2(8), 9))2 ¥ + (1/2) [ |w(o) |52 d
S

e, applicando la diseguaglianza di Gronwall (cfr. [4], Appendice, Lem-
ma A4) alla funzione:

te[8, T1— |a(t) |5 €R,
si ottiene per ogni ¢te[8, T']:

le@) %> < (dy(=(8), 9))**”

da cui segue la (1.6.8) e, per la (1.6.10) con ¢t = T, si ha la (1.6.9).

Diamo ora un enunciato in una forma piu generale di quella che
sarebbe necessaria per 1'uso che ne faremo nel presente lavoro, ma
che ci sara utile nelle prove di un prossimo lavoro ([3]).

1.7. OSSERVAZIONE. Valgano le ipotesi a),b),c),d) del n. 1.2.
Sia (,)sc; successione generalizzata, x,€ W?(S,T) per ogni ael,
siano e W?(8, T), xe L*([S, T]; V') e supponiamo che:

(1.7.1)  limza =2 in o(L2((8, T1; V), L*((8, T1; V"))
el

(1.7.2)  lim |2,(8)—2(8) |z =0
ael

(1.7.3) limazs(T) = «(T) in o(H, H)
ael

(1.7.4) limA(@w) =y in o(L* (8, T1; V'), L2((8, T1; V))

o€l

(1.7.5) lin? o + A(@a)y Tad 1o (1s,0: ) x 128,11 V) =
OE.

= &' + ¥y L8, T V') x LIS, T1: V) -
Allora A(x) = 7.
DIMOSTRAZIONE. Sia « €I. Dalla monotonia di 4 (cfr. ¢) dell’os-
servazione del n. 1.5) segue che per ogni &e IL*([S, T]; V)

T

.7.6) X, =[(A@))t)— ()W), 0,(0) — EE)yy dt>0

N
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e inoltre, per [2] (Teorema del n. 1.11), risulta:

T

T
<A@ ®, .05y @t = [<(a + A@))O, 0.0 sy dt +
N N

— 32 (D)% + §12(8) |5

e quindi
T
X, = [ + A@ )0, 0, pr dt— 3 oD + } 2,081} +
S
T T
—[<(A@)) O, £t sy —[<(AE) W), 5,0)— EO) y syt
8 S

Dalla (1.7.3), per la semicontinuitd inferiore di || |z nella topologia
o(H, H), segue che

ligllinf l#a(T)| 5> [|2(T)| %5

pertanto, tenendo conto delle (1.7.5), (1.7.2), (1.7.4), (1.7.1), si ha:
T
(L7.7)  limsup Xa [<(@' + 20 o@p sy dt —} [T +
€ 8

T T
+ 3 [=(8)|% —f<x(t), E)yxy dt— f A @), 2(t) — EO) v v dt
s s

e quindi, per [2] (Teorema del n. 1.11), per la (1.7.6) e la (1.7.7), ri-
sulta:

T
(1.7.8) 0<lim i‘lp Xa<f<x(t) — (AE)(1), o) — EQ) >y v dt
€ ]

per ogni £ I»([S,T]; V).

Sia ora & =« — Ay, 1eRy, neL?([S, T]; V). Allora dalla (1.7.8)
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segue che:

T

H<u® — (A@—m)®), n@)>yrxp dt>0,

8

da cui

T
[<xtt)— (A@—1m)@), n@)v .y =0 per ogni ne L2([S, T); V)
8

e, per la emicontinuita di 4 (cfr. b) dell’osservazione del n. 1.5), facendo
tendere 4 a 0, si ottiene:

T
[<x)— (A@)@), 0>y cpdt=0  per ogni ne L2 (S, T1; V)
S

e quindi y = A(»).

1.8. TEoOREMA. Valgano le ipotesi del n. 1.2.
Siano ge L*([8, T1; V') e xge H. Supponiamo che valga almeno
una delle seguenti condizioni:
a) sia s<2p;
b) sia s> 2pesiak(|zs]z, |9]zoqs,m:vn) <1 (ove k & come nel-
’osservazione del n. 1.6);
¢) sia geL*([8, T1; H) e sia A(0)e L*([8, T]; H).

Allora esiste unico xe€ W?(8, T') tale che
o' 4 A@) =g
z(8) = g .
DimMoSTRAZIONE. Consideriamo l’insieme U dei sottospazi Z di

dimensione finita di V e ordiniamoli parzialmente per inclusione: se
Z,, Zy € U seriviamo che

Z,>7Z, se Z,0Z,.
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In tal modo 9, con l'ordinamento >, risulta un insieme diretto. Se
ZeVU sia {#?:j=1,..,n;} una base algebrica di Z (n; = dim Z)
ed & lecito supporre che {i(2{?): j =1, ..., nz} sia sistema O.N. in H,
poiché & una parte libera e si pud eventualmente ortonormalizzare
con il procedimento di Hilbert Schmidt ed & tutto lecito poiché ¢ &

un’immersione.
Allora, se hei(Z), si ha:

b= a;i(z?)

i=1

con a;€R per ogni je {1,...,n,} e, visto che {i(z{?): j=1,...,n,} &
sistema O.N. in H, risulta:

a;={hyi(3?) g m  per ogni je{l1,...,m,}.
Poiché (V) & denso in H, esistono dei punti #,€ V (n € N) tali che
lé(@,) — 25|z =0 .

Per ogni Z e U definiamo ora

xn, ove hy=sup{he{l,...,nz}:2,€Z} se esiste he{l,...,nz}
Yz = tale che x,€Z
7=
0 se x, ¢ Z per aleun he{l, ..., ng}.
Allora
(1.8.1) lim [[§(y) — @)z = 0 .
Z eV

Infatti, poiché |i(x,) —g||z— 0, sappiamo che per ogni ¢ € R, esiste
n, € N tale che se > n, allora |i(x,) —#g|g<<e. Allora, se Z,€ U
¢ tale che dimZ,=n,+ 1 e @, ,,€Z,, risulta che:

se Z>7,, allora y;,=a,, e hy>n,+ 1 per definizione di hy,
poiché @, ,,€Z,CZ e poiché dim Z,= n, + 1<dim Z, per cui

li(yz) —asm<e.

D’altra parte ¢(Z) ¢ isomorfo isometricamente ad R"z per ogni Z € V.
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Inoltre per ogni Ze U la funzione f,: [S, T] XR"#—R"z, 1la cui com-
ponente j-esima (fz); verifica:

—((40)( Z2H2), 47),., - OO Ay
(12, @) = se te[8, TI\E,
0 se te B,

(ove By =E U {te[8, T]: A(t) = + oo}, per cui |E,| = 0) per ogni
e R, ¥ = (&, ..., &,,), j =1, ..., nz, & integranda di Carathéodory,
poiché, per la b), la ¢),1a d) delle ipotesi del n. 1.2, A(t) é continuo da V
con la topologia indotta dalla norma a V'’ con la topologia o(V’, V)
per ogni t€[8, TINE, (cfr. [7], Cap. 2, § 2, Nota (?) alla definizione 2.1
e proposizione 2.5) e per la a) delle ipotesi del n. 1.2. Quindi per il
teorema di Carathéodory (cfr.[5], Cap. 1, § 5, dimostrazione del teo-
rema 5.1) per ogni Ze YV esistono t,€18, T[ 'e wye AC([S, t;]; R™)
tali che

w20 + ((40) 3 h0), 57, , = GO, Eprer

per q.o. t€]18,¢,[, per ogni je{l, ..., n,}

wy(8) = ((i(f’/z)y 'i(z;(iz)»axu: i=1,.., ”Z)

(ove (wg); indica la componente j-esima di wy e (wz); = [(wy);], j =

=1, ..,mz). Se ora x,(t) = Z(wz #(8)%? € Z per ogni t € [8, t,], risulta
wzeAC([S t7]; Z) e i=

(8" 0i)(@5(1), 7y = {(3"04) (k§1<wz>;<t) A2 47 ey =
—E«z 08)(&”), 7>y p(Wg)lt) = (w0g);(t) =

=— {(A(t))(kgl(wzn(t)ziz’), 40+

+ <92), 82 iy = — (AN @5()), &>y + <@y 27> 115
per q.o. te]8,t,[ e

@4(8) = E w,);(8) 2P = z<i(yz>,i<z§“>>mz§”’= Yz
=1 i=1
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per cui z, verifica il seguente sistema e la seguente condizione iniziale:

(@' 0d)(@5(1), &2y y + (AD)(@z(0), EDpr sy =
(1.8.2) { =<g(t), %™y wy  Der q.o. t€18,1,[, per ogni je{l,...,nz}
x5(8) = Y-

Dunque ;e W?(8,1,), poiché dal fatto che zze AC([S, t;]; Z) segue
che z;e L*([S,t;]; V) e inoltre dal sistema (1.8.2) e dal fatto che

wy(t) = 3 {(3'08)(w5(1), &0y p2?  DEr q.0. 118, 6l
i=1

segue che z;e L7 ([8,%,]; V).
Inoltre, poiché x,(t)e Z per ogni te[8,t;] e xy(t) € Z per q.o.
te18, ;[ si ha per ogni te[8,1;]:

nz

@5(t) = 3 (@5(t), (6 08) D)y 2P

=1

e per q.0. t€]8, t,:
nz
AUESYCAUREDIC LML 2
i=1
Allora, moltiplicando la j-esima equazione del sistema (1.8.2) per

{(#'03)(2), @5(t)>p 7 © sommando su j(j =1, ..., nz), si ottiene per
q.0. te]8, t4[:

(& on(an), 3 <o) &), 20y, +
i=1
VXV

+ ((ﬁ(fvz»(t),zzf (7 08)(&2), 020>y y A7)y =

= (a0, 3 <o EN 27y

per cui per q.o. t€]8,,[:

(1.8.3)  <(i"0d)(w5(1)), @z()>pr v +< (A(@)) @)y 25> prxy =
= {g(t); () xv -
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Sia ora Z,= {0} se vale almeno una tra le due condizioni a) e ¢) e
altrimenti siano Z,€ U e k, <1 tali che per ogni Z>Z, si abbia:

(1.8.4) B4 as 19]z0as,m: 7)) <Ko

ove k & come nell’osservazione del n. 1.6 (cid & possibile per la (1.8.1)
e poiché in questo secondo caso vale la b)). Quindi per la (1.8.1), per
la (1.8.4), poiché w,(S) = y; per ogni Z € U e per 'osservazione del
n. 1.6 si ha che esistono Z, € U, Z,>Z, e K,€R,, K, dipendente solo

da km P, S, o, ”éo"LP'([S,T])’ o, )87 Sr T7 “wS”IIi ”g"LP’([S,T];V’) (e anche da
91l zo s, z1: mys | A(0)| zors,m; ) S€ Vale la ¢)) tali che se Z>Z; risulti:

(1.8.5) 22 zoces,tz2: 7 < Ko
(1.8.6) 1%2]l s, b1y < Ko -

Poiche vale la (1.8.6), x, & soluzione del sistema (1.8.2) su tutto ]S, 7T
(Z>Z2,) (cfr.[5], Cap. 1, §5, dimostrazione del teorema 5.2). Dalle
(1.8.5) e (1.8.6) segue che:

(%z)z5z, ¢ un limitato di L*([S, T1; V), (#2(T))z>z, © in un limi-
tato di H e, per la a) dell’osservazione del n. 1.5, (4(7))z5z © in un
limitato di L*'([8, T]; V'). Quindi per il teorema di Alaoglu esiste
(@5))xex SUccessione generalizzata estratta da (wz)z-z (ove ciodé K &
un ingieme diretto e f: K —{Ze VU: Z>Z,} & crescente e tale che per
ogni Ze YV, Z>1Z, esista ke K per cui B(k)>Z) ed esistono
xeL?([8, T1; V), apr€H, yeL?([8, T]; V') tali che:

(187) limaey =o in o(Z2(IS, T; V), L(I8, T1; V')
k

€K

(1.8.8) limwppy(T) =@y in o(H, H)
keK

(1.8.9)  lim A(wpw) =z in o(L7([8, T1; V'), L*((8, T1; V) -
keK

Se X & uno spazio di Banach su R e w: [8, T'] - X, denotiamo ora con
@: R — X Dl'applicazione cosi definita

i) — {w(t) se te[S, T]

0 se te R\[S, T7.
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Allora dal sistema (1.8.2) si ricava che per ogni ke K e j € {1, ..., ngp}:

P
(1.8.10) (3 08) (@) s "Dy gy vy A CAlip)s P>y v =
= (G Ay vy + <) Gay)y 2> 85 +
—{(#00) (@pa(T); 7y by in D'(R),
ove () denota la derivata di @3 nel senso delle distribuzioni
D'(R; B(k)), b5 e 65 le misure di Dirac di supporto rispettivamente {S}
e {T}, per ogni ye X e per ogni 7€ D'(R; X') (ove X & uno spazio di

Banach riflessivo su R, X’ il suo duale) <{7, ¥>9m; x)xx denota lele-
mento di D'(R) tale che per ogni ¢ € D(R) si abbia:

<<77 ?/>5{)'(R; X)x X ‘P>ﬁ)'(m xDR) — << Ty ‘P>ﬂ)'(R; X)xDR)? ?/>x' xX

e, se 7€ D'(R; V), (i'oi)T denota I’elemento di D'(R; V') tale che per
ogni ¢ € D(R) si abbia:

{(i'ot) 7, <P>f|)'(R;V')><ﬂ)(R) = (#'03)((7, ‘P>i)'(R; V)x‘])(R)) .

Dalla (1.8.10) segue allora che per ogni ke K e per ogni ve f(k):

- o~
(L.8.11)  {(30d)(@pg)s W ayws vy v T {Al@p)s Drrs vy v =
= (¢4, ‘0>:D'(R; VXV + <(’:/°'5)(?/p(k))’ )y xy O +
— <(7;I°i)(wﬂ(k)(T))7 Vyyxydp in D(R).

\

Dunque per la (1.8.7) e poiché la derivata é continua nelle distribu-
zioni si ha per ogni ve V:

(18.12)  lim ((3/00)(Fa) , p@: vy = <o), Drmiv«r
in D'(R).

D’altra parte per ogni v € V esiste Z, e U tale che v € Z, e quindi, per
definizione di f, esiste k,e K tale che g(k,)>Z, e quindi, se k>k,,
risulta f(k)>p(k,)>Z, e quindi » € §(k) per ogni ke K, k>k,. Per
cui, passando al lkleIlI{l in D'(R) nella (1.8.11) tenendo conto delle (1.8.1),

k>ky
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(1.8.8), (1.8.9), (1.8.12), si ottiene:

<(”;I°i)(£)’7 'v>fD'(R; V)XV + <XA7 'v>‘])'(R: V)XV — <§7 v>‘l)'(R; V)xv +

+ ' (@g)y Dy v 05 — {'(2g), Wy p Oy

per cui si ricava:
(1.8.13) @' +4=¢+a6;—wp6, in D'R; V)
e, restringendo a 18, T'[, si ha:
o+ y=g in D8I}V,
da cui segue che 2’ L?([8, T1; V') e percid xe W?(8, T) e
@)+ § =4+ 28— a(T)d, in D'R; V)

e quindi, confrontando l’ultima relazione ottenuta con la (1.8.13),
si conclude che:

Per quanto riguarda la prova dell’esistenza si conclude, tenendo conto
che vale la (1.8.3) e che quindi dall’osservazione del n. 1.7 segue che

A@) = y4.

Per quanto riguarda la prova dell’unicita, se @; e x, sono due solu-
zioni e se y = x, —&,, risulta:

y'(t) + (A@)t)— (A@)) () = 0 per q.o. t€18, T[

y(S) =0 9
da cui

Y'@)y YOy x v+ (A1) (1) — (A(@2)) (), @1(8) — 2o () Dy 7 = O

per q.o. t €18, T e, per la d) delle ipotesi del n. 1.2:

Y@, y@)>y<xr<0 per q.o. tel8, I[
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e quindi per [2] (Teorema del n. 1.11):

3(zel8, T1 |y(@)|Z eR) () = <Y’ ), YO pryp <O
per q.o. t€18, T[, che implica:

ly@®)lg<ly(8)|zg=0 per ogni te[8, T],
per cui
y=20.

1.9. OSSERVAZIONE. Si noti che, se non & verificata la condi-
zione a) delle ipotesi del teorema del n. 1.8, allora la condizione b)
delle stesse ipotesi, fissati che siano ge IL*([8, T1; V') e wge H, &
sempre verificata pur di cercare la soluzione su un intervallo [S, ]
sufficientemente piccolo. Pertanto il teorema del n. 1.8 fornisce un
teorema di esistenza e unicitd locale della soluzione del problema
di Cauchy _

o'+ A@@) =g
x(8) = xg

qualunque sia seR,.
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