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Un teorema di esistenza e di unicità

per un’equazione differenziale non lineare.

ADA BOTTARO ARUFFO (*)

Introduzione.

Siano V spazio di Banach riflessivo, H spazio di Hilbert, TT’ duale
di V e

con immersioni continue.
Siano

e sia

Viene provato un teorema di esistenza e unicità in ~’) per
l’equazione

(*) Indirizzo dell’A: Istituto Matematico dell’Università, Via Alberti,
Genova.

Lavoro eseguito nell’ambito del Laboratorio per la Matematica Applicata
del C.N.R. presso l’Università di Genova.
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con il dato iniziale

ove A(t) : (t E [~, T]) sono per q.o. t E [S, T] operatori limitati,
emicontinui, monotoni e coercivi, con A fortemente misurabile.

Nel § 0 vi sono le notazioni e i preliminari.
Nel § 1 viene dimostrato il teorema di esistenza e unicità (teorema

del n. 1.8). Questo teorema estende analoghi teoremi di Barbu-Pre-
cupanu ([1], Cap. 1, Teorema 4.5) e Lions ([7], Cap. 2, Teorema 1.2 bis)
e viene dimostrato con una prova del tipo di Galerkin. Tale teorema
fornisce in ipotesi più deboli anche un teorema di esistenza e di uni-
cità locale della soluzione.

Desidero ringraziare il Prof. J. P. Cecconi, con il quale ho discusso i
risultati del presente lavoro. 

0. - Notazioni e preliminari.

Per le notazioni e per le definizioni di monotonia e di emicontinuità
rimandiamo a [2]. Inoltre:

0.0. Se A c R, indichiamo con xA la funzione

0.1 TEOREMA. Siano X, Y spazi di Banach su R, Y’ duale con-
tinuo di Y, [~S, T] c R. Per ogni t E [8, T] sia dato C(t) : X- Y e sup-
poniamo che esista EoE £([8, T]), IEol = 0 tale che:

a) per ogni x E X l’applicazione

sia misurabile;

b) C(t) sia continuo da X con la topologia indotta dalla norma
a Y con la topologia Y’ ) per ogni 
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Allora, per ogni x: [s T] - X misurabile, l’applicazione

è misurabile.

DIMOSTRAZIONE. Sia x: [8, T] - X misurabile. Allora esiste una
successione funzioni misurabili a valori numerabili (e cioè

D’altra parte, per l’ipotesi a), risulta che per ogni n, 

è naisurabile e quindi per ogni n, .M E N, tenendo conto del fatto che
En = 0 se k # 1~, si ha che

è misurabile.

Ora, dalla (0.1.1) e dalla b ), segue che per ogni

e quindi per [6] (teorema 3.5.4 (4)) l’applicazione

è misurabile, da cui la tesi.

0.2. TEOREMA. Siano
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tali che se r &#x3E; 1 sia:

Sia m: [8, T] - [0, + oo[ continua e tale che

per ogni

Allora

per ogni ~

per ogni

DIMOSTRAZIONE. Se D = 0 la tesi è ovvia. Supponiamo allora
D &#x3E; 0. Sia Eo E R+ tale che

(che è ovvio per ogni E0 E P+ se r  1 ed è lecito per la (0.2.1) se r &#x3E; 1).
80] e sia z : [8, T] - [0, + oo[ tale che

Allora

Dalla (0.2.2) segue che

e quindi:
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per cui, integrando su [8, t] con e[~ T], risulta:

e, poichè = 0, si ha:

da cui:

e perciò:

Infine:

che è lecito per la (0.2.3) e poichè e E ]0, eo].
Dunque per l’arbitrarietà di E E ]0, eo], per definizione di z e per

l’ipotesi risulta:
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0.3. OSSERVAZIONE. Notiamo che, nelle notazioni del n. 0.2, se

r &#x3E; 1 e se non vale la (0.2.1) e cioè se vale

allora esistono per ogni delle funzioni mn: [S, T]-~[0y + oo[
di classe e~([8, T]) tali che

per ogni T], per ogni 
e

Basta infatti considerare per ogni n E Z+:

(la definizione ha senso poichè D &#x3E; 0 per la (0.3.1)).
Allora la verifica della (0.3.2) si ottiene tenendo conto che

e la verifica della (0.3.3) segue dal fatto che

per ogni n e Z+ .

1. - Teorema di esistenza e unicità per un’equazione differenziale.

1.0. Siano V spazio di Banach riflessivo su R, .g spazio di Hilbert
su R, V’ duale continuo di V e identifichiamo H con il suo duale.

Esista i : immersione continua e a rango denso e quindi
immersione continua (cfr. [2], n. 1.2~.
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1.1. DEFINIZIONE. Siano V, V’ come nel n. 1.0. Siano 1  p 
 + 00, p’ = p/(p -i-~.), [8, U cR. Poniamo

ove x’ denota la derivata di x nel senso delle distribuzioni ~’(J8, T[; V)
(cfr. [2], Definizione del n. 1.3, Osservazione del n. 1.4, Definizione
del n. 1.5). Per le proprietà di WV(8, T) rimandiamo a [2].

1.2. IPOTESI. Siano V, .g’, V’ come nel n. 1.0, p, p’, [8, T] come
nella definizione del n. 1.1. Per ogni t E [~, T] sia dato A(t) : 
e supponiamo che esista E~ E £([S, T]), IE,1 = 0 tale che la famiglia
~A(t) : t E [8, T]} verifichi le seguenti condizioni:

a) per ogni v E V l’applicazione

sia misurabile;

b) esistano Âo E Lp’([S, T]), Â~ E R tali che

c) A(t) sia emicontinuo da V in V’ per ogni 

d) A(t) sia monotono da V in V’ per ogni T]BE~;

e) esistano a, ~8 e R, co E R+~ s E lt+ tali che per ogni (t, v) E
E ([8, X V si abbia

1.3. OSSERVAZIONE. Nelle ipotesi a), b), c) e d) del n. 1.2, se

T]; V) e se À(x) : [8, T]-+ V’,

DIMOSTRAZIONE. Sia x T]; TT) . Allora è misurabile per
il teorema del n. 0,1, tenendo conto del fatto che V è riflessivo e che
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.,A (t) è continuo da V con la topologia indotta dalla norma a V’ con la
topologia V) per ogni t E [~S, T]BEA (cfr. [7], Cap. 2, § 2, Nota ( 1)
alla definizione 2.1 e proposizione 2.5). Inoltre, per la b ), usando la
diseguaglianza di Minkowski si ha:

Dunque Z(x) T]; V’).

1.4. DEFINIZIONE. Nelle ipotesi a), b), c) e d) del n. 1.2 e tenendo
conto dell’osservazione del n. 1.3, si può definire un’applicazione:

1.5. OSSERVAZIONE. Nelle ipotesi a), b), e) e d) del n. 1.2, l’appli-
cazione A definita nel n. 1.4 verifica le seguenti condizioni:

a) esiste E R+ tale che si abbia per ogni x E T]; V) :

b ) A è emicontinua da

c) A è monotona da

DIMOSTRAZIONE. a) Dall’osservazione del n. 1.3 segue che se

e quindi basta scegliere
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b ) Siano x, y, z E Z~ ( [ S, T ] ; V) e sia tale che per
ogni e lim ~==0. Allora per ogni t E T]BEA dalla c) delle

n-+oo

ipotesi del n. 1.2 segue che:

e, poichè 0, esiste M~ E R+ tale che Ilnl  M~ per ogni n E N e
quindi dalla b ) delle ipotesi del n. 1.2 segue che:

e, d’altra parte, risulta che

e quindi per la (1.5.1) e per il teorema di convergenza dominata di
Lebesgue si ha:

per cui

c) Ovvio per la d) delle ipotesi del n. 1.2.

1.6. OSSERVAZIONE. Valgano le ipotesi del n. 1.2.

Sia g E L~’([~S, T]; V’) e sia x E WII(S, T) tale che per q.o. t E ]S, T[
si abbia:
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Poniamo inoltre:

inoltre:

se s &#x3E; 2p definiamo

e poniamo
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Allora:

c) se e se risulta:

d) se si suppone che
si ha -
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DIMOSTRAZIONE. Dalla e) delle ipotesi del n. 1.2 si ha per ogni

e quindi, se t e [8, T], integrando su [S, t] e tenendo conto dell’ipo-
tesi si ha:

e quindi per [2] (Teorema del n. 1.11) :

ove si è usata una conseguenza della diseguaglianza di Jensen per
la quale se a, b e [0, + oo[ e r E ]1, + oo[, r’ = r/(r -1 ), allora ab 
 ar/r da cui:

D’altra parte per la monotonia di A(t), t E [8, T]BE~, che segue
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dalla d) delle ipotesi del n. 1.2, risulta che per T]BE~:

da cui:

e quindi, se t E [S, T], integrando su t] e tenendo conto dell’ipo-
tesi si ha:

per cui applicando la diseguaguaglianza di Hòlder si ottiene:

e pertanto, tenendo conto della b ) delle ipotesi del n. 1.2, si ha per

ogni T]:

ed elevando entrambi i membri alla p :

e quindi, sfruttando la (1.6.10), si ottiene per ogni T]:
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a) Ora, se s  2p, applicando il teorema del n. 0.2 alla funzione:

con r = s/(2p), si ottiene per ogni t e [8, T]:

ove si è applicata la conseguenza della diseguaglianza di Jensen già
citata al prodotto

Si ottiene quindi la (1.f .l), se si tiene conto che se + 
r, [0, + oo[, r  u risulta 1 e che, visto che 1/p + 1/p’ - 1,
risulta pp’ = p + p’.

Quindi per la (1.6.10) con t = T, dopo aver elevato alla s/(2p)
primo e ultimo membro dell’ultima diseguaglianza, si ottiene:

da cui segue la (1.6.2).

b ) Se invece s = 2p dalla (1.6.12), applicando la diseguaglianza
di Gronwall (cfr. [4], Appendice, Lemma A4) alla funzione
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si ottiene per ogni t E [8, T] :

da cui segue la (1.6.3) e, tenendo conto della (1.6.10) per t = ~’, si

ha la (1.6.4).

c) Se ora s &#x3E; 2p e se vale la (1.6.5), applicando il teorema del
n. 0.2 alla funzione:

con r = sl(2p), dalla (1.6.12) segue che per ogni t E [8, T] :

da cui segue la (1.6.6) e, per la (1.6.10) con t = T, si ha la (1.6.7).

d) Se A(0) c- T]; H) e se g E LV’([S, T]; H), dalla (1.6.11 )
si ottiene per ogni t E [8, T] :

per cui, elevando entrambi i membri alla (2 V p) /2 e tenendo conto che

ove si è applicata la conseguenza della diseguaglianza di Jensen già
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citata con esponenti 2 vp’ e 2 A p. Dunque per ogni si ha:

e, applicando la diseguaglianza di Gronwall (cfr. [4], Appendice, Lem-
ma A4) alla funzione:

si ottiene per ogni t E [~, T] :

da cui segue la (1.6.8) e, per la (1.6.10) con t = T, si ha la (1.6.9).

Diamo ora un enunciato in una forma più generale di quella che
sarebbe necessaria per l’uso che ne faremo nel presente lavoro, ma
che ci sarà utile nelle prove di un prossimo lavoro ([3]).

1.7. OSSERVAZIONE. Valgano le ipotesi a), b), c), d) del n. 1.2.

Sia successione generalizzata, xa E T) per ogni a E I,
siano T), X E Lv’([8, T]; V’) e supponiamo che:

Allora = X.

DIMOSTRAZIONE. Sia a e I. Dalla monotonia di A (cfr. e) dell’os-
servazione del n. 1.5) segue che per Y)
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e inoltre, per [2] (Teorema del n. 1.11), risulta:

e quindi

Dalla (1.7.3), per la semicontinuità inferiore di Il IL H nella topologia
segue che

pertanto, tenendo conto delle (1.7.5), (1.7.2), (1.7.4), (1.7.1), si ha:

e quindi, per [2] (Teorema del n. 1.11), per la (1.7.6) e la (1.7.7), ri-

sulta :
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segue che:

da cui

e, per la emicontinuità di A (cfr. b) dell’osservazione del n. 1.5), facendo
tendere ~, a 0, 9 si ottiene:

e quindi Z = A (x) .

1.8. TEOREMA. Valgano le ipotesi del n. 1.2.
Siano V’) e Supponiamo che valga almeno

una delle seguenti condizioni:

l’osservazione del n. 1.6);

Allora esiste unico x c- T ) tale che

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo l’insieme flf dei sottospazi Z di
dimensione finita di V e ordiniamoli parzialmente per inclusione : se

Z, E scriviamo che
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In tal modo con l’ordinamento &#x3E; , risulta un insieme diretto. Se
Z e qY sia = 1, ... , nz} una base algebrica di Z (nz = dim Z)
ed è lecito supporre che ~i(z~Z~) : j = 1, ... , nz} sia sistema O.N. in H,
poichè è una parte libera e si può eventualmente ortonormalizzare
con il procedimento di Hilbert Schmidt ed è tutto lecito poichè i è
un’immersione.

Allora, se h E i(Z), si ha:

con per ogni j E {1, ... , e, visto che = 1, ... , nz} è
sistema O.N. in H, risulta:

Poichè i(V) è denso in H, esistono dei punti TT tali che

Per ogni Z E V definiamo ora

Allora

Infatti, poichè sappiamo che per ogni 8 E R+ esiste
tale che se allora Allora, se Ze E Clj

è tale che dim ZE = nE + 1 e risulta che:

se allora e ~~~-j-1 per definizione di hz,
poichè e poichè per cui

D’altra parte i(Z) è isomorfo isometricamente ad Rllz per ogni Z E V.
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Inoltre per ogni la funzione fz: [S, la cui com-

ponente j-esima verifica:

(ove EQ = EA U [~S, T] : Ào(t) = + oo}, per cui = 0) per ogni
x e R»z, x = (Xl’ ..., Xnz)’ j = 1, ..., ng, è integranda di Carathéodory,
poichè, per la b), la c), la d) delle ipotesi del n. 1.2, A(t) è continuo da V
con la topologia indotta dalla norma a V’ con la topologia a(V’, V)
per ogni (cfr. [7], Cap. 2, § 2, Nota (1) alla definizione 2.1
e proposizione 2.5) e per la a) delle ipotesi del n. 1.2. Quindi per il
teorema di Carathéodory (cfr. [5], Cap. 1, § 5, dimostrazione del teo-
rema 5.1) per ogni esistono 
tali che 

’

(ove (w,)i indica la componente j-esima di wz e (~,c~Z)~ = [(w2)p]’, j =
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per cui xZ verifica il seguente sistema e la seguente condizione iniziale:

Dunque Xg E w?(8, tz), poichè dal fatto che rz E A 0 ([S, tz]; Z) segue
che V) e inoltre dal sistema (1.8.2) e dal fatto che

segue che z§ e W’ ( [S, tz] ; V ) .
Inoltre, poichè E Z per ogni t e [S, tz] e e Z per q.o.

si ha per ogni 

e per q. o.

Allora, moltiplicando la j-esima equazione del sistema (1.8.2) per
sommando su j ( j =1, ..., nz), si ottiene per

per cui per q.o. t E
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Sia ora Zo = {O} se vale almeno una tra le due condizioni a) e c) e

altrimenti siano e ko  1 tali che per ogni Z ~ Zo si abbia:

ove k è come nell’osservazione del n. 1.6 (ciò è possibile per la (1.8.1)
e poichè in questo secondo caso vale la b)). Quindi per la (1.8.1), per
la (1.8.4), poichè = y2 per ogni Z E ‘lr e per l’osservazione del
n. 1.6 si ha che esistono Zi E ’lJ, e Ko E l!~+, go dipendente solo
da 1 V’) (e anche da

se vale la c)) tali che se risulti:

Poichè vale la (1.8.6), xz è soluzione del sistema (1.8.2) su tutto ]S, T[
(cfr. [5], Cap. 1, ~ 5, dimostrazione del teorema 5.2). Dalle

(1.8.5) e (1.8.6) segue che:

è un limitato di .L~ ( [,S, T]; V), è in un limi-
tato di g e, per la a) dell’osservazione del n. 1.5, in un
limitato di LD’ ( [~’, T ] ; V’). Quindi per il teorema di Alaoglu esiste

successione generalizzata estratta da (ove cioè K è
un insieme diretto e fl: è crescente e tale che per
ogni Z E Zi esista k E .K per cui &#x3E; Z) ed esistono

x E L’’(yS’, T]; Y), 1 xT E H, XEL1)’([S, T]; Y’ ) tali che :

Se X è uno spazio di Banach su R e w: [8, T] -~ X, denotiamo ora con
R - X l’applicazione cos  definita
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Allora dal sistema (1.8.2) si ricava che per ogni e K e j E ~1, ... , 

ove (m;;»)’ denota la derivata di m;;) nel senso delle distribuzioni

9)’(R; #(k) ) , bs e bT le misure di Dirac di supporto rispettivamente {S}
e ~T~, per ogni e per ogni 7: E 2)’(R; X’) (ove X è uno spazio di
Banach riflessivo su il suo duale) 7:, denota l’ele-

mento di 2)’(R) tale che per ogni (p E D(R) si abbia:

e, se rè 0’(R; V), (i’oi)i denota l’elemento di 1)’(R; V’) tale che per
ogni qJ E 5)(R) si abbia :

Dalla (1.8.10) segue allora che per ogni e per ogni 

Dunque per la (1.8.7) e poichè la derivata è continua nelle distribu-
zioni si ha per ogni v E V:

D’altra parte per ogni v E V esiste Z, c- ’9 tale che v E Zv e quindi, per
definizione di P, esiste tale che e quindi, se k &#x3E; kv,
risulta e quindi v E per ogni kEK, Per

cui, passando al lim in ~’ (l~) nella (1.8.11) tenendo conto delle (1.8.1),
kE.K

k &#x3E;kv
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(1.8.8), (1.8.9), (1.8.12), si ottiene:

per cui si ricava:

e, restringendo a ]S, T[, si ha:

da cui segue che T]; V’) e perciò x c- W2)(S, T) e

e quindi, confrontando l’ultima relazione ottenuta con la (1.8.13),
si conclude che:

Per quanto riguarda la prova dell’esistenza si conclude, tenendo conto
che vale la (1.8.3) e che quindi dall’osservazione del n. 1.7 segue che

Per quanto riguarda la prova dell’unicità, se x~ sono due solu-
zioni e se y = risulta:

da cui

per q.o. t E ]8, T[ e, per la d) delle ipotesi del n. 1.2:
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e quindi per [2] (Teorema del n. 1.11):

per q.o. T[, che implica:

per cui

1.9. OSSERVAZIONE. Si noti che, se non è verificata la condi-

zione a) delle ipotesi del teorema del n. 1.8, allora la condizione b)
delle stesse ipotesi, fissati che siano V’) e è

sempre verificata pur di cercare la soluzione su un intervallo [~S, t]
sufficientemente piccolo. Pertanto il teorema del n. 1.8 fornisce un
teorema di esistenza e unicità locale della soluzione del problema
di Cauchy 

~

qualunque sia s E R+ .
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