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REND. SEM. MaT. Univ. Papova, Vol. 62 (1980)

Alcune proprieta della categoria delle 7-algebre.

Franco PAroDI (*)

Introduzione.

Abbiamo introdotto in un precedente lavoro [1] la nozione di
T-algebra su un G-anello 7, struttura algebrica che assiomatizza il
calcolo formale dei dispositivi [2].

Ci proponiamo nel presente lavoro di studiare alcune proprieta
della categoria delle T-algebre ottenendo per questa via proprieta
della categoria degli universi di dispositivi che abbiamo mostrato
in [1] essere equivalente alla categoria delle T-algebre ridotte sul
G-anello dei trasduttori elementari che diremo talora per brevita algebre
di dispositivi.

Costruiamo la somma diretta di 7T-algebre che corrisponde nel caso
di due algebre di dispositivi all’idea intuitiva della piti semplice algebra
in cui ci sono reti miste di dispositivi dell’'una e dell’altra algebra.

Realizziamo infine la T'-algebra libera generata da un insieme gra-
duato che fornisce nel caso di algebre di dispositivi una precisazione
del concetto di rete formale formata con certi simboli indeterminati.

In questo lavoro si fa costante riferimento per quanto concerne
nomenclatura e notazioni al lavoro dello stesso autore: Categoria delle
T-algebre e categoria degli universi di dispositivi [1]; rinviamo a tale
lavoro per le definizioni delle nozioni di G-anello e di T-algebra sul
G-anello 7' nonché per il modello euristico fornito dalle reti di dispo-
sitivi.

(*) Indirizzo dell’A.: Istituto di Matematica dell’Universita - Via L. B.
Alberti 4 - 16132 Genova.
Lavoro eseguito nell’ambito dei gruppi di ricerca matematica del C.N.R.
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1. La categoria delle T-algebre.
1.1. Oggetto imiziale e finale, sotto oggetti e quozienti.

Sia T un G-anello assegnato. :

T-algebre e morfismi costituiscono una categoria, se T' é permu-
tativo le T-algebre permutative sono una sottocategoria della cate-
goria delle T-algebre e a loro volta le T-algebre ridotte sono una sot-
tocategoria della categoria delle T-algebre permutative.

\

La T-algebra «nulla» 0 = {0}, dove O™ & insieme puntiforme
per ogni n € N ¢ ovviamente oggetto finale della categoria.
La T-algebra {Tg},.n © loggetto iniziale della categoria.

Un morfismo di 7T-algebre @: H —~ K si dird iniettivo se & @=:
H» — K iniettivo per ogni n € N.
E ovvio che i morfismi iniettivi sono « monic» nella categoria.

Un morfismo di 7-algebre @: H — K sari detto suriettivo se &
@n: H* — K* suriettivo per ogni n € N.
B ovvio che i morfismi suriettivi sono « epic » nella categoria.

Isomorfismi nella categoria sono tutti e soli i morfismi iniettivi e
suriettivi.

Ogni morfismo di T-algebre @: H — K ha fattorizzazione ® = ME
con F morfismo suriettivo ed M morfismo iniettivo; la fattorizzazione
¢ unica a meno di isomorfismi.

La fattorizzazione si ottiene fattorizzando perognine N @: H»— K"
in modo canonico H» - @~(H") —~ K=, (d"(H")),en € ovviamente una
T-algebra che diremo Imagine di H mediante @ e indicheremo con
la notazione @(H).

Sia H una T-algebra.

Una sotto-T-algebra di H & una T-algebra K = (K"), .y tale che
per ogni ne N K»c H* e inoltre tale inclusione ¢ un morfismo di
T-algebre.

L’insieme delle sotto-T-algebre di H & parzialmente ordinato dalla
relazione di inclusione «c»: se K, K' sono sotto-T-algebre di H,
K c K' se K & sotto-T-algebra di K'; & reticolo completo: se {K};;
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& una famiglia di sotto-T-algebre di H, intersezione di tale famiglia

e NK,= (ﬂ K?) , Punione sard invece |J K; l'intersezione della
iel iel neN iel

famiglia di tutte le sotto-T-algebre di H che includono ogni K;.

La sotto-T-algebra di H generata da un insieme A di suoi elementi
& Dintersezione di tutte le sotto-T-algebre di H di cui sono elementi
gli elementi di A.

Se per ogni neN & data in H* una relazione R=, diciamo
R = (R"),en una relazione in H; useremo la notazione h Rk per in-
dicare che h, k€ H™ per un certo n €N e h R" k.

Diciamo una relazione R in H relazione di congruenza se:
i) R & relazione di equivalenza in K" per ogni » € N,

ii) R & compatibile con il prodotto: se hR*k e ¢ € Ty allora
h R™ ¢k,

iii) B & compatibile con la somma: se a R*b e ¢ R™d allora

(@ + ¢)Rrm(b + d).

Indicheremo con H/R la T-algebra che si ottiene quozientando H*
modulo R* per ogni nm €N, e la diremo la 7-algebra quoziente di H
modulo la relazione di congruenza R.

L’insieme delle relazioni di congruenza in H ¢é parzialmente ordi-
nato dalla relazione di finezza « < »: se K ed § sono relazioni di con-
gruenza in H, R < 8 se h R k implica h 8 k; ¢ un reticolo completo:
se {R;}ie;  una famiglia di relazioni di congruenza in H, intersezione
di tale famiglia & [ R, = (ﬂ R:') , cosl pure I’unione & (J R, =

n iel i€l neN iel
= (U B} .

i€l neN

La relazione di congruenza in H generata da una relazione 4 in H
é Pintersezione della famiglia di tutte le relazioni di congruenza meno

fini di A.

Siano H e K T-algebre e A e B relazioni in H e K rispettiva-
mente, sia @: H — K un morfismo di T-algebre tale che se x Ay
allora @ (x) B @(y). Dette 4 e B le relazioni di congruenza rispetti-
vamente generate da A e B esiste un unico morfismo di T-algebre
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&: H/A — KB tale che il diagramma seguente commuti

H 2> K

|

H/A—7> K/B
le frecce verticali sono le proiezioni canoniche sui quozienti.

1.2. Il funtore P: T-algebre — T-algebre permutative.

Sia T un anello permutativo.

Una T-algebra H é permutativa se per ogni he H*, ke H» h + k =
= T, a(k 4+ h) essendo 7,,, la permutazione di scambio; pill in gene-
rale, per somme di pitt di due addendi, la permutativita si presenta
nella forma seguente: consideriamo h, € H™, h,e H™, .., h,e H" e
hy + by + ... + h,, se « & una permutazione degli addendi, cioé « € 8,,
si ha hy 4 by 4 ... 4+ by = To(lagy + haey+ - + ugy) essendo 7, la
permutazione di [7,q) + M)+ ... + Nuy] che riordina secondo o i

blocchi di 7,q), Nug)y «+ry Na(ry €lementi cioé:
k—1 x(k)—1 k—1 k
Ta@) =2 — Y i+ X Wy Per &: D My << D Nyy)
i=1 i=1 =1 i=1

Data una T-algebra H, per costruire da essa in modo canonico
una T-algebra permutativa, sara naturale quozientare H modulo la
relazione di congruenza generata dalla relazione A in H:

h Ak se esistono ac H*, be H® tali che h=a 4 b e
k= 1,,.(b 4+ a) o meglio dalla relazione A in H:

h Ak se esistono reN e a, e H», a,€ H™, ..., a, € H* e 8, tali.
che h=a,+ a,+ ... +a, e b= 1a(tyq) + Cugey + - + @sqy)-

Tale relazione non ¢ una relazione di equivalenza in H~, & rifles-
siva ma non & necessariamente simmetrica e transitiva né compati-
bile con il prodotto, & invece compatibile con la somma.

Per renderla compatibile col prodotto consideriamo la seguente

relazione 4 in H:

RAL se esistono a,be H™ e g T tali che a Ab e pa=h
e pb=1.
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Questa relazione A risulta compatibile con somma e prodotto ed &
anche riflessiva e simmetrica, la sua transitivizzata R sara la relazione
di congruenza cercata, infatti si prova facilmente che é la relazione
di congruenza piu fine tra le meno fini di 4.

Sia dunque H una ZT-algebra, definiamo P(H) = H/R, P(H) &
una 7T-algebra permutativa, se H & permutativa P(H) = H.

Sia poi @: H -~ K un morfismo di 7T-algebre, definiamo
P(®): P(H) - P(K)

il morfismo di 7-algebre permutative che rende commutativo il
diagramma
N H —F> K

|

H/R—> K/R

in cui le frecce verticali sono le proiezioni canoniche sui quozienti;

notiamo che, come si & visto, poiché se v Ay in H allora @(x) A D(y)

in K, resta individuato in modo canonico il morfismo in questione.
Si verifica immediatamente che

P: T-algebre — T-algebre permutative

¢ un funtore.

TEOREMA 1.1. Consideriamo il funtore di inclusione
¢: T-algebre permutative - T-algebre,

P & aggiunto a sinistra di e.

D1MOSTRAZIONE. Per provare 1’aggiunzione costruiamo una coppia
di trasformazioni naturali », 0:

Hom (P(H), K) <> Hom (H, &(K))

P’una inversa dell’altra.

Siano H una T-algebra e K una T-algebra permutativa, sia
®: P(H) - K un morfismo di T-algebre permutative, definiamo
n(P): H — ¢(K) il morfismo di T-algebre ottenuto componendo nella
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categoria delle T-algebre H - P(H)-2 K, dove n & il morfismo ca-
nonico sul quoziente.
Si verifica facilmente che 7 & trasformazione naturale.

Sia ¥: H — ¢(k) morfismo di T-algebre, definiamo 0(¥): P(H) — K
il morfismo di 7T-algebre permutative ponendo 6(¥)(h) = ¥(h) per
ogni he H, essendo A la classe di congruenza di h.

La definizione ¢ ben posta, infatti se « Ry allora ¥(r) = ¥(y);
basta provare per come & definita R che se ¢ A y allora ¥(x) = ¥P(y).

Sia dunque z A4 y, allora esistonore N e a,, @5, ..., a, € Hed x € 8,
tali che z=a,+ a,+ ... + a, e ¥ = Ta(@u) + Aue)+ ... + ) allora

V(@)= ¥(a,) + ¥(a) + ... + ¥(a,) =
= Ta[w(aa(l)) + 'Il(a/a(z)) + ..+ gI(am(r))] = g’(y)

essendo K T-algebra permutativa.
Anche 0 & trasformazione naturale ed ¢ manifestamente l’inversa

di #.
1.3. Il funtore R: T-algebre permutative — T-algebre ridotte.

Sia T un anello permutativo.

Una T-algebra permutativa H & ridotta se H° = {0}.

Data una T-algebra permutativa H, per costruire da essa in modo
canonico una T-algebra ridotta, sara naturale identificare tutti gli
elementi di H° ovvero quozientare H modulo la relazione di con-
gruenza generata dalla relazione B in H:

hBFE se h, ke H, oppure h = k.

Tale relazione & una relazione di equivalenza in H* per ogni n € N,
ma non & detto che sia compatibile con la simma né con il prodotto
in H.

Per renderla compatibile con la somma consideriamo la seguente
relazione B in H:

h Bk se esistono a, be H e cc H talicheh=a 4+ ¢, k=b + ¢,

Questa relazione B risulta riflessiva e simmetrica, ma potra non

essere transitiva, & invece compatibile con la somma (si tenga pre-
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sente che gli elementi di H° commutano), & anche compatibile con il

prodotto.

La relazione § transitivizzata di B sard la relazione di congruenza
cercata, si prova infatti facilmente che ¢ la piu fine relazione di con-
gruenza meno fine di B.

Sia dunque H una 7T-algebra permutativa, definiamo R(H) = H|S,
R(H) & un T-algebra ridotta, se H & una T-algebra ridotta R(H) = H.

Sia poi @: H — K un morfismo di T-algebre permutative, defi-
niamo R(®P): R(H) — R(K) il morfismo di 7T-algebre ridotte che rende
commutativo il diagramma

H —S> K

|

H|S —> K|8

in cui le frecce verticali sono le proiezioni canoniche sui quozienti;
notiamo che, come si & visto, tale morfismo resta individuato in modo
canonico poiché se « By in H allora @(x) B @(y) in K.

B facile verificare che
R: T-algebre permutative -~ T-algebre ridotte
¢ un funtore.
TEOREMA 1.2. Consideriamo il funtore di inclusione
¢: T-algebre ridotte — T-algebre permutative;
il funtore R & aggiunto a sinistra di e.

D1MOSTRAZIONE. Per provare I’aggiunzione costruiamo una coppia
di trasformazioni naturali u, v:

Hom (R(H), K) <= Hom (H, ¢(K))
'una inversa dell’altra.

Siano H una T-algebra permutativa e K una T-algebra ridot-
ta, sia @: R(H) - K un morfismo di 7T-algebre ridotte, definiamo
w(P): H — ¢(K) il morfismo di T-algebre permutative ottenuto com-
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ponendo nella categoria della T-algebre permutative H % R(H) % K,
dove s & il morfismo canonico di proiezione sul quoziente.
Si verifica facilmente che x & una trasformazione naturale.

Sia ¥: H — ¢(K) un morfismo di 7-algebre permutative, definiamo
v(¥): R(H) - K il morfismo di T-algebre permutative cosi definito
v(P)(h) = ¥(h) per ogni h € H, essendo A la classe di congruenza di h.

La definizione & ben posta, infatti se = Sy allora ¥(r) = ¥(y);
basta provare, per come S & definita, che se # B y allora ¥(x) = ¥(y).

Sia dunque x By, esistono allora a, be H°, ce H tali che # =a + ¢
e y =b -+ ¢ allora

(@) = ¥(a) + ¥(c) = 0 + ¥(c) = ¥(0) ,
P(y) = ¥(b) + ¥(e) = 0 + ¥(e) = ¥(c) .

Anche » & una trasformazione naturale ed ¢ manifestamente 1’in-
versa di u.

2, Completezza della categoria delle T-algebre.

Sia T un G-anello che supporremo anche permutativo; risultera
dal contesto in quali considerazioni tale ipotesi e ridondante.

2.1. Somma diretta di T-algebre.

Se H e K sono algebre di dispositivi la loro somma diretta H + K
© «la pit semplice » algebra in cui ci siano reti miste, composte cioe
di dispositivi dell’una e dell’altra algebra.

Ad esempio dovra esserci

D

E

essendo 4, B, Ec H e C, De K; ed anche se ¢ & un trasduttore
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A —

B

c S —
\

D PR
L —

E —

@

e questo non dovrebbe essere distinto da

A —
(e 9, |
c
> ?, N
/
E B
P3 Y

essendo ¢, @,, ¢;, ¥ trasduttori tali che v(g¢, + ¢, + @;) = ¢.
Le considerazioni euristiche precedenti guidano alla costruzione

che segue; si & tradotta nella consueta caratterizzazione universale
la minimalitd di cui si & detto.

Siano H, K T-algebre, consideriamo la somma diretta W di H
e K come monoidi graduati ovvero il monoide W delle parole «ridotte »
con lettere in H o K; W & un monoide graduato se si assume come
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grado di ogni parola ridotta la somma dei gradi di ogni sua singola
«lettera », e come somma di due parole la parola ottenuta per giustap-
posizione e successiva riduzione.
Consideriamo per ogni n e N linsieme 8= - T?X W', 8§ = (8"),en
ieN
¢ una T-algebra rispetto alle operazioni di somma e prodotto definite
come segue:

() + W, Q)=(@+v,p+9)
per ogni pe Ty, pe W", pel}, qe W';

(g, p) = (yp,p) per ogni yeT,, pely,, peW";

a verifica delle proprieta 1H, 2H, ..., 5H & immediata.
Volendo immergere H e K in 8 consideriamo le seguenti immer-
sioni di insiemi graduati:

ju: H — 8 cosi definita  j4(h) = (., B) per ogni he H",
jx: K — 8 cosi definita  j%(k) = (¢., k) per ogni k€ K=,

dove il secondo elemento delle coppie & la parola ridotta costituita
rispettivamente dalla sola lettera h o k, vuota se h = 0 oppure k = 0,
ju € jx non & detto che siano morfismi di T-algebre, possono infatti
non essere compatibili con il prodotto poiché se h € H™ e ¢ € T}, allora
ia(ph) = (en, ph) € g@jg(h) = (g, h), analogamente j.

Per ottenere due morfismi di 7-algebre occorrerd quozientare mo-
dulo la relazione di congruenza generata dalla relazione A in S: x A y
se esistono ¢ € T}, p parola ridotta di una sola lettera di H™ oppure
di K™ tali che: » = (e,, ¢p) e ¥y = (¢, p), dove si pensi ¢p parola
ridotta costituita da una sola lettera o eventualmente vuota se gp = 0.

La relazione A non & necessariamente riflessiva né simmetrica né
transitiva e neppure compatibile con somma e prodotto.

Per renderla compatibile con la somma e con il prodotto conside-
riamo la relazione A: x Ay se esistono una parola ridotta di W
P = PP ... P, Scomposta in lettere, e v, ¢, s, ..., p, € T tali che
v =_(’/’7 (P1P1)(@2P2) o (PaDn)) € Y= (Y(Pr+ @2+ oo + @n), P1D2 vee Pn).

A risulta riflessiva non simmetrica né transitiva ma ovviamente
compatibile con somma e prodotto, la transitivizzata della simmetriz-
zata di 4 & la relazione di congruenza cercata, si prova infatti facil-
mente che & la relazione di congruenza piu fine tra le meno fini di A,
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Consideriamo la T-algebra S/E, i morfismi d insiemi graduati
iy = nja B2 835 8/R,  ix=mjx, K% 85 SR,

risultano ovviamente morfismi di 7-algebre.

TEOREMA 2.1. La T-algebra S/R con i morfismi ¢y, ix & una somma
diretta delle T-algebre H e K nella categoria delle T-algebre, la indi-
cheremo come di consueto H + K.

D1MOSTRAZIONE. Sia X una 7'-algebra @:H - X, ¥: K - X mor-
fismi di T-algebre, esiste uno ed un solo morfismo di T-algebre
2': 8/R - X che rende commutativo il diagramma

X

s
«-—
H /R i K

i H K

Intanto se un tale 2 esiste, dato un elemento [p, p] di S/R, classe
di congruenza di (¢, p) €S con p = h,k, bk, ... b, k,, h,e H, k,€ K,
1=1,2,..,n ad esempio, dovra essere:
2, p] = 2¢[e, p] = p2le, pl =
= (PZ([Ey hl] + [8, kl] + o+ [87 hn] + [87 kn]) =
= 99(2[8, h] + 2[87 B+ ...+ 2[87 h,] 4 2[87 kn]) =
= @(Zin(hy) + Zixhy) + ... + Zin(hn) + Zix(ka)) =
= p(D(hy) + Ply) + ... + P(h,) + P(ky)) -

Definiamo allora 2' nel modo seguente:

21, p) = @(P(hy) + ¥(k;) + ... + D(hy) 4 P(ky))
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& ovvio che la definizione ¢ ben posta, ‘mostriamo che X & morfismo
di T-algebre, infatti se [¢, pl, [y, g1 € S/R e p, q sono le seguenti
parole ridotte

p=ab,..a,b,, q=c¢d, ... c,d,
con a;,,c;eH e b;,,d;e K

2Pl + v, q)=2lp+v,p+ 4=
= (¢ + v)(D(ay) + P (b)) + ... + D(a,) + P(ba) +
+ D(e,) + P(dy) + ... + D(c,) + P(d,)) ,

iy, p1+ L1y, ¢ = ¢(DP(ay) + P(by) + ...
o+ D(a,) + P(b,) + D(e) + P(dy) + ... + D(cn) + P(d,) =
= (p + ¥)(D(a)) + P(b)) + ... 4~ D(a,) + P(b,) +
+ D(¢;) + P(dy) + ... + D(ew) + P(dn))

ed & immediato dalla definizione che
Z(ylg, p1) = vZle, p] -

2.2. Somma diretta di T-algebre permutative.

La somma diretta di due 7T-algebre permutative H, K pud non
essere permutativa; la somma diretta di H e K nella categoria delle
T-algebre permutative si ottiene in modo canonico considerando la
loro somma diretta H 4+ K come 7-algebra ed applicando a questa
il funtore P.

La T-algebra permutativa P(H + K) & la somma diretta di H
e K nella categoria delle T-algebre permutative infatti il funtore P
essendo dotato di aggiunto a destra muta somme dirette in somme
dirette.

Puo essere utile la seguente costruzione alternativa della somma
diretta nella categoria delle 7T-algebre permutative.

Date H e K T-algebre permutative consideriamo l’insieme gra-
duato § = (S*) dove

ST‘: {(?77 h7 k)lhEH’, kGK‘, (pETfﬂ}
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con le seguenti operazioni di somma e prodotto:
(py @y b) 4 (v, ¢, d) = ((‘P +y)ga+e b+ d)

per ogni ac H", be H*, ¢ €T}, , e per ogni ce H*, de H*, ye T},
essendo y = e, + 7,,, + &

¥(p, by k) = (y@, h, k) per ogni he H", ke K*, g e T}},, ye T},.

L’insieme graduato S con le operazioni definite & una 7T-algebra,
pud non essere permutativa; quozientiamo S modulo la relazione di
congruenza generata dalla relazione che identifica fra loro due ele-
menti del tipo (e, ¢h, 0), (¢, h, 0) oppure due del tipo (¢, 0, vk), (v, 0, k)
in modo che i morfismi indotti sul quoziente dai morfismi di insiemi
graduati H -5 8, ig(h) = (e, b, 0), H-% 8, ix(k) = (g, 0, k) risultino
morfismi di 7T-algebre.

La T-algebra quoziente di 8 modulo la relazione transitivizzata
della simmetrizzata della relazione A:

x Ay se esistono ue T, peTl, yeT;, he H*, ke k" tali che
@ = (1, ph, vk) e y = (u(p + v), h, k),

€ permutativa, e si verifica facilmente essere la somma diretta di H e K.

2.3. Somma diretta di T-algebre ridotte.

La somma diretta di due T-algebre ridotte H, K pud non essere
ridotta; la somma diretta di H e K nella categoria delle T-algebre
ridotte si ottiene in modo canonico considerando la loro somma di-
retta H + K come T-algebre permutative ed applicando a questa il
funtore R.

La T-algebra ridotta R(H + K) ¢ la somma diretta di H e K
nella categoria delle T-algebre ridotte infatti il funtore R, essendo
dotato di aggiunto a destra muta somme dirette in somme dirette.

2.4. Somma diretta di una famiglia di T-algebre.

Con procedimento analogo a quello descritto per costruire la somma
diretta di due Z-algebre si costruisce la somma diretta di una arbi-
traria famiglia di T-algebre {H};, si ripete la identica costruzione
precedente in cui sia perd W la somma diretta delle H,; come monoidi
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graduati, ovvero I’insieme delle « parole ridotte » con lettere in qual-
cuna delle H;.

L’applicazione del funtore P fornisce poi la somma diretta nella
categoria delle T-algebre permutative, I’ulteriore applicazione del fun-
tore R fornisce la somma diretta nella categoria delle T-algebre ridotte.

2.5. Coequalizzatore nella categoria delle T-algebre.

Siano H e K T-algebre, @, ¥: H — K morfismi di T-algebre;
consideriamo in K la relazione di congruenza R generata dalla rela-
zione A: x Ay se esiste h e H tale che # = ®(h) e y = P(h).

TEOREMA 2.2. La proiezione sul quoziente m: K — K/R ¢ il co-
equalizzatore di @ e ¥ nella categoria delle T-algebre.

DiMosSTRAZIONE. Intanto ovviamente z® = n¥.

Sia poi X una T-algebra e y: K — X un morfismo di T-algebre
tale che y® = 4%, se ¢’é un morfismo I: K/R — X che rende com-
mutativo il diagramma

o ‘7
—— K
H K —— /
—_— R
4
X

X

deve essere It(k) = I'(k) = y(k) per ogni ke K dove k indica la
classe di congruenza modulo R di k€ K.

Definiamo allora I'(k) = y(k) per ogni k€ K, risulta I" ben defi-
nita, inoltre morfismo di 7-algebre e I'm = y infatti

In(k) = I'(k) = x(k) per ogni ke K.
I' & quindi P’'unico morfismo di 7T-algebre che rende commutativo

il diagramma.
E poi ovvio che anche la categoria delle T-algebre permutative
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e la categoria delle T-algebre ridotte sono dotate di coequalizzatore
poiché se K & una T-algebra permutativa oppure ridotta, la T-algebra
K|R é rispettivamente permutativa o ridotta.

2.6. Push-out nella categoria delle T-algebre.

Essendo la categoria delle 7T-algebre dotata di somme dirette qua-
lunque e di coequalizzatore risulta anche dotata di Push-Out anzi
cocompleta; analogamente la categoria delle T-algebre permutative e
la categoria delle T-algebre ridotte.

2.7. Prodotto, equalizzatore, pull-back nella categoria delle T-algebre.

E immediato verificare che date H e K T-algebre, l’insieme gra-
duato (H"X K"),y strutturato come T-algebra definendo nel modo
naturale le operazioni:

(a, b) + (¢, d) = (a + ¢, b+ 4d)
per ogni (a, b)e H*X K", (¢, dye H*X K™,

@(h, k) = (ph, k) per ogni (h, k)e H»X K™, ¢ € T,,

¢ il prodotto diretto nella categoria delle T-algebre ed anche nella
categoria delle T-algebre permutative e delle T-algebre ridotte.

Analogamente data una famiglia {H;},; di T-algebre, 'insieme
graduato HH’;) strutturato nel modo naturale come 7-algebra é il
iel
prodotto diretto nella categoria.

Per quanto riguarda 1’equalizzatore nella categoria delle T-algebre
& immediato verificare che dati @,¥: H —~ K morfismi di T-algebre
linsieme graduato B = ("), B* = {hlh € H" e ®(h) = P(h)} & una
sotto-T-algebra di H, e che D’inclusione ¢: E — H & l’equalizzatore
di @, ¥ nella categoria delle T-algebre ed anche nella categoria delle
T-algebre permutative e delle 7-algebre ridotte.

Cosi le categorie delle T-algebre, T' algebre permutative, T-algebre
ridotte, essendo dotate di prodotti diretti qualunque ed equalizzatori
sono pure dotate di pull-back anzi sono complete.
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In particolare dati i morfismi di 7-algebre

BV ”\pc

I1 pull-back di @, ¥ si ottiene considerando la sotto-T-algebra
P = (P"),n di BXC

Pr={(b,c)be B", cc C" e D"(b) = ¥"(c)} .

3. T-algebra libera generata da un insieme graduato.

Si vuole ora realizzare la costruzione della 7-algebra libera generata
da un insieme graduato.

Svolgiamo alcune considerazioni euristiche nel caso particolarmente
interessante di 7-algebre di dispositivi.

B dato un insieme S di «dispositivi» con terminali e si vuole
costruire «la pitt semplice » 7-algebra in cui siano tutte le possibili
reti di dispositivi di 8.

Il numero dei terminali di ciascun dispositivo di 8 fa di S un
insieme graduato.

Dovranno essere in tale algebra dispositivi del tipo:

8e 81, 85, S3, 8, sono elementi di S rispettivamente di 2, 3, 1, 2 ter-
minali, dovrebbe avere terminali 2 + 3 4+ 1 + 2.

Cidé porta alla considerazione del monoide graduato delle parole
generato da S.
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Dovranno poi essere nell’algebra dispositivi del tipo:

1 > I
T

|__s__§_}—> |
[sa T o

in cui ¢ & un trasduttore opportuno.

Cid porta alla successiva considerazione delle coppie costituite da
una parola su 8 e da un trasduttore, elemento di 7.

La minimalita di cui si ¢ detto ¢ stata tradotta nella consueta
caratterizzazione universale.

3.1. Monoide graduato libero gemerato da un insieme graduato.

Sia § = (8”),n un insieme graduato, consideriamo W(8) il mo-
noide delle parole su §, W(S) é un monoide graduato se si definisce
grado di una parola su S la somma dei gradi di ogni sua «lettera ».

Siano 8, R insiemi graduati @: § — R morfismo di insiemi gra-
duati, definiamo W(®): W(S) — W(R) nel modo seguente

W(D)(8,85 ... 8,) = D(8,) D(8,) ... D(s,) per ogni $;, S5y .oy $,€8;

e ovvio che W(®) ¢ un morfismo di monoidi graduati.

Si verifica facilmente che W é un funtore dalla categoria degli
insiemi graduati alla categoria dei monoidi graduati.

Se indichiamo con |— | il funtore « supporto insiemistico » che ad
ogni monoide graduato associa l’insieme graduato soggiacente dimen-
ticando la struttura algebrica, si ha che W & aggiunto a sinistra di
| —|; in tal senso si dice W(S8) il monoide graduato libero generato
dall’insieme graduato S.

L’aggiunzione fra W e |—
naturali I’uno inverso dell’altro:

¢ data dalla coppia di isomorfismi

Hom (W(8), M) <> Hom (8, | M)
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cosi definiti:

se @: W(S) > M & un morfismo di monoidi graduati,
n®: 8 — |M| & il seguente morfismo di insiemi graduati:
(nD)(s) = s per ogni se S;

se ¥: 8§ — |M| & un morfismo di insiemi graduati,
0¥: W(s) - M é il seguente morfismo di monoidi graduati:
(0F) (8185 -.. 85) = P(s,)(s,) ... P(s,) per ogni s,8,..5,€W(S).

3.2. T-algebra libera generata da un monoide graduato.

Sia T un G-anello.
Sia M un monoide graduato, consideriamo l’ingieme graduato ™™
(tM)" = + (T?*x M*) per ogni neN.

Deﬁmamo in TM le seguenti operazioni di somma e prodotto:

(py m) + (p, n) = (p + p, m + n)
per ogni pe Ty, me M*, yeT!, ne M",

v(p, m) = (po, m) per ogni yeT;, peT;, me M”,

E immediato provare che le operazioni definite verificano le pro-
prietd 1H, ..., 5H, tM risulta pertanto una T-algebra.

Siano M, N monoidi graduati e @: M — N un morfismo di mo-
noidi graduati, definiamo t®P: M — TN nel modo seguente:

(vD)(g, m) = (@, DP*(m)) per ogni pe I, me M°.

B facile verificare che 7® risulta un morfismo di T-algebre.
Risulta ovviamente che 7 & un funtore dalla categoria dei monoidi
graduati alla categoria delle 7-algebre.

Se indichiamo con |— | il funtore « supporto monoidale» che ad
ogni T-algebra associa il monoide graduato soggiacente, dimenticando
la struttura che gli deriva dall’operazione di prodotto per elementi
di T, si ha che 7 & aggiunto a sinistra di | — |; in tal senso diremo M
la T-algebra libera generata dal monoide graduato M.

L’aggiunzione fra v e |— | & data dalla coppia di isomorfismi na-
turali, I’uno inverso dell’altro

Hom ((M), H) < Hom (M, |H))
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definiti cosi:

se @: t(M) - H & un morfismo di T-algebre,
ED: M — H ¢ il seguente morfismo di monoidi graduati:
(£D)?(m) = D(¢,, m?) per ogni m € M?;

se ¥: M — |H| ¢ un morfismo di monoidi graduati,
{¥: t(M) - H & il seguente morfismo di 7T-algebre:
(EP)?(p, m) = ¢¥?(m) per ogni ¢ € T}, m e M*.

3.3. T-algebra libera generata da un insieme graduato.

Componendo i due funtori W, ©

Insiemi graduati ——= +__ Monoidi graduati =T——= T-algebre

si ha il funtore L = tW.
Componendo il funtore «supporto insiemistico» con il funtore
« supporto monoidale » si ha il funtore « supporto», che denoteremo

ancora | — |, che associa ad ogni T-algebra l’insieme graduato sog-
giacente.
L ¢ aggiunto a sinistra di | — |, essendo aggiunti a sinistra i rispet-

tivi componenti; cosi, nel senso solito, diremo L(S) la T-algebra libera
generata dall’insieme graduato 8.

Esplictamente un elemento di grado n di L(8) sard una coppia
(s 8185 ... 8,) con ¢ € Th e 8;, 85, .., 8,€8 essendo m la somma dei

gradi di s;, 8, ...y 8,.

3.4. T-algebra permutativa libera gemerata da un insieme graduato.

Se poi T & un G-anello permutativo, componendo i due fun-
tori L e P

Insiemi graduati —IL<__|—_>_ T-algebre # T-algebre permutative

si ha il funtore £ = PL; se ¢ ¢ il funtore di inclusione, componendolo
con il funtore « supporto » si ha un funtore che diremo ancora « sup-

porto » e denoteremo ancora | — | che associa ad ogni T-algebra per-
mutativa l’insieme graduato soggiacente.
Il funtore £ & aggiunto a sinistra di |— | essendo aggiunti a si-

nistra i rispettivi funtori componenti; diremo £(S) la T-algebra per-
mutativa libera generata dall’insieme graduato 8.
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3.5. T-algebra ridotta libera gemerata da un insieme graduato.

Infine componendo i due funtori £ e R
£
Insiemi graduati ? T-algebre permutative *‘é T-algebre ridotte

si ha il funtore 4 = RL; se ¢ ¢ il funtore di inclusione, componendolo
con il funtore « supporto » si ha un funtore che diremo ancora «sup-

porto » e denoteremo ancora | — | che associa ad ogni T-algebra ridotta
I’ingsieme graduato soggiacente.
11 funtore A & aggiunto a sinistra di | — | essendo aggiunti a sinistra

i rispettivi funtori componenti; diremo A(8) la T-algebra ridotta libera
generata dall’insieme graduato S.
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