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ReND. SEM. MaT. UN1v. Papova, Vol. 62 (1980)

Su una classe di equazioni paraboliche singolari.

ANTONINO MAUGERI (*)

SUMMARY - In this paper we study a boundary-value problem for the equation:
H(x, t)

a(w, t) (ua:m + %u’z) + Uy — Uy = f(x’ t) (a;’ t) € Q = ]0’ R[X]O7 T[ s

where
1+ 2v

1
2y > — 1, ig(a(m, D<A, [Hlioq < ,» A21.

Detto @ il rettangolo 0, B[ x 10, T[ (R, T > 0), in questa Nota
studiamo, in un opportuno spazio di Sobolev con peso, il problema:

ﬂ;.’.t_).ux—uth(x,t) in @,

(0.1)  ala, 1) (u +2 u) +
(0.2) u(z, 0) =0 x€]0, B[
0.3)  w(R, 1) =0 te]o, T[.

Dimostriamo che tale problema ammette una ed una sola solu-
zione supponendo che 2» sia un numero reale maggiore di —1 e che
esista un numero reale A>1 tale che:

1
1<a(a79 <4, [H | zo@<—— -

(*) Indirizzo :dell’A.: Sem. Matematico - Cittd Universitaria - Viale
A. Doria, 6 - Catania.
Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.A.F.A. del C.N.R.
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Sul termine noto f(z,?) facciamo I’ipotesi che appartenga alla
classe L*(Q) costituita dalle (classi di) funzioni misurabili in @ per le
quali risulta finita la quantita:

1f]z3@ = (fw“f *(x, t) dw dt)*

Q

Denotato, poi, con H>'(Q) lo spazio delle funzioni u(z, t) misurabili
in @ e tali che u, u,, %, + (2v/®)u, e u,/s appartengano a L}(Q), nor-
malizzato ponendo:

2 2
Uy 2y
— Uy + — Uy
Z || L2Q) & 1 A{()]

0.4)  Jul, ='(nunim>+ +

3
+ ” L2 ”2.',(0)) ’

con H?3(Q) indichiamo la classe delle funzioni appartenenti ad H3'(Q)
ed aventi traccia nulla per t=0 e = R('). In H}3(Q) cerchiamo
la soluzione del problema (0.1)-(0.3).

In H}(Q) la norma (0.4) e la norma:

o =(

risultano equivalenti.

u:c2 2

(0.5) [ o

2y
7 "I_ —x— Uy

+

Ly@

¥
+ lluelli:«n) ,

Ly(@)

1. Risultati preliminari.

Vale il seguente:

TEOREMA 1.1. Per ogni fe LX(Q) esiste una ed una sola soluzione
u(@, t) appartenente ad H}5(Q) dell’ equazione

2
(1.1) Ugs + ;”um—ur—*f

(1) Le derivate sono considerate nel senso delle distribuzioni. Lo spazio
Hf,'é(Q) coincide, poi, con la chiusura dell’insieme:

{ue 0*(Q): 3;— € IXQ), u(@, 0) = 0, u(R,t) = 0}

rispetto alla norma (0.5).
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ed essa ¢ rappresentata dalla serie:

1.2)  u(x,t) =

o 20, 40) [ ‘ .
=—wﬂ)zhmj;%§%emﬂ—%u—wn(kwwwnnh4h&dﬂdr

dove J,_y(w) e J,,4(x) sono, rispettivamente, le funzioni di Bessel di prima
specie di ordine v—1}% ev + % e j,, n€ N, sono le radici dell’equazione:

J,_4y(AR) = 0.

Inoltre si ha:

1
2
(1.3) fw” [(uu—l— —;u,) + ut] dodt 4 - supfac”u’(w, t)de<
[0 T]
Q

< f w® f2(w, t) dwdt ,
Q

2
(1.4) f w”%:dwdt< o f2(w, t) dar dt .

Q

_t
(1 + 20)°
Q

Posto
V2xd,-3(j.2)

Toalin) )

Yau(@) =

(?) Ricordiamo (cfr. [4] e [5]) che:
1

1 1 Py
an(x) Yn(@)de =9,,, e fﬁz”fz(fvs t)dw =3 (fx" f(@, 1) wa(x) d-’ﬂ) .

n=1
o L) 0

Ne segue, allora, che:

2
f fwz" fw, t)ydedt = Z (fx" (@, t) () dw)
n=1

Per l'unicitd vedasi il teorema 2.1,



68 Antonino Maugeri

seriviamo la (1.2) nella forma:

(1.5) u(w, 1) = —a~" 2 Yu(@) feXP [— 2t — )] ( f&"i(fy 7)Pa(£) df) dz

n=1
o
supponendo per semplicita E = 1. Proviamo, ‘per prima cosa, che
w(#, t) € Ly(Q)
Si ha per ogni n e p appartenenti ad N:

)@

||—Zx " Yarr(2) | €XP [— 7,.+kt-r)( fé’ (&, r)w,,+k(§)d§)d-c

= Z (feXP [— Jnau(t — T)](ff”f(f, ) Yrtr(§) d‘f)dt) dt .

Considerando il termine generico della sommatoria a secondo mem-
bro ed integrando per parti si ha:

(1.6) f(fexp [— Jasa(t — r)](fé"f(f, T)wn+k(§)d§)dt) dt =

0 0
12

—[atexp (- 272, t]( f exp [f24s7] ( f £ 1€, T) pusn(£) dé‘)dt) _

=— %;ji?:ﬂ (fexp [7'3;+kr](f§”f(§, T)‘Pn+k(5)d5)d'”) +

- f [exp (= fe] (f 1, D) panal®) df) f exp [ 7]

0

exp [— 2jn1, T] .
2fn

: ( f exp [j2427] ( f & 1€ 1 paiald) ds)dr) 4
0

0

'(ff”f(fy T) Puir(§) df)d‘t:l dt = —
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fdtfeXP [— jasxt] XD [Jnte7]

n+k

( f £ (6, 1) purslE) ds) ( f (&, 7) wn+k<5)d§)dr
< [ f fexp[ it — 7] ( f&’ (& 1 wn+k<5>d5) dtdx +
nt+k

+ ffexp [ 7n+n(t - T (féw ‘Sy 1/)n-Hc ) dth] <
1 (/[
<= [([erne v &) ar.

Quindi:

<
JA0)

1 f(ffvf(fa T)"/Jrﬂ—k( )d§) T
k=1 Intr

e, percio, u(x,t) denota una effettiva funzione di L(Q).
Tenendo presente che:

H - me_v"/)n+k(w) exp [_ jz+k(t - T)](f&” 5, 1/)"+k(§) df)d‘t

]

%x_”%‘]v—é(jn") = — Jox " 1y (fu )

derivando termine a termine la (1.5) si ottiene la serie:

(1.7) Zw‘”inxn(w) f exp [— 21— 7)] ( f 16, 7) (&) ds)dr
con ’ °

V20J,14(ju2)

xn(w) - Jv+§(jn)

fxn(w) Am(®)dx = Oy .

0
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La serie (1.7) converge in L3(Q). Infatti si ha per ogni n e pe N:

L (Q)

Z T Yntr (@) ?n+kjexp [— jnss(t — 7] ( J‘E"f(E, t)wm(E)d&) dr

k=1

|
l

= Z?‘ﬁwf(fexp [— fnan(t — r)](fé”f(é, ) Yoi2(8) ) dr)sz

<§ 2y f(ff"f({:, T)'Pn+k(§)d§)d1

Inoltre la (1.7) per ogni ¢ fissato in [0, v] converge in L3(0,1).
Infatti:

l i T Y ns() jn+kfexP [— Jasn(t — T)] ( J‘fvf(‘f, T) Wnrel€) df) dr :

| =1

30,1

i

= 2 e (feXP [— Ja+al(t — T)]( E (&, T)Pnir(8) df) dT) <

k=1

< :Zl]'ﬁw(fexp [— 2jna(t — 7)) dt) (f(ff”f(f, T) Ynr(€) d5)2 d'l:) <

< Z (ff" I(E: T)w»+k(§) df)z dt.

k-—l

Detta allora v(z, t) la somma della (1.7) si ha per ogni z€]0,1]:

lf [v(w, glw"”ynxn (z)-
( fexp[ 2(t— )] ( f&f(s, wn(f)df)dr]dw)

(Jlee

0

¥ f ).
dw)* .

n=1

xv(x Eanxn ) |exp [— ja(t — r)](ff”f(fﬁ, 7) Yal )dé)
0
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Quindi risulta

2z

(1.8) fv(w, t)yder = i T xn(av)da:fexp [—j2(t—7]"

n=1
1 1 0

( f G r)wn(é)dé)dt — e 1),

ed, inoltre, la convergenza della serie (1.51 ¢ uniforme in ogni insieme
del tipo[Z,1]x[0,1] con 0 <Z <1

In modo analogo si vede che la serie ottenuta da (1.5) derivando
rispetto a ¢:

t

— iw‘”wn(w)ff”ﬂf, t)ya(§) dé + Zw“”ﬁwn(w) exp [— ja(t — 7)]

( f B 1E, ) pald) de)dr,

converge in L}(Q) ed, inoltre, detta w(z, t) la sua somma si ha:
(1.9) w(@, t) = w,(w, t)

nel senso delle distribuzioni perché per ogni ®@(z,t) e C7(Q) risulta:

r 1
fwvw(w,nd’( dodt = 3 wn(m[—f&vf(&,t)wn(s)ds+

Qe
t

iy f exp [— j2(t — 7)] ( f E1(E, T pal) dg)dr] 200 ot =

=3 [t ( fexp[~z,.<t—r]( f&”f(f, ) ) )Q‘Zﬁ’”dwdt:

n=1

d)(d;v 1)

= —|2'u(x, t) ———dxdt .

Q
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Consideriamo, ora, la funzione:

t

1
(1.10)  @Puy(@yt) =" D ju)n(@) | €XP[— jul(t — r)(fé”f(é, T)wn(é)dé)dt,

n=1
0

Puguaglianza valendo nel senso di LYQ).
Tenendo presente:

d . . .
d_.’vwv+}Jr+}(.7nx) = y,,vaJv_*(y,.w)

derivando termine a termine la serie (1.10) si ottiene la serie:

n=1

@’ i Ya() iﬁfexp [—dat—7)] (ff'f(f, 7) wn(E)dE)dr

0

che ha per somma in L}Q) la funzione a*'u,(x,t) + #*f(x, t).
Avendosi nel senso della convergenza in L'(0,T);

fw”(ut + flde = gl " Pa() iidwfexp [—in(t— 7))

( f b i(E, r)wn(é)dé’)dr - }:zva,.;mz) exp [— f2(t— )]

( f £ 1(E, T)pal8) ds)dr,

e valendo la (1.10), si ha q.o0. in ]0, 1]

z

fm”(ut +-f)dr = 2% u,z,t)

0
Ne segue allora:

(1.11) lim x?*u,(w,t) = 0

>0+t

(1.12) x®(u,+ f) = &% (um—-{— 2}?’1@) .
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Dalle (1.11) e (1.12) segue pure (cfr.[3]):

T 1 - x
2 1 2 2
(1.13) f;v?”g—gdwdt =fdtfw—2” (Zcff”(“”” ?”u) dé‘) do <
Q 0 0 0

IS S o (S LI
\(1 + 21})2 Loe P Uy X .
Q

Dalla uguaglianza;

1
2y 2 2 1 2v ul
il | KV —J-v—uac + uildedt + 5 uy(z, T)dw =
Qe 0

2
= | a2 [(uw + ng u,) — u,] dxdt,

Q

segue poi la (1.3), mentre dalla (1.13) segue la (1.4).

2. Teorema di esistenza ed unicita.

Vale il seguente;

TEOREMA 2.1. Per ogni fe LX(Q), il problema (0.1)-(0.3) ammette
una ed una sola soluzione uc H,(Q) e risulta:

9 1
(2.1) (fxz" [(uzm + 2;:: ux) + uf] dwdt) <Glflue@
e
I, 20,
(2'2) h u; % 1 + 2'1’ ”f”lfv(Q) )
dove;

1 2 3
Co= (z— |H = 1—+2—) '

Per la dimostrazione basta tenere presenti i teoremi 3.1 e 3.2 di [1].
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