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Varieta di Fano di dimensione n»>4 e di indice r>n—1,

MARrIA EziA SERPICO (¥)

SuMMARY - Let V, be a Fano variety on C of dimension n > 3 with anti-
canonical sheaf A, and let » (r<m + 1) be the index of V,, that is the
maximal integer » such that 37~ # for some invertible sheaf $ on V,.
Let d be the degree (univocally determinated) of $. Fano varieties with
r =mn + 1, n, and those with r =n — 1 and d = 3, 4 are here comple-
tely characterized. Moreover it is proved that Fano varieties with
r=mn—1 only exist if d<6, whilst, in dimension 3, Fano varieties
with r = 2 and d = 7 exist (cfr. [5]).

Introduzione.

Per studiare le varieta di Fano, ossia le varieta V definite sul campo
complesso C con fascio anticanonico £ ampio, & utile (cfr. [11], [1], [5])
suddividerle in classi in base ai valori dell’indice. E questo il massimo
intero r tale che risulti $r ~ A, per qualche fascio invertibile $ su V.
Si dimostra che, in ogni caso, ¢ r<dimV-1 e che, per ogni coppia
(n, r) di interi tali che 1 <r<n -+ 1, esistono varietd di Fano di dimen-
sione n ed indice 7.

Ciascuna classe di varietda di Fano, individuata da determinati
valori di » ed r, pud essere ulteriormente suddivisa in base ai valori
del grado d del fascio $ (che ¢ univocamente determinato a meno
di isomorfismi). B naturale chiedersi a quali valori di d corrispondono
varietd effettivamente esistenti e di che tipo siano queste varieta.

Iskovskih si & occupato a lungo di questi problemi relativamente

(*) Indirizzo dell’A.: Istituto di Matematica, Via L. B. Alberti, 4, 16132
Genova.



296 Maria Ezia Serpico

al caso n = 3 e, ritrovando e completando i risultati classici di Fano
e di Roth, ha descritto la maggior parte delle varieta di Fano tridi-
mensionali.

In questa nota mi occuperd di varietd V, di Fano di dimensione
n >4, restando nell’ordine di idee di Iskovskih.

Anzitutto esaminerd l’applicazione razionale ¢g associata al fa-
scio B e proverd che essa ¢ sempre biregolare per r =n, r =n + 1
eper r =n—1 e d>3. Si osservi che Iskovskih & stato il primo ad
interessarsi della biregolarity di ¢g e cid soltanto per n = 3.

Successivamente mi occuperd dell’esistenza delle V, di Fano con
i precedenti valori di r e d. Intanto e facile riconoscere che le V, di
Fano con » = n + 1 sono tutte e sole quelle isomorfe a P, (e hanno
d = 1) e che le V, di Fano con r = n sono tutte e sole le varieta iso-
morfe ad ipersuperficie quadriche non singolari di un P,,, (e hanno
d=2). _

I risultati principali ottenuti relativamente al caso » = » — 1 sono
i Teoremi 2 e 3 del n. 3. Il primo da una caratterizzazione delle varieta
di Fano di indice »r = n —1 e d>3. Il secondo prova che non esistono
tali varietd per n>4 e d>7. Si noti che se invece la dimensione ¢
n = 3 esistono varietd di Fano di indice 2 e d = 7 (cfr. [5]).

Esistono poi V, di Fano di indice » — 1 per ogni d tale che 3 <
<d<6. Quelle con d = 3 e con d = 4 hanno come modello biregolare
rispettivamente un’ipersuperficie cubica non singolare di P, , ed una
varietd intersezione di due quadriche di P,,,. La grassmanniana
G(1, 4) c P, delle rette di P, e le sue intersezioni con sotteospazi di
codimensione 1,2, 3 sono altrettanti esempi di varieta di Fano con
r=n—1, d =5 e di dimensione 6, 5, 4, 3. Il prodotto alla Segre
P, xP, ¢ un esempio di varieta di Fano di dimensione 4 con r =3
e d =6.

In tutto il lavoro fard I'ipotesi che esista una catena

Bi>B2o ..o B*3

di varietd i-caratteristiche del sistema |B| associato a $ (per varietd
i-caratteristica di un sistema lineare |B| intendo una varietd carat-
teristica di |B| di dimensione n — ¢) tale che, per ogni 1<i<n—3, B!
sia non singolare. Non so se tale ipotesi, che é essenziale per la dimo-
strazione della Proposizione 1, sia conseguenza delle altre ipotesi fatte
su V. 8i noti che per n = 3 il sistema |B| contiene sempre divisori
non singolari, come & stato recentemente dimostrato da V. V. Sokurov.
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1. Sia V una varietd algebrica, proiettiva, irriducibile, non sin-
golare, di dimensione n>3, definita sul campo complesso, e sia K,
un suo divisore canonico. Supporremo che V sia di Fano, ossia che
il fascio anticanonico O,(— Ky) sia ampio. Se s>1 e O,(L) sono rispet-
tivamente un intero positivo qualunque e un fascio invertibile su V
tale che risulti Oy(— Ky) ~ Oy(sL), & immediato riconoscere che:

(1) dim H(V, Oy(jL)) = 0 sei<nej<O,
(2) dim Hi(V, Oy(jL)) =0 sei>0e j>1—s.

Per provare la (1) basta applicare il Kodaira Vanishing Theorem,
per la (2) occorre anche il teorema di dualitd di Serre.
In particolare per j = 0 la (2) diventa:

(3) dim H¥(V, 0,) =0 Vi>0,
pertanto il gruppo Pic V coincide con NS(V‘), e quindi e finitamente
generato.

Diremo indice di V il massimo intero r>1 (!) per cui esista un
fascio invertibile $ su V tale che O,(— Ky) = H".

Posto B° =V supporremo che esista una catena

B> Bi>...> B3

di varieta i-caratteristiche del sistema |B| associato a 3B (per ¢ = 1 B*
¢ la varietd definita dalle equazioni locali di un divisore di |B|) tale
che, per ogni 1<i<n—3, B? sia non singolare. Indicheremo infine
con d il grado (B") del sistema |B|.

In questo paragrafo e nel successivo dimostreremo alcune propo-
sizioni di carattere generale sulle varietd B¢ e sui fasei Ox(B#?), facili
estensioni di proposizioni provate in [5] per » = 3 e che ci saranno
utili nel seguito.

ProrosizioNE 1. Nelle nostre ipotesi per ogni 1<i<n—3

(I) B! ¢ una varieta irriducibile (di dimensione #n — 1) € Qg (B*1)
¢ fascio ampio

(1) Se G & un gruppo finitamente generato e se g € G & un elemento di G,
linsieme R = {reZ, r >1: 32 G: rz = g} & finito.
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(IT) risulta Op(— Kp) =~ Op((r—14)B*Y) e, se i <7, Bi & una
varieta di Fano.

DiMosTRAZIONE. La (I) si dimostra per induzione su ¢. Per ¢ =1,
posto B! = B si ha la sequenza esatta di coomologia

w. > HY(V, Oy(— B)) - H(V, Oy) - HB, O3) - HY(V, Oy(— B)) —...,
nella quale risulta
H(V, Oy(—B)) = H(V, Oy(—B)) =0 ;

& poi HYV,Oy) =1 perche V & per ipotesi irriducibile, dunque
HB, O3) =1 ed anche B é irriducibile; il fascio Oz(B?) & ampio
perche restrizione di fascio ampio ad una sottovarieta irriducibile.
Supponendo ora che la tesi sia vera per ¢ = n — 4 si ha che

H(B**, O ga-o(— B"2)) = HY(B"*, Ogo-s(—B"3)) =0
e la (I) segue dalla sequenza esatta

vee —>H0(B"_4, OBn-A(—— Bn—S)) 9H°(B"_4, OBn-—a) -
-—)HO(B"'_:’, OBn-a) '—)Hl(BnR‘i, OBn-a(_ B"'_s)) —> e

e dal fatto che Og..s(B"2?) ¢ restrizione di fascio ampio (a sottovarieta
irriducibile). 4

Quanto alla (II) basta osservare che con successive applicazioni
del teorema di aggiunzione si ottiene Op(K p) ~ Op((i —r)B*+1).

Per la (IT) della proposizione precedente e per il Teorema 1.2
di [13] se r>n—2 il sistema lineare |B"%| contiene una superficie
non singolare B»—2. Come sopra si vede che B"—2 ¢ irriducibile e poiche
risulta Ogn-s(— Kga-2) ~ Opas([r — (n —2)]B**) si pud concludere che

COROLLARIO 1. Se r>n —2, B»? ¢ una superficie di Del Pezzo,
se r =mn—2 B"? & una superficie K3.

COROLLARIO 2. Se r>un—2 i gruppi Pic B¢ sono privi di torsione
per ogni 0<i<n—2.

La dimostrazione segue, del tutto analogamente che per n = 3
([5], 1.15), dal fatto che H*(S, Z) & libero da torsione per ogni super-
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ficie § di Del Pezzo o K3, dalle immersioni H?(B?, Z) — H*(B1, Z)
e dalla regolarita delle B‘ (cfr. (II) Proposizione 1).

OSSERVAZIONE 1. Poiche PicV é libero da torsione, & univoca-
mente determinato (a meno di isomorfismi) il fascio B tale che
Op(— Ky) = B

PROPOSIZIONE 2. Sia r>n —2 risulta:

dim (7, 0,(B) = 2= =8Bt 080D )

2

T =3 T"

—2.

DIMOSTRAZIONE. Per come sono state scelte le B¢ e per il fatto
che queste varietda sono tutte regolari risulta (cfr.[1]):

(4) dim H(V, O5(B)) = dim HO(B**, Opo(B*2) +n—3 .

Applicando il teorema di Riemann Roch a B"3 si ottiene che

(5) dim HO(B™*, Opus(B"2)) =

2t r——3){ A+ [r—(n—3)]}
= 12 B+ )

+1.

Sostituendo la (5) in (4) si ha la tesi.

2. Studieremo ora Dlapplicazione razionale ¢ associata al si-
stema |B]|.

E noto (cfr. [1], [5]) che lindice » di V non pud superare n + 1
e che risulta:

d=1 ser=n-+1,
d=2 se r=mn.
Inoltre se r =mn—1 le superficie B»? sono di Del Pezzo con

Opn-s(Kga-1) ~ Opns(— B 1) e quindi deve essere 1<d<9.
E anche noto che se il sistema |B| non ha punti base e se r>n—2,
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il grado deg @z del morfismo & sempre 1 0 2; ed ¢ certamente 1 non
appena risulti r>n oppure r =n—1 e d>3.
D’ora in poi considereremo varietd V di indice r>mn—1.

ProrosiziONE 3. Se r=n +1 o r=n i sistemi |[B#l|y (per
ogni 0 <¢<n—2) non hanno punti base; se r =n —1 i sistemi |B#1g,
(0<i<n—2) hanno punti base solo quando d = 1 ed in questo caso
ne hanno uno solo.

DIMOSTRAZIONE. La tesi si dimostra per induzione sulla dimen-
sione delle varietd caratteristiche di |B|, in modo del tutto analogo
a quanto fatto da Iskovskih per n = 3. Oeccorre osservare che per
i =mn—2, B*? & una superficie di Del Pezzo, con

| — Ko = [[r— (n—2)] B

e ricordare (cfr. [8], cap. IV, §24) proprietd ben note del divisore
canonico di una tale superficie. Basta poi sfruttare gli omomorfismi

(6)  H(B, Opa(BY)) — HO(BY, O(B#*1)) >0 1<i<n—2

surgettivi perché le varieta B! sono tutte regolari.

CoroLLARIO 3. Se r>mn—1, escluso il caso r=n—1 e d =1,
il sistema |B"!|.-» contiene una curva liscia e irriducibile.

DIMOSTRAZIONE. Basta applicare i due teoremi di Bertini, te-
nendo presente che, per ipotesi, |B"|z.-» non ha punti base e risulta
dim |B" 1|2 >2 (2).

PROPOSIZIONE 4. Se ¢ r>n oppure r =n—1 e d>3 (3), |B| &
molto ampio e @5 (V) ¢ proiettivamente normale.

(23) B*2% & una varietd di Fano di dimensione 3 con
Opn-s(— Kpn-s) = Ogn-s([r — (n — 3)]B*2),
risulta allora HY(B"3, Og.:) = 0 e si ha la sequenza esatta
0 —>H0(B"_3, an_a) —)HO(B"—3, OBn_s(Bn~2)) —>H°(B"‘2, OBﬂ-i(Bn—l)) -0
dalla quale si ricava:
2+ U— (=3} {l+[r—(—3)]}
12

nelle ipotesi fatte segue appunto che dim |B"|gn-2> 2.
(®) Nel qual caso deg ¢jp| & certamente 1 e |B| non ha punti base.

dim | Br1|g-s =

2
B ———1;
R Py
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D1MOSTRAZIONE. Chiaramente basta dimostrare che ’omomorfismo
naturale di algebre graduate

) 8% H(V, 0,(B)) - @ H(V, 0,(mB))

m=1

¢ surgettivo. La dimostrazione puo farsi ancora ricalcando quella di
Iskovskih relativa al easo n = 3 (cfr. [5], 4.4). Sia B°> B'>...> B*!
una catena di varietd caratteristiche di |B| tutte irriducibili e non
singolari (tale catena esiste in conseguenza delle ipotesi fatte al n. 1,
del Corollario 1 e del Corollario 3).

Poiché valgono gli omomorfismi (6), & sufficiente, per quanto
provato da Iskovskih in [5], 2.9, dimostrare che P’anello graduato
@H(B*1,0gas(mB")) & generato da H'(B"~1, Op..(B")) e quindi (cfr. [9],

m=>1

§2) che (B")>2¢g + 1, essendo ¢ il genere di B! Con il teorema
di aggiunzione si ottiene g = dim H“(B""l, Ogn-s(— [r—(n—l)]B")) e
quindi risulta g=0 per r =n + 1 er=mn, e g=1 per r =n—1.
Sappiamo d’altra parte che per r =n + 1 ed r = n si ha rispetti-
vamente (B") =1 e (B") = 2, quindi risulta senz’altro (B")>2¢ 4 1.

Questa diseguaglianza e anche verificata per »r = n — 1 nell’ipo-
tesi da noi fatta: (B")>3.

3. Dalle Proposizioni 2 e 4 e da quanto ricordato all’inizio del
n. 2, segue subito il teorema (gia provato in [5] per n = 3):

TEOREMA 1. Qualunque sia n>3
(I) per r =n + 1 @p: V —P, & isomorfismo,

(II) per r =n Pip: V — V2cP,,, & un isomorfismo di V su
una quadrica non singolare,

(III) per r =n—1 e d>3 ¢,B|: V > VicPs,_, ¢ un isomor-
fismo di V su una varieta V¢ di ordine d non singolare
(regolare) e proiettivamente normale.

OSSERVAZIONE 2. In modo del tutto identico a quanto fatto in [5],
4.2 (iii), si studia il nucleo dell’omomorfismo (7) e (ricordando i valori,
calcolati sopra, di g e di (B"), per r>n e per r=n—1 e d>3) si
dimostra che ciascuna varieta V3= @5 (V) &, per d>4, intersezione
delle quadriche che la contengono.

Proviamo ora che:
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TEOREMA 2. Ogni V¢, immersa in P, ._,, non singolare li-
nearmente normale, regolare, di grado d, con 3<d<9 & tale che
0,4(— K ,4) = (‘)yz(n—l) ed & (per n>3) una varietd di Fano di indice
n—"—l adﬂ eccezione che per n =3 e d = 8 nel qual caso V& & una
varietd di Fano di indice 4.

DIMOSTRAZIONE. Proviamo prima di tutto che OV;’.(_ K ,,g) ~
(n —1). Se n = 2, per le ipotesi, V2 & una superficie di Del Pezzo

(cfr [10] e [8]) e inoltre O, ( ,,a) ~ OVa(l) (cfr. [3]). Sia ora n> 2.
La generica sezione 1perp1ana B d1 Ve & una V2_, immersa in P, pn_a
non singolare e regolare. Inoltre & fa,clle riconoscere che B & linear-

mente normale, sfruttando la sequenza esatta di coomologia asso-
ciata alla sequenza esatta 0 —0,s — 0 ,4(1) - O03(1) — 0, tenendo pre-

sente che HY(VZ, 0,4) =0 e che Vi & linearmente normale.
Per T'ipotesi induttiva si ha allora Oz(— K3) ~ 0;(n —2) e quindi
il teorema di aggiunzione fornisce I’isomorfismo:

(8) 0,4(K, )®0( = 05(—(n—2)) .

Vd
Tensorizzando ambo i membri della (8) per O5(—1) si ottiene poi

Oy(Kypg) ® O3 = O5(— (n—1)) .

Per ’immersione PicVé — Pic B (4) si ha senz’altro che 0,a(—K,4) ~.
~ 0,4(n—1). Allora V% & una varieta di Fano di indice r>n — 1.
Si ve&e subito che non puod essere r = n. Infatti in tal caso dovrebbe
essere O o(—K,4) = (nB), con OV,;(B) fascio invertibile su V4 e
(B =2 (cfr Teorema. 1) e qulndl dovrebbe valere l’eguaglianza
2n" = (n — 1)*d che non ¢ verlﬁcata da alcun valore di n e d. Per
r=mn 41 deve risultare O, a(— =~ 04 (n 4 1)B), con 0, (B) fa-
scio invertibile su V3 e (B") =1 (efr Teorema 1) e quindi (n —|— 1) =

(*) Se X & una varietd proiettiva non singolare definita sul campo com-
plesso C, e se ¥ & una sottovarietd non singolare di dimensione » >3 com-
pleta intersezione in X, si prova (cfr. [4], Corollario 3.3) che si ha Pic X ~
~Pic Y. In maniera analoga si dimostra poi, che se dim ¥ = 2, si ha una
immersione Pic X — Pic Y.
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= (n —1)*d; questa eguaglianza nelle nostre ipotesi ¢ soddisfatta solo
dan=3ed=28,e Ve di Fano di indice 4 perché non esistono V,
di Fano con d = 8 e r = 2 (cfr. [5], 4.6). In tutti gli altri casi, dunque
V¢ ha indice n—1.

OSSERVAZIONE 3. Si vede che & possibile scegliere una catena
V¢ = B> B'>..5Bi>...0B"1 di sezioni lineari B di V¢, di dimen-
sione n» — ¢ (immerse in un P, (,_,_,), tutte irriducibili, non singo-
lari e (tranne l'ultima) regolari. Basta infatti ricordare 1’isomorfismo
Vi ~V, lesistenza della catena B°> B'>...D> B"3, la Proposizione 1
e il Corollario 3. B anche facile riconoscere che le Bi sono tutte li-
nearmente normali (sfruttando gli omomorfismi surgettivi HY(Bi1,
05:(1)) = HO(B?, 954(1)) — 0).

4. In conseguenza dei Teoremi 1 e 2, per stabilire ’esistenza o
meno di varietd di Fano di indice r = n —1 e con un fissato valore
di d, maggiore di 3, é sufficiente stabilire quella dei loro modelli bire-
golari Vi c Py ,_,. Proveremo che:

TEOREMA 3. Se n>4, non esistono V? proiettivamente anticano-
niche con d>7 e r = n —1.

DIMOSTRAZIONE. Si & gia detto che non pud essere d > 9. Con-
sideriamo allora il

Caso d =9. Se V! esistesse risulterebbe come sappiamo
0,9(— K ) = O o(n—1); costruita una catena Beo B> ..o B come
in Osservazione 3 si avrebbe Ogn-s(— Kgns) =~ Ozns(2) e la varietd Br-s
sarebbe allora una V, di Fano con d =9 e r = 2 (cfr. Teorema 2),
ma non esistono varietd di questo tipo (efr. [5], 4.2).

Caso d = 8. Se V! esistesse risulterebbe, ancora con gli stessi
simboli dell’Osservazione 3, Ocns(— Kns) =~ 02.s(2) © Br sarebbe
una V, di Fano con d = 8 e r = 4 (cfr. Teorema 2).

Su B3 esisterebbe allora un fascio invertibile OE,.-,(?))_ tale che
O03n-5(2) = Ozn-s(— K3ns) = O§n~:(4b) e quindi (essendo Pic B ~—* privo
di torsione) Ons(1) = O3+-4(20). Gli isomorfismi naturali Pie B+ —
—Pic B (1<i<n—3) condurebbero allora ad individuare un fascio
invertibile OV:(B) tale che

org(B) 0@ Ozns = Ozas(b) e 0ya(— K s) = 0,6(2(n —1)B),
8

e lindice della nostra V? sarebbe 2(n —1) e non (n—1).
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Caso d = 7. Proveremo dapprima la proposizione per varietd di
dimensione quattro. Supporremo per assurdo che esista una V]cP,
di Fano di indice 3, e dimostreremo che essa sarebbe la proiezione
da un punto di una V¢c P, (di Fano) di indice 3, che sappiamo non
esistere. Per ’Osservazione 3 si possono scegliere due sezioni iperpiane
di V7, B, e B, (almeno una delle quali non singolare), la cui interse-
zione & una superficie non singolare 87 c P, di Del Pezzo. Come &
noto 87 contiene tre rette Z,, Z,, Z, una delle quali, sia Z,, si distingue
dalle altre perché le incontra entrambe. Per uno dei teoremi di Ber-
tini il generico elemento B, del fascio  di sezioni iperpiane di V]
definito da B, e B, & non singolare; poiché ¢ anche linearmente nor-
male esso & senz’altro una V] di Fano, con r = 2, avente §” come
sezione iperpiana. Ogni varietd di questo tipo (cfr. [5], 6.1) contiene
un unico piano P, contraibile a un punto non singolare (ossia tale
che Nz~ Oil(Pl)()@ Op, ~ 05 (—1)), il quale incontra §7 soltanto

in Z,. Se L & la (fﬁiusura del luogo degli infiniti piani P, relativi
alle B, non singolari del fascio 5 e H & un qualunque iperpiano,
L N H contiene tutte le rette P, N H, ciascuna delle quali appartiene
alla varietd VI = VIN H e passa per il punto Z, N H. Tenendo pre-
sente la struttura della famiglia delle rette di V7 (5) si conclude che
LN H é& un piano e quindi L = P;,.

OSSERVAZIONE 4. L é regolarmente contraibile a un punto non
singolare.

DIMOSTRAZIONE. B sufficiente provare che O, (L?) ~ Oy(—1) (cfr.
7], Teorema 5, § 2).
Si congiderino le sequenze esatte di Fasei normali

— vl v? y v7 v7
B 4 4 Ll _. 4 al
0 > NB — Nyt —> N7, —0 e 0—>NE >N >Ny, —0.

Risulta N]Z}‘: 05,(1) e, come si & detto Nz:~ O, (—1). Inoltre val-
gono gli isomorfismi N3 ~ 0,(P12) ® Op, ~ O0p (1) e NLVZ ~ O,(L?). Le
O ’

(®) V7 & lo scoppiamento di P; in un punto (cfr. [5], 6.1) e pertanto con-
tiene una ed una sola retta per ogni punto non situato sul piano eccezionale.
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due sequenze esatte si possono allora riscrivere

(9) 0> 0p(—1) > NJi >0p(1) >0,
(10) 0 > 0p (1) > N > 0(L)® Op, 0.
O

Dalla (9) tenendo presente che il polinomio di Chern di N;’é ¢ il pro-
dotto dei polinomi di Chern di Op(—1) e Op (1) si ricava che la prima

classe di Chern cl(N;’,é) di N;é ¢ nulla. Tenendo conto di questo dalla

(10) si ricava in maniera analoga che la prima classe di Chern del

fascio OL(L*)® Op, & la classe di equivalenza dei divisori corrispon-
OL

denti a Op(—1) e quindi Oy (L?*) ® Op, ~ Op(—1); ne segue subito
O

che OL(L?) ~ O,(—1).

Lemma 1. Fissato A il sistema |B, + L| definisce un morfismo
che contrae regolarmente L, cioé un morfismo birazionale da V] in
una V3§ c Py, che trasforma L in un punto non singolare p, ed ¢ iso-
morfismo tra V;—L e Vi—p,.

DimosTRAZIONE. Consideriamo la sequenza esatta di fasci
0 —0,2(B3) > 0,2(B+ L) - 04(B: + L) -0,
che per ’Osservazione 4 puod riscriversi:
(11) 0 > 0,(Bs) > 0(Bi+ L) >0, 0.
Per la dualita di Serre ed il Kodaira Vanishing Theorem si ha

HY(VI, 0,4(By) = H)(V], 0,5(—4)) =0,

quindi la sequenza di coomologia associata alla (11) contiene il seg-
mento

(12) 0 —H(V}, O,4(By)) — H(V], 0,2(Bs + L)) - HL, 0,) -0

e di qui segue che dim |B)-+ L| = dim |B,| +1 = 10.
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Lo spazio L offre quindi una sola condizione ai divisori di |B; 4 L|
che devono contenerlo e dunque il sistema |B; - L| contrae L a un
punto p, e non ha punti base. Inoltre dal fatto che |B,| separa i punti
e i punti infinitamente vicini segue che nell’aperto V] — L anche
{B, + L| ha le stesse proprietd. Il sistema |B: + L| definisce quindi
un morfismo birazionale, biregolare su Vi — L, di V] su una varieti
V' di dimensione quattro contenuta in P,,.

Tenendo conto che L ~ P; e che O,(L?) ~ O,(—1) si trova che:

(BiL); =1, (Bil®);=—1, ([Bil);=1 e (L¥),;=—1.
Si ha percid:

(Bi+ D)y = (BY)y; + 4BLD),; + 6(BIL?), + 4(BaL), g + (1Y), =

—=T44—6+4+4—1=38.

La varietd V' ha allora ordine 8 ed & non singolare in V' —p,. Modi-
ficando lievemente un ragionamento di Kodaira (cfr. [6], Appendice)
possiamo ora provare che anche p, ¢ non singolare. Sia {gi, ..., @i}
una base di H°(V], 0,:(Bs)) e sia {U;} un ricoprimento finito di ¥V}
tale che risulti ¢, = {W, ¢i} con ¢ € I'(W;, O,7) per ogni & =1, ...
.., 10 e che s = {1y, s’} sia un sistema di equazioni locali per L.
Per la (12) se ¢, HY(V}, 0,7(Bs + L)) é_tale che risulti rg, =1,
{®o, $@1, ...y 810} & una base di H(V}, Oy:(Bs + L)). Per ogni z e Uy
Tapplicazione ¢3,.y $i rappresenta cosi:

¢]E+L|(z) = (‘Pf;(z), s"q)’l'(z), ceey 85<pi,,(z))

e quindi L ha come immagine il punto p,= (1,0, ..., 0).
Osserviamo poi che possiamo supporre di avere scelto le ¢, in
modo tale che {@i|s, @sls, @slu, @ulc} sia una base di H(L, 0,(1)) e
quindi ¢f, ..., ¢} non siano mai contemporaneamente nulle in U,; N L.
Dato ai simboli ¢ ed s’ il significato precisato sopra, si pud ripe-
tere la dimostrazione di Kodaira senza alcun cambiamento. Si vede
cosi che se si pone:

Y(e) = (si(z)(p{(z) (&) @i (2)

q)g(z) 9 seey (pz(z) ’ (Pi(z), seey (pi(z)) y VZ e?[j



Varietd di Fano di dimensione n >4 e di indice r=>n—1 307

Papplicazione z — y(2) & biolomorfa tra un intorno di L, aperto in
topologia complessa, e una varietd W ottenuta scoppiando un oppor-
tuno intorno (complesso) A dell’origine in C, nell’origine stessa, e
che, se Q,: A — W & questo scoppiamento, ’applicazione ¢z, 7% Qo
¢ un omeomorfismo tra U ed un intorno (complesso) di p, in V';
quindi p, & non singolare per V'.

Per il lemma precedente la V7 che abbiamo supposto esistente,
sarebbe lo scoppiamento di V’ nel punto p, = ¢le +r)(L), € quindi
per il suo fascio canonico w v si avrebbe Wy _¢| Bt 1| OV ®OV7(3L)

ma per ipotesi & W7 = OV,(——3B,1), ed allora sarebbe OV7(—3(B,1—|— L))~
~ P51 00 © qulndl oy =~ Oy, (3). In conclusione v sarebbe una va-
rietd di Fano di indice » = 3 (il grado 3¢-8 di | — K, | non ¢ divisibile
né per 4* né per 5¢) con d = 8 e si & gia provato che non esistono V3
di Fano con questi valori di r e di d.

Sia ora m > 4; se esistesse una V! cP, , di Fano risulterebbe
OVZ(_ K,z) ~ (‘),z(n—l), sempre con i simboli dell’Osservazione 3, si
avrebbe O5n-«(— K5n-i) =~ O3n-4(3). Quindi (cfr. Teorema 2) Br—* sarebbe
una V, di Fano con r = 3 e d = 7 che come si & appena dimostrato
non esiste.

5. Al contrario che per d>17, & facile riconoscere invece che esi-
stono Vic P, , , di Fano con d =3,4,5,6 e di dimensione supe-
riore a 3.

B immediato riconoscere che ogni Vi cP,,, non singolare é una
varietd di Fano di indice n —1.

Per ’Osservazione 2 e per questioni di grado ogni VicP,,, di
Fano é 'intersezione completa di due quadriche non singolari di P, ,;
viceversa usando il teorema di aggiunzione é facile vedere che ogni
Vi cP,,.., non singolare, intersezione di due ipersuperficie quadriche,
€ una varietd di Fano di indice » — 1.

Per quanto riguarda il caso d = 5, esistono certamente varietd
di Fano con tale valore di d e di dimensione » minore o uguale a 6.
B ben noto infatti, che la grassmanniana W delle rette di P, & una
varietd di Fano di dimensione 6 e di indice 5 (cfr. [14] e [2]) e che le
sezioni iperpiane generiche di W, intersezioni con 1,2, 3 iperpiani
generici sono anche esse di Fano (ancora con d = 5) rispettivamente
di dimensione 5,4,3 e di indice 4, 3, 2.

Una V, di Fano con d = 6, anzi una V¢ c P, di Fano, & il prodotto
alla Segre P, xP,. Infatti se si indicano con p,;: P,xP, - P, (: = 1, 2),
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le proiezioni rispettivamente sul primo e sul secondo fattore, e si pone

Op,

«p,(E;) = p¥Op (1), risulta:
Op,cp,(— Ep,xp) = Op,r, (3(E1 + 1)) .

Il grado di |—Kp,«p,| & 3%-deg(H,+ E,) = 3*-6, quindi Vindice di
P, X P, non puo che essere 3.
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