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REND. SEM. MAT. UNiv. Papova, Vol. 62 (1980)

Categoria degli universi di dispositivi
e categoria delle T'-algebre.

FRANCO PARODI (¥*)

Introduzione.

L’esigenza di formulare una impostazione globale della teoria dei
dispositivi ha indotto G. Darbo[1] ad individuare le operazioni di
composizione in rete ed a considerare totalita di dispositivi chiuse
rispetto a tali operazioni.

Universi di dispositivi e morfismi tra questi costituiscono una
categoria gia considerata in [1]; nell’intento di studiare proprietd di
questa categoria (tale studio sara oggetto di un successivo lavoro) e
parso opportuno introdurre la categoria delle 7T-algebre ridotte sul
G-anello T dei trasduttori elementari che dimostriamo essere equi-
valente alla categoria degli universi di dispositivi. '

L’opportunita di considerare questa categoria non & solo stretta-
mente tecnica; la nozione di T-algebra costituisce infatti una assio-
matizzazione del calcolo formale dei dispositivi in un linguaggio
pitt consueto di quello usato nella assiomatizzazione di universo di
dispositivi, essendo le 7-algebre insieme strutturati algebricamente.

B interessante osservare, a riprova della naturalezza delle strut-
ture qui definite, che la struttura di G-anello & equivalente alla strut-
tura di PROP (product and permutation category) che & gia stata
presa in considerazione da altri autori[3] per esigenze di diversa origine.

(*) Indirizzo dell’A.: Istituto di Matematica dell’Universitd - Via L. B.
Alberti 4 - 16132 Genova.
Lavoro eseguito nell’ambito dei gruppi di ricerca matematica del C.N.R,
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Richiamiamo per comodita di lettura le definizioni di universo di
dispositivi e di morfismo tra universi date da G. Darbo in [1].

DEFINIZIONE. La coppia (D, o) dove D & un funtore definito nella
categoria dei trasduttori[2] a valori nella categoria degli insiemi e o
& una trasformazione naturale

a8t DaX Dg— Dayp

¢ un universo di dispositivi se sono soddisfatti i seguenti assiomi:

1) Assioma di restrizione
B commutativo il diagramma,

DX Dy 2225 Dy
*
n\,\ l e
D

dove & & la proiezione canonica, p* ’applicazione indotta dal funtore
sul trasduttore ¢: @ 4 f— o reciproco dell’inclusione canonica.

2) Assioma di commutativita
B commutativo il diagramma

ag
Do X Dp—225 Dyis

|

g,
Dp X Dy —2% » D

dove le frecce verticali sono gli isomorfismi canonici.

3) Assioma di associativita

(D X Dp) X Dy —> Darprry

| l

Dis X (D X Dy) —> Dargin

dove le frecce verticali sono gli isomorfismi canonici, le frecce oriz-
zontali sono i morfismji canonicamente infividuati da o,
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4) Assioma di unita
Dy = {1}

DEFINIZIONE. Siano (D, o) e (D',o') universi di dispositivi, di-
ciamo @ un morfismo dell’universo (D, ¢) nell’universo (D', ¢’) se D
¢ una trasformazione naturale del funtore D nel funtore D’ tale che
sia commutativo il diagramma

Da X fDa —U—alﬂ—* Dass
Qa X @pl l¢zx+ﬁ

DX Dpg——> D,
Oup

Richiamiamo infine per motivare la definizione che daremo della
struttura di T-algebra, le proprietd formali del calcolo dei dispositivi.
Se A, B, C sono dispositivi dell’universo (D, g), 4 € Ds, B e Dy,
CeD, e p:a—f, y: f—>y, ¢: a—d, 6: f—p' sono trasduttori, po-
sto per definizione 4 + B = ox3(4, B) e pA = @4(4) si ha ovviamente;

p(pd) = (pp) 4
A+B)+0=4+B+0
(6 +0)4 + B) =04 + 0B

1. Definizione di T-algebra.

DEFINIZIONE 1. Diciamo TG-anello un insieme Dbigraduato
T = (T';),.nen in cui sono date due operazioni (?)

<1 —1T per ogni m, n, pe N (3)
+: Th xT!—Tie per ogni m,n,p,qeN

m+p
(1) L’eguaglianza scritta & abusiva, i due elementi si corrispondono in un
ismorfismo naturale (assioma 2).
(?) Un elemento ¢ di 77, sard detto un elemento di T' (p € T') di bigrado
(m, n).
(3) Il simbolo « - » che denota tale operazione sard di regola omesso senza
che cid crei ambiguita,
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soddisfacenti le seguenti proprieta:
1 T. «Associativitd di - »: se o T2, ye Th, y € T, allora
1(yp) = (xv)@

2 T. «Identita locale rispetto a - »: per ogni n e N esiste in 77 un

n

elemento ¢, tale chese pe T, e p e T, allora ¢, ¢ = @ € pe, =
inoltre per ogni n,meN &, + €n= Entm -

3 T. « Associativitd di + »: se e T,,,peT,, yc T, allora
rtyt+to=x+v)+e
4 T. «Elemento neutro rispetto a + »; Ty = {0} e se ¢ € T}, allora
0t+tg=p=9¢+0.
5T. «Pseudo distributivitd »: se p e T%,, y e Th, ye T, T € T; allora

(T + 0w + @) = (zy) + (x9)

Sia T un assegnato G-anello

DEFINIZIONE 2. Diciamo T-algebra un insieme graduato
H = (H"),en in cui sono date due leggi di composizione (4)

+:H*xH™—H"™ per ogni n,meN
o: T»xH™—H" per ogni n,meN (%)
soddisfacenti le seguenti proprieta;
1 H. « Associativity mista»: se pe T, ye T:, he H™ allora
v(ph) = (yg)h
2 H. «1dentita »; se he H» allora e,h = h
. (4) Un elemento h di H" sarad detto un elemento di H (h € H) di grado .

(%) I1 simbolo «o » che denota tale legge di composizione esterna sara di
regola omesso senza che cid crei ambiguitd,
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3 H. « Associativita di + »: se he H", ke H*, le H? allora
h+ (k4 1) =((h+k+1

4 H. « Elemento neutro rispetto a -+ »: esiste in H° un elemento 0
tale che se he H” allora 0 +~h=h="h +0

5 H. « Pseudo distributivita »: se we T, pe T", he H", ke H™ allora

(w + @)(b + k) = (yh) + (pk)

Consideriamo per ogni n € N l'insieme [n] = {1,2,...,n} se n>1,
[0] = #; consideriamo il gruppo 8, di tutte le permutazioni di [n]
(gruppo simmetrico di grado n).

Se S, e €8, si definisce la permutazione somma come la
permutazione che opera sui primi n elementi di [#n 4+ m] come « e
sui rimanenti m come fJ:

x(t) se l<i<n

(x4 B)(0) :{n+ﬁ(t~") se n +1l<i<n 4+ m.

Tale operazione non & ovviamente commutativa, si noti tuttavia
che se a8, e Be 8,

(& 4+ B)Twyn = Tmn(f + o)

essendo 7,,, la permutazione di [m + »] che scambia ordinatamente i
primi m elementi di [m + n] con gli ultimi »:

w4 se lgig<m

Tm,ﬂ(‘) = {

t—m  sem - l<ig<m+n.

Sia T un B-anello, per ogni n € N T" & un semigruppo con identita.

DEFINIZIONE 3. Un B-anello T si dice permutativo se per ognin € N
il gruppo 8, & immerso come sottogruppo nel gruppo di tutti gli ele-
menti invertibili di 7T, e inoltre se per ogni x €8, e f € S, la somma
o + B in Tiim & la permutazione somma di « e $ in §,,,, infine se ve-

rifica la proprieta
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6 T. «Legge di permutazione»: se pe T, pe T, allora

(¥ + @) Twn= Tuddp + ) ©)

Sia T un G-anello permutativo.

DEFINIZIONE 4. Una T-algebra H si dira permutativa se verifica
la proprieta:
6 H. « Legge di permutazione »: se he H*, kc H™ allora

B4k = Tuak + )

DEFINIZIONE 5. Una T-algebra permutativa H si dice ridotta
se Hy,= {0}.

Siano T un G-anello, H e K T-algebre.

DEFINIZIONE 6. Diciamo &@: H—> K morfismo di 7-algebre un
morfismo @ di insiemi graduati @ = (®),n, @*: H* — K applicazione
per ogni n € N, tale che

1) Se he H*, k€ H™ allora @"+*(h + k) = D*(h) + DP™(k)
2) @°0) =10
3) Se weTr, he H™ allora @"(yph) = pd(h).

E ovvio che date H, K,J T-algebre e @: H—~ K, ¥: K —J mor-
fismi di T-algebre, (¥Y®); H—J & ancora un morfismo di 7-algebre

11 morfismo I: H—H, I = (I"), con I*: H*— H" identita per
ogni n € N, & morfismo identico di 7-algebre.

T-algebre e morfismi costituiscono una categoria che diremo la
categoria delle 7T-algebre.

EsEMPI.

1) I1 modello a livello euristico da cui trae spunto la definizione
di T-algebra e che a livello teorico verrd affrontato e studiato nel
seguito, é fornito dai « dispositivi elettrici » con i loro terminali e dalle
operazioni che su di essi si compiono per collegarli in rete.
L’insieme di tutti i dispositivi elettrici ¢ un insieme graduato dal
numero dei terminali di ogni singolo dispositivo.

(6) La struttura di G-anello permutativo & equivalente alla struttura nota
nella lettura col nome di PROP (product and permutation category) [3].
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Rappresenteremo spesso dispositivi con raffigurazioni del tipo:

— 1

A — 2 A dispositivo a tre terminali

— 3

La «somma » di due dispositivi (intesa come assemblaggio senza
ulteriori collegamenti) assegna nell’insieme dei dispositivi una opera-
zione che associa ad ogni coppia di dispositivi un dispositivo che ha
come numero di terminali la somma dei numeri dei rispettivi terminali.

Ad esempio con la rappresentazione gia usata

Dati , sara A + B

[

N

o
w s w

Si intuisce che non & detto che tale somma sia commutativa 4 + B
differisce infatti da B 4+ 4 per una permutazione di terminali essendo

1
B 2
3
B+ A
4
A
5
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11 G-anello che opera sull’insieme dei dispositivi é I’insieme di tutti
i trasduttori elementari, ovvero le operazioni che si fanno sui terminali
dei dispositivi: « cortocircuitazione » di terminali, « soppressione » di
terminali, « aggiunta di terminali fittizi », « sdoppiamento » di terminali.

Tali operazioni trasformano un dispositivo con un certo numero
di terminali in un nuovo dispositivo con un nuovo numero di terminali.

L’insieme dei trasduttori risulta cosi bigraduato, ogni trasduttore
individua il numero di terminali del dispositivo su cui opera e il numero
dei terminali del dispositivo trasformato.

Rappresenteremo spesso trasduttori con grafi del tipo:

i

-

o 0 b W N
N O ud W N

trasduttore di 6 in 7

Cosi se ad esempio ¢ ¢ il trasduttore seguente di 3 in 4

1

l>\z
3 <j

¢

ed A un dispositivo a 3 terminali, pA sara:

— |
A ><

b W N =
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Composto di due trasduttori consecutivi sard ovviamente il tra-
sduttore che si ottiene operando consecutivamente con i due tra-
sduttori; la somma di due trasduttori sara il trasduttore che si ot-
tiene per giustapposizione dei due senza ulteriori collegamenti.

Interpretiamo infine su questo modello euristico la « permutati-
vitd »; & espressivo il seguente esempio:

dati A e B —_—

I 1
A —
— 3
. Ts,5(4 + B)
B — 4
B
B+ A
4
A
5
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2) Sia k un corpo.

Diciamo per ogni n, m e N T% linsieme delle matrici n Xm a coef-
ficienti in % (se n = 0 oppure m = 0 T}, = {@}).

Consideriamo Dinsieme bigraduato T = (T}),..~ ed in T le
operazioni:

<1 — 1" il prodotto righe per colonne di matrici

+: Tp xT!—Tpe  la somma diretta di matrici nel senso seguente:

siano A matrice » Xm B matrice ¢ Xp
A0 .
A+ B= ol B matrice (n -+ ¢q) X(m 4 p) .

Si verifica facilmente che T con le operazioni dette verifica le pro-
prieta 1 T,...,5 T ed & pertanto un G-anello; & inoltre un G-anello
permutativo infatti per ogni » e N il gruppo 8, si immerge come
sottogruppo nel gruppo delle matriei » X% invertibili facendo corri-
spondere ad ogni permutazione o dell’insieme [n] la matrice di permu-
tazione pa= (P;;) €O P;; = diai)-

Verifichiamo che se A ¢ una matrice » Xm, B una matrice ¢ X p

(B + A)Tmm: TW,G(A + B)

essendo per ogni r,seN

Tr,s = (Ii ) (I matrice identica di ordine k)

0|B
o= (G ) 0) - (30
)6 5)-(35)
Consideriamo poi per ogni neN lo spazio vettoriale k» (k°=0) i

cui elementi denoteremo con vettori colonna.
Consideriamo Dinsieme graduato K = (k"),y con le operazioni

1,
0

infatti

mald + B) = (21
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seguenti:

41 kX Fen > ket

&y
Z, Y\ . : 2 W
R N LR ;;" per ogni ek, Y2 )ern
: : 1 : :
Ln y,m S €Ty ?/m
Ym

#: 7% xk™ >k

A %y & il prodotto righe per colonne di A matrice n x m per il vet-
tore colonna y e k™.

Si prova facilmente che K con le operazioni cosi definite verifica
le proprieta 1 H,...,5 H ed ¢ pertanto una ZT-algebra; K & inoltre
una 7T-algebra permutativa, verifichiamo infatti che se

Ly Y
reKr, x=1]: e yekr, y=|:
n ym

4+ Y = Tunly + )

)

(y+m)=(f

infatti

B poi ovvio che K & una T-algebra ridotta.

3) Sia 8 un insieme, consideriamo W il monoide graduato delle
parole su 8: per ogni neN n=+£0

W = {gp|p: [n]— 8, applicazione} W°= {4} .

Se pe W» e qe Wm, p 4 qW"tm & la parola somma di p e q che
si ottiene per giustapposizione di p e ¢ nell’ordine, cioé se %0 ed
m=0 p+q:[n+m]l—>8

p(¢) se 1<i<n

P+ 90 = {

qgit—mn) sen+1l<i<n+m
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Diciamo per ogni n, me N T, linsieme delle applicazioni di [m]
in [n], T = (T})., nen ha la struttura naturale di G-anello e W la strut-
tura naturale di T-algebra, definendo il prodotto tra ¢ € T, e pe Wn
I’applicazione composta ¢p [n]-B [m] -2 8.

Le proprieta 1,...,5 sono ovviamente verificate.

W é. un algebra permutativa, essendo S,c T, si ha Ovvmmente

P + ¢ = Tma(¢ + p) per ogni pe W, ge Wm.

2. Equivalenza fra la categoria delle T-algebre ridotte e la categoria
degli « Universi di dispositivi ».

Consideriamo la sottocategoria Ty della categoria T([2] dei tra-
sduttori che ha per oggetti i tratti iniziali di N e per mappe tutti i
trasduttori fra tratti iniziali di N.

Gy ¢ lo scheletro [4] della calegoria .

Se n, me N [n]+ [m] denota la seguente realizzazione della som-
ma diretta di [n] ed [m] nella sottocategoria delle applicazioni;
[n] 4 [m] = [» + m] con le iniezioni

i: (0] = [n + m] i,(®) = @ per ogni xe[n]

Byt (m]—[n + m] io(®) = m + ¢ per ogni xe[m]

DEFINIZIONE 7. Diciamo N-universo di dispositivi la coppia (D, s)
D: Gy — S funtore, 8 essendo la categoria degli insiemi,

$: -D[n] ><1)[»'»] '_>-D[n+m]

trasformazione naturale di funtori soddisfacenti gli assiomi 1,2, 3, 4.
Si da in modo ovvio la definizione di morfismo fra N-universi di
dispositivi.

N-universi di dispositivi e morfismi costituiscono una categoria
che indicheremo con Uy, con U indicheremo invece la categoria degli
universi di dispositivi.

TEOREMA 1.1. La categoria degli N-universi di dispositivi & equi-
valente alla categoria degli universi di dispositivi.



Categoria degli universi di dispositivi e categoria delle 7T-algebre 13

DIMOSTRAZIONE. Siano G i{_ Gy la coppia di funtori che con le
ovvie trasformazioni naturali danno l’equivalenza tra le due cate-
gorie G e Ty.

Sia (D, ) un universo di dispositivi, consideriamo (D, at) (), &
ovviamente un N-universo.

Sia @: (D, 6) > (D, ¢') morfismo di U,

Di: (Di, o) —> (D'E, 0'4) & ovviamente un morfismo di Wy .

Resta cosi individuato un futore I: U — Uy.

Sia (D, s) un N-universo di dispositivi, consideriamo (De, s¢),
ovviamente un uninverso di dispositivi.
Sia F: (D, 8) — (D', s') morfismo di Uy

Fe: (De, se) — (D'e, 8'e) & ovviamente un morfismo di WU .

Resta cosi individuato un funtore E: Uy — U.

La coppia di funtori ‘IL:I%‘LLN con gli ovvii isomorfismi naturali
sono una equivalenza di categorie.

Consideriamo ora per ogni m, n € N 'insieme T7, dei trasduttori da
[m] in [n], T = (T%) con le operazioni di composizione e di somma di-
retta di trasduttori ¢ un G-anello permutativo.

TEOREMA 1.2. La categoria degli ¥ -universi di dispositivi e isomorfa
alla categoria delle T-algebre ridotte.

DiMoSTRAZIONE. Sia (D, s) un N-universo, definiamo

A((D, 8)) = (Dm),ex che risulta essere una T-algebra ridotta grazie
agli assiomi Ax1, Ax2, Ax3, Ax4.

Se poi F: (D,s)—(D',s') & un morfismo di N-universi definiamo
A(F) (D(ﬂ])nEN» (D[,nl)nEN
(A(F))" = Fiu: Dpy— D[’,,]

A(F) é ovviamente un morfismo di T-algebre.

(?) Indicheremo come di consueto con la medesima lettera un funtore e
la trasformazione naturale identica del funtore medesimo in sé.
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Risulta ovviamente A un funtore dalla categoria degli N-universi
alla categoria delle T-algebre ridotte.

Sia H una T-algebra ridotta, definiamo U(H)= (D,s) dove
D: Gy— 8 ¢& il funtore cosi definito:

Dy, = Hn, per ogni ne N per ogni trasduttore ¢: [m]— [n]
Dg: Dyy— Dy, € Papplicazione (Dg)(h) = @h per ogni he H™,
che D sia funtore & assicurato dalle proprieta 1 H, 2 H, e dove

s ¢ la trasformazione naturale di funtori cosi definita:
Stn1,tm1: Din1 X D1 — Digrvim

Sln],[m](hy k) = h + k peI' Ogni hED[nla kED[m],

che sia s trasformazione naturale & assicurato dalla proprietd 5 H.

Risulta U(H) un N-universo; per mostrare cid basta verificare
l'agsioma 1 di restrizione poiché i rimanenti assiomi sono banalmente
verificati grazie alle proprieta 5 H, 6 H, ed al fatto che H ¢ T-algebra
ridotta.

Siano dunque n,m € N il diagramma

S[n] [m]
Dpyuy X Dipy ———— Dy [m)

T P
D[Wl]

risulta commutativo; infatti notiamo che il trasduttore g:[m]4-[n]—[n]
¢ somma dell’identity e, e del trasduttore o reciproco dell’inclusione
[0]— [m], ¢ = &, + o; pertanto se he Dy, k€ D

Doth + k) =ph+k =(c+o)h+k =¢ch +ok=h+0=h

essendo H T-algebra ridotta e 0 elemento neutro.

Se poi @: H—~>H' ¢ morfismo di T-algebre ridotte resta indivi-
duato in modo naturale un morfismo di N-universi

U(®): UH)— UH).
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Risulta U un funtore della categoria delle T-algebre ridotte alla
categoria degli N-universi, ed ¢ immediato verificare che

UA=1Idy, e AU=Id

7T-Alg-Rid

Conseguenza immediata dei due teoremi precedenti & il seguente

TeEOREMA 1.3. La categoria degli universi di dispositivi e equi-
valente. alla categoria delle T-algebre ridotte.
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