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ReEND. SEM. MaTr. UN1v. Papova, Vol. 62 (1980)

Sui derivati dei piani desarguesiani.

Mauro BIrLioTTI (*)

SuMMARY - In this note we give a generalization of the Hall quasifields to
obtain a class of quasifields coordinatizing the derived planes of Desar-
guesian (Pappian or non Pappian) planes. Some open questions about
infinite Hall planes are also, solved.

In una precedente nota [2] abbiamo mostrato che un piano proiet-
tivo desarguesiano é derivabile se e solo se il corpo delle coordinate
6 estensione quadratica sia a destra che a sinistra di un suo sottocorpo.
I derivati dei piani desarguesiani pappiani sono, com’¢ ben noto [1],
[22], [19] tutti e soli i piani coordinatizzabili mediante un quasicorpo
di Hall e sono stati oggetto di studio da parte di vari autori (vedi
bibliografia). Nella prima parte di questa nota si introduce una nuova
classe di quasicorpi, detti quasicorpi di Hall generalizzati, atti a coor-
dinatizzare tutti e soli i derivati dei piani desarguesiani. Un quasi-
corpo di Hall generalizzato € un quasicorpo di Hall se e solo se coordi-
natizza il derivato di un piano desarguesiano pappiano. Di tali quasi-
corpi si determina il nucleo ed il gruppo degli automorfismi.

Nella seconda parte della nota si determina il gruppo delle colli-
neazioni dei piani di Hall (classici) mostrando che esso coincide con
il gruppo ereditato per derivazione dal piano desarguesiano. Si prova
inoltre che i quasicorpi di Hall H, ed H, sui campi K, e K, e relativi
ai polinomi f, ed f, coordinatizzano piani isomorfi se e solo se fra

(*) Indirizzo dell’A.: Istituto Matematico « U. Dini » - Viale Morgagni 67/A -
Firenze.
Lavoro eseguito nell’ambito delle attivita del G.N.S.A.G.A. del C.N.R.
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P’estensione quadratica di K, mediante f, e ’estensione quadratica di K,
mediante f, esiste un isomorfismo che muta K, in K,. Tali risultati,
gia noti [8], [16], [17] nel caso di quasicorpi di Hall su campi non iso-
morfi a sottocampi propri, non ci consta fossero sinora noti nel caso
di quasicorpi di Hall qualunque (vedi[9]).

1. Sia K un corpo ed S un suo endomorfismo; una S-derivazione
di K é un’applicazione D di K in sé con le seguenti proprieta:

1) (x4 B)? = a? 4 p2,
2) (af)?=aPB 4 asf> (a, f € K).

Dati un corpo K, un endomorfismo S ed una S derivazione D
di K resta definito ’anello dei polinomi sghembi in # su K associato
ad S e a D. Tale anello, che denoteremo con K[z, S, D], & costituito
dai polinomi del tipo

f=0oy+ .. + ;24 ... + a " (t;€ K, =0, ..,n).

L’operazione di somma fra polinomi & definita nel modo usuale. Se

g="PF+ ... + v+ ... + Bna™ &
f.g — Z z “iﬂ?(k,i—k)mk-l—i’

0<isSn 0O<k<é

0<i<m
ove p(k, i —k) & la somma, nell’anello degli endomorfismi del gruppo
additivo di K, di tutti i possibili prodotti di % fattori 8 ed ¢ —k
fattori D (0<k<%, ¢>0) e p(0,0) =I. Un polinomio f di R =
= Kz, 8, D] si dice invariante a sinistra se fR C Rf, ossia se D’ideale
sinistro Rf risulta bilatero.

Un sovracorpo F di un corpo K & detto estensione quadratica (a
sinistra) di K se [F:K],= 2 (). Se F & una estensione quadratica
di K ete F— K, F & generato (come spazio vettoriale sinistro su K)
da 1 e da ¢t e la sua struttura moltiplicativa risulta completamente
determinata dalle relazioni

1) to = oyt + o, (o, oy, € K)
(2) 2 AMFu=0 (A, ue K).

(*) Con [F:K], ([F:K]z) denoteremo la dimensione di F riguardato come
spazio vettoriale sinistro (destro) su K,
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Le applicazioni S: a — a,, D: a > a, risultano rispettivamente un
endomorfismo ed una S-derivazione di K.

Dati un corpo K, un endomorfismo 8, una S-derivazione D e due
elementi A, w di K, il corpo estensione quadratica di K generato da
un elemento ¢ soddisfacente (1) e (2) esiste se e solo se il polinomio
x? + Az + p & irriducibile ed invariante a sinistra in R = Kz, 8, D]
e risulta in tal caso isomorfo ad E/Rf.

2. Sia K un corpo, 8 un automorfismo, D una S-derivazione di K
ed #* — wx — ¢ un polinomio di K[z, S, D] irriducibile ed invariante
a sinistra (). Nello spazio vettoriale K? costituito dalle coppie ordi-
nate di elementi di K(-+), definiamo un’operazione di prodotto (sim-
bolo «o») nel modo seguente:

(0tyy &) (Byy Bo) = (“155 W 0‘11/31 "+ ﬂlws~1 + o (0 By)Ps
“f)ﬂs (“2 o, 0y )5 — azoqlﬂlws_l_ (“;lﬁl)s(l)) —

— (Bo— o By + (o fy)S 0 + (072 f1)P)572 + “2(“;1/31)”—1)

se oy, 7= 05
(0, “2)0(517 ﬂz) = (/319527 ﬂz‘xz) .

Denoteremo la struttura K(--, o) (« 4 » simbolo dell’operazione di
somma dello spazio vettoriale K?) con H(K, S, D, w, p).
Vale il seguente teorema.

TEOREMA 1. La struttura H = H(K, S, D, w, p) & un quasicorpo
sinistro che chiameremo « quasi corpo di Hall generalizzato » (brevemente
«q.c.g. di Hall»).

Un piano proiettivo & il derivato di un piano proiettivo desarguesiono
se ¢ solo se ammette fra gli anelli ternari (di G. Pickert) (3) che lo coordi-
natizzano un ¢.c.g. di Hall.

DIMOSTRAZIONE. K subito visto che dall’irriducibilityh e linva-
rianza a sinistra in K[z, S, D] del polinomio 2 — wax — ¢ segue lirri-
ducibilita e l’invarianza a sinistra in K[z, §, — D] del polinomio

(2) Sulla determinazione dei polinomi invarianti vedi [5].
(3) Supporremo sempre nel seguito che gli anelli ternari delle coordinate
siano associati ai piani con il metodo di G. Pickert [20].
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x*+ wx — @, ove —D & la S-derivazione di K definita da — D:
o« — —aP. Sia F Destensione quadratica (a sinistra) di K generata
da un elemento ¢ soddisfacente le relazioni:

(3) to = oSt + a? (x € K),
(4) t2+wtf@=0,

e sia D(F) il piano affine (desarguesiano) coordinatizzato da F. Deno-
teremo con I, la retta impropria di D(F) e rispettivamente con (a)
e (oo) i punti impropri delle rette di equazione y = ax + b ed v = ¢
(a, b, ¢ € F); denoteremo inoltre con D(F) ’estensione proiettiva di
D(F). Poiché¢ § ¢ un automorfismo di K risulta ([4], Corollary 3.1)
[F:K],=[F:K],=2 e quindi ([2], Teorema 4.1) 4 = {(a), (c0):
o € K} risulta un insieme di derivazione per D(F) su I, (*). Per ogni
a€F (a+£0), b,ceF denotiamo con [a; b, ¢] il sottopiano (affine)
di Baer di D(F) (vedi [2], Lemma 2.1 e Teorema 4.1) costituito dai
punti della forma («xa + b, fa + ¢) e dalle rette di equazione y = Sz +
+ oaa—pb+ ¢, x=aa-+b (x, fcK). Un sottopiano di Baer di D(F)
ha come insieme dei punti impropri 4 se e solo se & del tipo [a; D, ¢]
([2], Teorema 2.1). Sia Dy(F) il derivato affine di D(F). Denoteremo
con Dy (F) Destensione proiettiva di Ds(F). I punti di Ds(F) coinei-
dono con quelli di D(F).
Al generico punto di Ds(F) di coordinate (in D(F))

(@, y) = (vit + v2y M1l + 72) (viym,€ K, 1=1,2)
assegnamo le nuove coordinate
@'y y') = (v, 0 + 91y vaT 4 12) .

Nel seguito denoteremo con X l’originario sistema di coordinate
e con X' il nuovo sistema di coordinate di D4(F).

Identifichiamo poi ogni elemento («;, «,) € H con l'’elemento «,? 4-
+ a«, € F. Dopo tale identificazione le operazioni di somma di F ed H
coincidono e saranno entrambe denotate con lo stesso simbolo « 4 »;
Poperazione di prodotto di H continuera ad essere indicata con il
simbolo «o». Calcoli laboriosi, ma elementari, che omettiamo, mo-

(%) La teoria della derivazione per i piani infiniti & analoga a quella per
i piani finiti. Per una trattazione che includa anche il caso infinito si veda [10].
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strano che una retta di Ds(F) del tipo [a; b, ¢] con a = a,t + «,
(ety, y € K) ha equazione in 2’:

1) se a0, [a75,61=[a;7,91() (n0eK), p=yt+5 e
0 = o oy,

¥y =o'+ p,

2) se ay =0, b=pt+ b, c=pt+ 9y, Bi,y: €K, i =1,2)
ed I = p,t+ v,

mentre una retta di Ds(F) di equazione in X

y=mr+q

con
melF —K, m=tw,+ w,, ¢ =1p,+ ¢, (wiyy . €K, 1 =1, 2)

ha equazioni in X"

y'= mox'+s

ove n=w;t+ w,0;* ed s=— (i e:)t+ @,— 0,0 @, .

E allora subito visto che H & 1’anello ternario che coordinatizza
Dy4(F) rispetto al riferimento (O', U’, V', E') ove U’ e V' sono i punti
impropri rispettivamente delle rette [¢; 0, 0] ed [1; 0, 0] ed O' = (0, 0),
E'= (0,t + 1) (in X). Poiché il piano D(F) ¢ desarguesiano, il piano
D4(F) & di traslazione rispetto alla retta U'V' ([10], Theorem 2.13) e
quindi H & un quasicorpo sinistro.

Per completare la dimostrazione del teorema e sufficiente mostrare
che ogni piano derivato di un piano desarguesiano é coordinatizzabile
mediante un q.c.g. di Hall.

Sia D un piano proiettivo desarguesiano, £ un insieme di deriva-
zione per D e D, il derivato di D mediante £. Fissiamo in D un
riferimento (0, U, V, E) con U, V,OEN UVef. Il corpo F che

(%) Posto b = Fa + y, ¢ = da + ¢ risulta
{(ca + b, a + o)} = {((@ +P)a + 7, (B + da + 0)} = {(xa + v, B + 8)} .
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coordinatizza D rispetto a tale riferimento possiede un sottocorpo K
(precisamente il sottocorpo che coordinatizza il sottopiano di Baer
contenente 2 ed i punti O ed E) tale che Q = {(a), (0): x € K} ed
[F:K], = [F:K], =2 ([2], Teorema 4.1). Sia te F — K e sia

BhAtu=0  (4uck),
toe = ot + oP (xe K) .

Allora S ¢ un automorfismo di K ([4], Corollary 3.1) ed il polinomio
2%+ Az + u é irriducibile ed invariante in K[z, S, D]. Tale risulta
allora in K[z, S, — D] il polinomio x2 — Ar 4+ u e resta pertanto defi-
nito il q.c.g. di Hall H = H(K, S, — D, A, —pu). Procedendo come
nella prima parte della dimostrazione si prova che D, & coordina-
tizzabile mediante H.

OSSERVAZIONTI:

1) se K ¢ un campo, S =1 e D=0 (0: o — 0), la definizione
di q.c.g. di Hall coincide con la definizione classica di q.c. di Hall;

2) gli elementi di H della forma (0, o) con « € K costituiscono
un sottocorpo K’ di H antiisomorfo a K; H risulta uno spazio vet-
toriale sinistro di dimensione due su K'.

Nel seguito faremo spesso tacito ricorso alla identificazione degli-
elementi di H con quelli del corpo F come nella dimostrazione del
Teorema 1 (scriveremo sempre o in luogo di (0, «)) e quindi all’identi-
ficazione dei punti del piano affine M (H) su H con quelli del piano
D4(F). T punti impropri di M(H) saranno indicati con (a), (o0)’ e
la retta impropria con I,. Com’¢ noto ([10], Corollary 2.12) A'=
= {(a)’, (c0)': €K'} costituisce un insieme di derivazione per M(H)
(estensione proiettiva di M(H)) su I, ed il derivato M ,(H) di M(H)
mediante A’ coincide con D(F).

Le collineazioni di M(H) che mutano in sé A’ sono tutte e sole
quelle indotte in M(H) da collineazioni di D(#) che mutano in sé 4,
ossia da collineazioni di D(F) di uno dei seguenti tipi:

I) (@, 9) » (@ + b,y + ¢ b,ceF;
II) (%, y) — (va, ya) a =ot+ a,€F, a+£0;
III) (@, y) b (0@ + 012 Yy 01 @ + a2 Y)
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con o;,; € K (¢, =1, 2), («;;) non singolare;
IV) (z, y) — (24, y4), A € Aut (F), K4= K.

Le collineazioni di tipo I inducono in M(H) tutte e sole le tra-
slazioni di M(H).

Le collineazioni di M(H) indotte da quelle di tipo II, ITI, IV
operano (rispetto a 2”) nel modo seguente:

11) (@', ¥') = (it 4 01, val 4 n,)
= ((—yl‘xfw_”l“f + o+ vy0)t o+ (— e o— 100+ 1,05 + 1,%)
(Vlaf‘P _'Vlo‘g + vz“z) t+ (maf‘P _"71“;) + 772“2)) ’
I11) (@ y') = (vt 4 Ny 2t + ) > ((0511”1 001 M1) - %oy ¥y F e ?y,y
(011¥2 + 01a7) T+ Gty v, + 0‘22772) .
V) @y y') = (1t -+ 1,y vat +1n2)
= (vieyt +ntoy (vio, + vt + mio, + i)

ove si & posto 4= p,t -+ 0,.

TEOREMA 2. Sia H = H(K, 8, D, w, ¢) un g.c.g. di Hall con [H|>9.
Si ha:

1) il nucleo di H ¢ N ={acZ(K): a’=o ¢ a®= 0} (%);
2) & boa = aob per ogni ac H se ¢ solo se beN;

3) per ognt ac H—K' risulta
aca—ao* oa + 0 P—gp=0;

4) gli automorfismi di H somo tutte e sole le applicazioni di H
in seé del tipo

(otyy 0t) = (@arf, /3“14 + a3)

con o,feK, a~0 ed AecAut(K) tale che w= w, g4=¢, AS = 84,
AD = DA.

(6) Dato un corpo K si denota con Z(K) il suo centro.
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DIMOSTRAZIONE. Sia b= f,t+ f,€ N. Per ogni a,, o, € K risulta
(ot + ay)ob = (g t)ob 4 ay0b
e quindi sussistono (in K) le relazioni

(8) — %(%“Y‘lgl)s_' = fra, ,

(6) “2.65_1—‘ "‘2(0‘2951.1.‘31)5_l + az“:lﬁlws—l +

+ (azai—lﬂl)s—ln + “2(“1_1131)1)5—]:192“2 .
Supponiamo g, = 0. Da (5) con a; = o, = 1 segue 5 = — f,. Tenuto
conto di cid da (5) con o, = 1 discende «f =, € quindi S =1 e K
ha caratteristica due. Ancora da (5) con o, = 1 si ha allora , € Z(K)

e quindi, nuovamente da (5), o0, = ey, 08sia K & un campo. Con
o, = f,, tenuto conto che 12 = 0, (6) assume allora la forma

(7 o=+ .
Da (7), ponendo «, = 1, segue w = 1 e quindi risulta

o=+ a,.
Siano «, f € K; & allora
(8) ()P = (2f)* + aff ,
9) (@B)> = a?B + a*B> = (e + @) + a(B* + B) .
Dal confronto di (8) e (9), per « = 0, f = 0 si ottiene
@+1)B+1)=0.
Tale relazione vale per ogni coppia «, § di elementi non nulli di K

se e solo se |K|= 2. Avendo supposto |K|>3 & necessariamente
pr =0, ossia b = f,. La relazione (6) diviene allora

(10) B =Pty .

Da (10), ponendo «, =1, segue f; = f, e quindi; ancora per (10),
B. € Z(K).
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Poiché |K|>3, esistono a, &€ K con 0# a# « + &+ 0. Da

(ot + &t)ofy = atof, + &tof,

e da quanto sopra provato discende allora 2= 0.

Si verifica senza difficoltd che ogni elemento f, € Z(K), tale che
B5 = . e f2 = 0 ¢ nel nucleo di H e quindi 1) & provato.

La semplice verifica mostra che gli elementi di ¥ commutano con
ogni elemento di H. Il viceversa & ovvio. Anche 3) si riduce alla veri-
fica.

Mostriamo 4). Com’é noto ([20], Satz 8,9) ogni automorfismo di H
che muta in sé K’ & indotto da una collineazione di M(H) che muta
in 88 A’ e fissa i punti della terna 4 = {(0, 0), (1, 0), (0,1)} e vice-
versa. Fra le collineazioni di tipo I e IT solo l’identita fissa A. Le col-
lineazioni di tipo III fissano puntualmente A se e solo se & a;, = 0
ed a,, = 1. Ne discende che esse inducono in H tutti e soli gli auto-
morfismi del tipo

a) ot oy ooyt -+ foy, + oy (o, fE K, a0).

Le collineazioni di tipo IV fissano puntualmente A se e solo se risulta
0. = 1 e p, = 0. Ne segue che esse inducono in H tutti e soli gli auto-
morfismi del tipo

b) oyt + oy —oait 4 ai

con A automorfismo di F tale che K4 = K e t4 =1. Se A & un auto-
morfismo di F siffatto dalle relazioni

45t — AP = fod = ot = ()4 = (xSt — aP)4 = ¥4t — P4 (e e K),
—COAt—I—(PA:—CUAtA—I-(PA: (iz)“ztz:—a)t-{—(p,

segue che la sua restrizione a K gode delle proprieta date in 4).
Viceversa un automorfismo A di K godente di tali proprieta & esten-
dibile ad un automorfismo di # ponendo 4 = ¢.

E subito visto che il gruppo generato dagli automorfismi sopra
definiti & prodotto semidiretto del gruppo costituito dagli automor-
fismi di tipo @) con il gruppo costituito da quelli di tipo b). Per com-
pletare la dimostrazione & allora sufficiente provare che ogni auto-
morfismo di H muta in s8¢ K’'. Supposto cid non accada, essendo il
gruppo degli automorfismi di tipo a) transitivo su H — K', esiste
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un automorfismo B di H tale che ¢ e K'2. Poich¢ K'3 & un corpo &
t+ 1€K' e risulta

(t +1)ot = tot + ¢
e quindi sussistono le relazioni
—1=1, —1—ws"'=0

dalle quali segue che K ha caratteristica due ed w = 1. B pertanto
tot =t -+ ¢ e quindi p € K'3. Risulta allora

(got)ot = go(tot)

ossia
(11) 1+ g )P =g,
(12) (@0 + ()7 + ()PP =gt

Per (11) & (p~!)P' =14 ¢~1. Sostituendo in (12) e semplificando a.
destra per ¢ si ottiene

(13) =g 1.

D’altra parte & anche
(t+1o(t+@)=to(t+¢)+t+¢,

da cui

(14) F—p.

Da (13) e (14) segue ¢ = 1. B allora subito verificato che in H 1’in-
verso destro e l’inverso sinistro di un elemento o;¢+ o, con o, 5= 0
(o1, o, € K) coincidono entrambi con oyt + o, + 1. Mostriamo che se
0 £ oyt + o € K'%, risulta (ot + )0t € K’ se e solo se a; = o, = 1.
B (t + 1)ot = 1. Viceversa sia (¢ 4 o)ot € K'. B o, 0 ed

((out + ay)ot)™r = (¢t + L)o(at + o, + 1) € K' .
Sussistono pertanto le relazioni

(15) "‘1(0‘20‘1_1)5_l + 1+ dl(d;l)nsﬂ =0,
(16) @+ 15 o™ oy o = 0.
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Tenuto conto che of(o;)? = ala;?, (15) e (16) possono essere poste
rispettivamente nella forma

(15)’ oo, + oy + 02 =0,
(16)’ o+1l+o+aff+al=0.

Sommando (15)' e (16)’ si ottiene (af +1)(a,+1)=0 e quindi o, =1
0o =1. Se oy =1, da (15)" segue «, = 1; se a, = 1, in K'B risulta
(st + 1)ot = o382+ ¢t = (o + 1)t + &, e quindi o, = 1.

Sia ot + o, € K'Z con 0 % o, 7 1. B subito visto che se non esiste
in K'® un tale elemento, allora |[K'?| = 4. In tal caso K’ é nucleo di H
e K'? = K'. Per quanto sopra mostrato & (et -+ a,)ot ¢ K’ e quindi

((nt 4 a)ot)" 1 = ((oy? + at)ot) + 1, ossia
(7) (et 4 az)ot) + 1 = (t + L)o(ayt + o, + 1) .

Da (17) discende la relazione

(18) (@) + ay(a) 7 = af” + o 4 o + o™
la quale, con semplici passaggi, diviene

(19) oo, + of = gty + of + afor, + olay .

Poiché ot + o, + 1 ed (x, + 1)¢ 4 «, stanno in K% e 0 5= o, + 1 5£ 1,
sussistono anche le relazioni (19)' e (19)” ottenute sostituendo in (19)
rispettivamente o, - 1 ad o, ed o; + 1 ad «,. Dalla somma di (19)
e (19)' segue of = a,, dalla somma di (19) e (19)", «® = 0. L’ulteriore
relazione, oltre a (18), ottenibile da (17) diviene allora

(20) ayof + oty + 1+ o P = af o, + o+ af Pa, .

Deve sussistere anche la relazione (20)' ottenuta sostituendo in (20)
;+ 1 ad «,. La somma di (20) e (20)" &

(21) 14 =0.

D’altra parte vale anche la relazione (21)' ottenuta sostituendo in
(21) o, + 1 ad «,. Sommando (21) e (21)’ risulta 1 = 0, assurdo.

Dal Teorema 2 discende che un q.c.g. di Hall (di ordine maggiore
di 4) & un q.c. di Hall se e solo se ha dimensione due sul nucleo. Si



176 Mauro Biliotti

verifica inoltre che, eccetto H(GF(2),1,0,1,1) ed H(GF(3),1, 0,0,
—1), i quali sono rigpettivamente il campo di ordine 4 ed il g.c.

N

associativo di ordine 9, un q.c.g. di Hall non & né distributivo, né
associativo.

3. Nel piano M(H) con |H|>9 ogni collineazione fissa I, . Si veri-
fica infatti senza difficoltd che in caso contrario M(H) risulterebbe un
piano di Moufang e quindi H un anello alternativo a divisione. Resta
aperta la questione se ogni collineazione di M (H) muti o meno in sé A',
ossia se il gruppo delle collineazioni di M(H) coincida o meno con il
gruppo ereditato per derivazione da D(F). Qui rispondiamo a tale
questione per i q.c. di Hall (classici).

TEOREMA 3. Sia H = H(K, 8, D, w, ¢) un q.c.g. di Hall. Se K ¢
un campo, 8 = I, D = O ed |[H|> 9, ogni collineazione del piano M(H)
muta in sé A'. .

DiMosTrRAZIONE. Nelle ipotesi assunte K’ risulta il nucleo di H
ed & lecito identificare K’ con K. E inoltre lecito supporre |H|> 25,
poiché il teorema vale se H ha ordine finito (vedi, ad esempio, [9],
Theorem 10.18).

Come osservato in precedenza ogni collineazione di M(H) fissa I, .
Esista una collineazione f di M(H) tale che A7 = A e, com’® lecito
assumere, (0, 0)’ = (0, 0). Sia F la congruenza di H @ H, riguardato
come spazio vettoriale (destro) V(K) di dimensione 4 su K, asso-
ciata ad M(H). Com’é noto, se si riguardano i punti di M(H) come
vettori di V(K), la collineazione f risulta una trasformazione semi-
lineare di V(K) (che muta in sé F) ed opera quindi nel modo seguente

fr (it vy, vit +vy) ((z“u 7)t+z“21 Viy (2“31"’5)t+2“41”i)

j=1 =1 =1

con (a;) (¢,§=1,2,3,4) matrice non singolare ad elementi in K
ed A € Aut (K).
Poniamo 4; = {(1, @), (0,1): « € K}. Si ha

4y = {((“10 - 0114 04) t - Oty ot g 04, (0tgy + 0t 0t4) T+ atgg + 0tag0rd);
(“14t + Olagy Ogqal —+ (Z44)! ae K} =

= {((“12 F oty a0)E - oo+ Uag 0y (032 + taa %) - tge -+ “44“)?
(01t + tagy Xgat 4 ®as): X € K} .
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Rispetto all’originario sistema X di coordinate di M(H) risulta
A:)f= {((0‘12 + o4 0)t - 0tga - a0ty (0ap + Xaa )T - 0tar +- 054405);
(014t + otagy Oaa + 0ga): X € K}
e posto

b= oot 4 g ’ bio= atyqt + 3y y byy = 0ol + 4o byy = 06yt + 44

A:)f = {(bu + b12y boy + bao0t)5 (b1ay bao): EK} .

Introduciamo in D(F) coordinate omogenee. Allora l'insieme dei
punti impropri delle rette di D(F) uscenti da (0, 0) e passanti per un
punto di 4’ (riguardato come insieme di punti di D(F)) &

A= {(b11+ b120‘7 by 4 byety 0)5 (byay bsey 0): “GK} .
E inoltre
A={(a,p,0):0,feK; xa#0 0 f#0}:

Chiaramente A risulta il trasformato di A nella proiettivita di D(F)
g: (@, Y, &) > (b1:% + b1y, by + byy, 2) .
Consideriamo la proiettivita di D(F')
h: (z,y,z) — (z, ay, ?)

con a € F— K tale che sia A* £ A9,
B subito visto che risulta

A0 A =2,

Osserviamo che se p ¢ una proiettivita di D(F) e |4 N 47| > 2, al-
lora A = A®. Infatti, fissati 4,, A,, A;€4 con A;# A, # A, 7+ A; e
tali che A3, A}, A7 e A N A*, esiste una proiettivitd p, del sottopiano
di Baer di D(F') coordinatizzato da K che muta 4,, 4,, A, ordinata-
mente in A%, A% A?. Sia p, Pestensione di p, a D(F) e siano P e P,
le proiettivitd indotte su I, rispettivamente da p e p,. Poiché F &
un campo, il gruppo delle proiettivita di I, & strettamente 3-transi-
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tivo sui punti di I, e quindi 7 = P,. Cid prova l’affermazione ini-
ziale. Ne segue ‘
AN A7|<2 .

Infatti da |4*N A4°]>2 segue |[AN A" |>2 e quindi 4 = A~
ossia A" = A, contrariamente a quanto supposto. Di quanto fin qui
mostrato faremo ora uso per giungere ad un assurdo.
Consideriamo i piani M ,.(H) ed M ,«(H) (si denota con I ,..(H)
il derivato affine di M(H) mediante A" e con M ,.(H) la sua esten-
sione proiettiva), entrambi definiti sullo stesso insieme di punti di
* M(H). Chiaramente le classi di rette parallele che i piani M ,.(H) ed
M ,+(H) hanno a comune sono tutte e sole le classi di M(H) il cui
punto improprio non appartiene a A’ U A7 o equivalentemente, per
quanto visto in precedenza, tutte e sole le classi di rette parallele di
D(F) = M,(H) il cui punto improprio non appartiene a AU As.
Denoteremo con C l'insieme di tali classi. Fissiamo in D(F) un rife-
rimento (0, U, V, E) in modo tale che i punti U, V, OE N1, appar-
tengano a A* — (4 U 49) (poiché |A* N (4 U A7)| <4, cid & sempre pos-
sibile avendo supposto [H|> 25). Il piano M ,.,(H) & isomorfo al piano
M, (H) ([9], Theorem 10.5) e quindi anch’esso pappiano. Sia L un
insieme di elementi in corrispondenza biunivoca con i punti distinti
da V della retta OV. In entrambi i piani D(F), M ,,(H) introduciamo
un sistema di coordinate rispetto al riferimento (0, U, V, E), assu-
mendo L come insieme sostegno sia del campo L(-4, -) che coordi-
natizza D(F), che del campo L(@, ©) che coordinatizza M ,-(H). La
semplice verifica (vedi anche [9], Theorem 10.18) mostra che:

i) le operazioni |+ e @ coincidono;

ii) ai punti impropri delle classi di C & assegnato lo stesso sim-
bolo sia nella coordinatizzazione di D(F') che in quella di
M (H);

iii) denotato con C l’insieme dei simboli di L associati ai punti
impropri delle classi di C, risulta ¢e®© # = ¢-x per ogni x €L
se e solo se ce (.

Da i) ed iii) discende facilmente che C risulta un sottoanello di
L(+4, -). Daltra parte, per come & stato scelto il riferimento (0, U,
V, E) e poiché A* & un insieme di derivazione per D(F) su I, ¢ subito
visto che L(-+, -) possiede anche il sottocampo M costituito da tutti
e soli i simboli di L associati ai punti di 4* M N C & un sottoanello
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proprio di M poiché |4 N A*| = 2 e, d’altra parte |[M — (M N O)|<4
|M| > 4, ossia se |H|> 16.

4. Siano H = H(K, 8, D, w, ¢) ed H=H(H,S, D, &, §) due q.c.g.
di Hall. Nel seguito i 51mb011 F, A, A" avranno in relazmne al q.c. H
lo stesso significato fin qui attribuito ai simboli #, 4, A’ in rela-
zione al q.c. H. Vale il seguente teorema.

TEOREMA 4. Se esiste un isomorfismo fra i corpi F ed F che muta
K in K, i piani M(H) ed M(H) sono isomorfi.

DiMoSTRAZIONE. Nelle ipotesi assunte esiste fra i piani D(F) e
D(F) un isomorfismo che muta 4 in 4. Egiste allora anche un isomor-
fismo fra i piani derivati D, (F) e D4(F) ed il teorema & provato.

I1 Teorema 4 & probabilmente invertibile. Noi proveremo cid con
un’ipotesi aggiuntiva.

TEOREMA 5. Siano i piani M(H) ed M(H) isomorfi e sia A’ fis-
sato da ogni collineazione di M(H) allora esiste un isomorfismo fra i
corpt F ed I che muta K in K.

DiMosTRAZIONE. Dall’ipotesi che ogni collineazione di M(H) fissi
A’ segue |H|> 9 ([6], App. 2). Assumiamo, com’é lecito, che H [ coor-
dinatizzi il piano M(H) rispetto al riferimento (0', U', V', E'). B
UV'=1, poiché M(H) non pud risultare di trasla,zmne rispetto a
due rette distinte. Come facilmente si verifica sia il gruppo di col-
lineazioni di M(H) ereditato per derivazione da D(F) che il: gruppo
di collineazioni di M(H) ereditato per derivazione da D(F) riparti-
scono i punti di I, in due orbite, precisamente A', I, — A" e A,
l,,— A'. Poiché le collineazioni di M(H) fissano A’ & A’ A o A=
=1.,,— A'. Nel secondo caso risulta A’'NA'=0 e quindi 4’ & un
insieme di derivazione per D(F) su l,. Sia A un insieme di deriva-
zione per D(F) su I, tale che |4 N A| =1 (un siffatto 4 & ottenibile
trasformando 4 mediante una opportuna collineazione), (0, 0,7, B
un riferimento di D(F) tale che 0, V,0BNn1l_edn A’ ed F 11 corpo
che coordinatizza D(F) rispetto a tale riferimento. F possiede i sotto-
corpi R e R, che coordinatizzano, rispetto al riferimento (0, U, ¥, B),
i sottopiani di Baer contenenti rispettivamente 0, B, A ed 0, £, A'.
Poiché A'=1,— A risulta [ —A'|=1 e quindi |E — &, N K| =1,
un assurdo. Pertanto & A'= A'. Allora, tenuto anche conto della
dimostrazione del Teorema 1, & subito visto che:

1) D(F) = DF) =D

5
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2) i corpi F ed F _coordinatizzano 9 rispetto a due riferimenti
0, 0,7, £), LOUVE) con UV=UV ed U, V,0EN
NUV, U, V, 0OEN TV appartenenti allo stesso insieme di
derivazione 4 su UV per D;

3) i sottocorpi K di F e K di F coordinatizzano rispettivamente
il sottopiano di Baer di 9D contenente O, E, 4 ed il sotto-

piano di Baer di D contenente O, K, 4.

Si verifica senza difficoltd che esiste una collineazione di D che
muta la quaterna (0, U, V, E) ordinatamente nella quaterna (0, U,
V, E) e l'insieme 4 in s& e pertanto muta il sottopiano di Baer con-
tenente O, B, A nel sottopiano di Baer contenente O, &, A. Tale col-
lineazione induce un isomorfismo fra i corpi F' ed F che trasforma K
in K ed il teorema & provato.
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