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Un’estensione del teorema sulle suriezioni
fra spazi di Fréchet. Qualche sua applicazione.

GIUSEPPE ZAMPIERI (¥*)

0. Introduzione.

In questo articolo si stabilisce una condizione necessaria e suffi-
ciente perché, assegnata una applicazione lineare e continua fra spazi
vettoriali topologici f: £ — F e un sottospazio lineare G di F, si abbia,
sotto certe ipotesi, f(E) D G. Da cid si faranno derivare criteri per
la risolubilith «in grande» di equazioni e di sistemi differenziali alle
derivate parziali con coefficienti costanti.

1. TEOREMA 1.

Siano E, F spazi metrizzabili con E completo. Si indichino con E,
e F, i loro duali muniti delle topologie deboli.

Data un’applicazione lineare f di E, in F,, f & continua se e solo
se il suo grafico & un chiuso di E,x F,.

DIMOSTRAZIONE. La necessita & ovvia.
Viceversa si osservi che E, X F, & canonicamente isomorfo a (E X F),.

Percio Grf (grafico di f) pensato come sottospazio di (ExF), & iso-
morfo a ((EXF)/Grf°), ove Grf° indica la polare di Grf; ne segue

s

che esso ¢ il duale debole di uno spazio metrizzabile.

(*) Indirizzo dell’A.: Seminario Matematico dell’Universitd - Via Bel-
zoni 7 - I-35100 Padova.
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Siano p,, p, le restrizioni a Grf rispettivamente della prima e
seconda proiezione canonica di E.Xx F.; & chiaro che p, & una bige-
zione continua di Grf su E,. Si osservi allora che dati X, ¥ metriz-
zabili con Y completo e f bigezione lineare continua di X, su Y|
essa € un isomorfismo. Infatti poiché f & suriettiva, la sua trasposta

f: Y, > X,

¢ un omomorfismo (cfr. [3], Prop. 35.7). Poiché ¥ e X sono metriz-
zabili *f & omomorfismo anche per le topologie iniziali ([3], Prop. 37.5).
Percio dato che Y & completo *f(Y) € chiuso in X da cui

f: X, > 7Y,

risulta isomorfismo.
In base a cid p, ¢ un isomorfismo onde f & continua dato che

f = peopi’. q.e.d.

TEOREMA 2. Si consideri il seguente diagramma

E——>F

ove

a) iy, %, %, ¢ Sono applicazioni lineari e continue ed inoltre
1,0 = #ot; (cio¢ il diagramma & commutativo);

b) E, G sono spazi di Fréchet; H, F sono localmente convessi
e di Hausdorff;

¢) la trasposta di q & iniettiva.

Allora le seguenti proposizioni sono equivalenti
i) w(B) 21,(@),

ii) 4,(*‘uF'-%) c tq(@') ove con *uF'-* si & indicata la chiusura di

w(F') in E,.
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DIMOSTRAZIONE. ii) implica i).

Si consideri la mappa M: ‘uF'-* — G, cosi definita: se ¢'e tuF'—s
e t,(e') = tq(g'), M(¢') = g'. M & ben definita perché fq & iniettiva ed
¢ lineare.

Osservato che ‘ulF'-* = Ker «° e che Ker «#° munito della topo-
logia indotta da E,, & isomorfo algebricamente e topologicamente a
(E/Ker u),, I'isomorfismo essendo la trasposta della proiezione cano-
nica da E su E/Ker u, si conclude che *uF'—2, con la topologia indotta
da E., ¢ il duale debole di uno spazio di Fréchet. Pertanto se si prova
che Gr M & un chiuso di ‘uF'-*X@G., M risulta continua per il Teo-
rema 1.

Infatti: (e;, M(e;)) converga verso (e,, g,) ove M(e;) = g; se ‘q(g;) =
= '4y(¢;). Allora, per la continuita di 'q da @, in H,, ‘q(g;) converge
in H, verso ‘q(g,) e, per quella di *,, verso %,(e,).

Allora 4,(e,) = Yq(g,) cioé g, = M(e,).

Sia

E
M G (P = e

1a trasposta di M.
B immediato dimostrare che per ogni g € @ i,(9) = u(*M(g)). In-
fatti per ogni f' € F' si ha

<y u(*M(g))> = <'ulf"), *M(g)> =
= (M(u(f")), 9> = <ialf), 9> = <F'y 1a(9)>

ove con lo stesso crochet si sono indicate le varie dualitd in questione.
i) implica ii).

Su u(F') vi sia la topologia indotta da E.. Si consideri la mappa
L: G — (*u(F")), cosi definita:

se geG L(g): 'u(F') — C, L(g)['u(f)] = <f',:(9)> -

L(g) & ben definita perché se ‘u(f,) = *u(f;) allora f,— f, ¢ nulla su
w(E) 2i,(G). L(g) ¢ lineare (ovvio) e L(g) € (‘u(F'))". Infatti sia ‘u(ﬂ.)
una rete convergente a zero. Preso ¢ € E tale che u(e) = iy(g) si ha

lim; L(g)[*u(f;)] = lim, <f}, ix(9)> = lm, {f}, u(e)) = lim, ('u(fy), e) = 0 .
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Ovvio che L é lineare e continua. Sia
M: G — (tuF'-9)

cosi definita: M(g) & estensione per continuitd di L(g) a ‘wF'--.

Si indichi ora con (E,), il duale forte del duale debole di E. (E.),
¢ E con la topologia dell’uniforme convergenza sui limitati di E, o
equivalentemente sugli equicontinui di B’ (F & F-spazio e quindi bar-
rellato) che & la topologia iniziale di ogni spazio localmente convesso
e di Hausdorff.

Da cid segue che E, & semiriflessivo e tenuto conto che 'uF'-* &
un suo sottospazio chiuso e quindi semiriflessivo, si ha:

E
t -8\ —
(‘wF"=s), Keru

Infatti

E 4
t —8\'y/ — ¢t [—8 —
((ul'=)) = ‘ulf _(Keru) )

Per cui E/Ker « ha la topologia della convergenza uniforme sugli ele-
menti di un ricoprimento di ‘*wF-* costituito di convessi bilanciati
e debolmente compatti (!) che risultano anche limitati per la topo-
logia indotta da E..

Utilizziamo ora il noto teorema del grafico chiuso per applicazioni
lineari fra F-spazi per dimostrare che

, E
M: G (uF'~) = g

¢ continua .

Sia (g., M(g.)) una successione convergente a (go, mo) in G X (‘uF'~),;
L(g,) che & restrizione di M(g,) a *u(F’') converge su ogni punto di
tu(F') a L(g,) che & pertanto la restrizione di m, a *u(F'); in definitiva
mo = M(g,) dal che M ¢é continua.

Sia *M la trasposta di M, continua da ((wF'-?),), = wF'~*in @,.
Sia ¢’ € wF'~* e sia ‘u(f;) una rete convergente debolmente verso e'.
Allora lim, ‘M (tu(f;)) = lim, %,(f;) = *M(¢'). Allora 'q(%,(f;)) converge

(1) In base al noto teorema di Mackey (cfr. [3]).
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sui punti di H verso ‘q(*M(e')) e verso 'i(e'). Da cui:

(o) =g M)
Per ogni p, seminorma continua su F, si indichi con E, lo spazio dei
funzionali lineari su F che sono continui per la topologia individuata
dalla seminorma p.

COROLLARIO. Se u(E) D1i,(G), per ogni p, seminorma continua su E,
egiste h, seminorma continua su G tale che:

se ge@ e 'q(g') €', (Keru® N E,) allora ¢g'€ G, .

DIMOSTRAZIONE. Sia M: ‘uF'—*— G., M(e') = g’ se ',(¢') = *q(g').
Si ¢ dimostrato nel Teorema 2 che M ¢é continua. Ricordato che
(@), = G e che (‘uF'—*), = E/Ker u, allora la trasposta di M risulta
continua da G in E/Ker u. Pertanto per ogni p su E esiste b su @
tale che:

tM: G, —

Keru

¢ continua e la sua trasposta

E, Y ,
M (m) =Keru'NE, -G,

¢ chiaramente la restrizione di M a Ker u*N H,. q.e.d.

2. Applicazioni.
Si considerino due aperti di R* 4 e B con 4> B.

I) Sia P un polinomio differenziale a coefficienti costanti. Per
ogni fe 0°(A) Vequazione Pu = f ¢ C°(B)-risolubile (cioé esiste una
soluzione w in C°(B)) se ¢ solo se (*PE'(B))-*c ‘PE'(A) ove E'(A)
¢ lo spazio delle distribuzioni a supporto compatto in A. Si noti
che per ogni aperto B relativamente compatto in A si ha (*PE'(B))-*c
tPE'(A) dato che ogni polinomio differenziale a coefficienti costanti
¢ semiglobalmente risolubile in A (cioé 1’equazione Pu = f con f in
C®(4) é risolubile sugli aperti relativamente compatti di 4).
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IT) Sia Z, la riunione delle componenti connesse e compatte del
complementare di 4. Si supponga Z, = 0 (?) e siano P, @ polinomi
differenziali a coefficienti costanti primi tra di loro con @ ellittico.
Allora per ogni (f,g) in C°(4)x C*(A) per cui il sistema: Pu = f,
Qu =g & C>(A)-localmente risolubile (cioé per ogni punto p di 4
esiste un intorno V, e una soluzione u, € C*(V,)), per ogni tale (f, g)
il sistema ¢ C*(A)-risolubile se e solo se:

tPE'(A) + QE'(4A) ¢ chiuso in E'(4).

B indifferente specificare se & chiuso per la topologia debole o forte
di E'(A) dato che C*(4) e riflessivo.

ITT) Nelle stesse ipotesi di II) ¢ sistemi C®(A)-localmente riso-
lubili sono C=(B)-risolubili se e solo se:

(*PE'(B) + ‘QE'(B))~*c ‘PE'(4) + 'QE'(4) .

IV) Condizione necessaria per la C*(B)-risolubilita dell’equazione
Pu = f quale che sia f in C°(A) & che per ogni K compatto di B
esista K, compatto di A tale che, se uwe C7(4) e ‘Puc (*PE'(B))*
con supp ‘Puc K, allora supp # Cc K,: Nel caso dei sistemi di cui ai
punti IT) e IIT) la condizione necessaria & la seguente: se u, v € C°(4)
e tPu + ‘Qu e (*PE'(B) + ‘QE'(B))~* con supp (‘Pu + 'Qv) c K, allora
supp % N supp v C K.

DIMOSTRAZIONE. Per lenunciato I) si osservi il diagramma:
P
0=(B) ——> C=(B)
i i
P
C°(4) —> C>(4)
ove per ogni f in C*(4) i(f) & la restrizione di f a B.

Gli spazi in questione soddisfano tutte le ipotesi del Teorema 2.
Inoltre *P é iniettiva percheé se *Pu — 0 allora (applicando la trasfor-

() Si vedrad che questa condizione assicura che {(Pf,Qf):fe 0°(4)} &
0°(4) x 0*(A)-denso nello spazio dei dati per cui il sistema & localmente
risolubile,
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mata di Fourier) P(— &)4(&) = 0 e percid #(£) = 0 per ogni &€ R»
perché #4(£) & una funzione analitica nulla sul complementare in R»
della, varieta algebrica P(— &) = 0.

Per gli enunciati II) e I1II) si osservi innanzitutto che il sistema
Pu = f, Qu =g & C°(A)-localmente risolubile se e solo se Qf = Pg.
(Cfr. teorema di Lojasiewicz-Malgrange [1].) Si osservi poi che:

{(f, 9) € C°(4)x C=(A): Qf = Pg}° =

= {(u, v) € B'(A)XE'(4): *Pu + Qv = 0} =
= {(*Qu, — *Pu) con ueE'(4)}. '

Sia infatti (w, v) nel primo insieme e sia f in C*(4);
CtPu +Qv, > = {u, Pfy + <0, Qf) =0

perché QPf = PQf.
Sia (#, v): tPu -+ Qv = 0; allora in C" si ha

P(—2)i(2) + Q(—2)8(2) = 0

e poiché (P, Q) =1 deve essere u = Qn, con n, € E'(R") (). Poiche
Z,= 0 e Q & ellittico deve essere n, € E'(A) (Prop. 4, Cap. III di [2]);
percio (u, v) = (*Qn,, — *Pn,).

Si consideri ora il diagramma

0=(B) =29 0=(B) x ¢=(B)

| |

0=(4) 5 {(f, g) € 0=(4) x O=(4): Qf = Py}

tPXQ ¢ iniettiva. Infatti

E'(A)x E'(4)

{(, 9)€ 07(4) x O=(4): @f = Pgy' = o

(®) (@,?) & una relazione fra *P e 'Q e poich® le funzioni olomorfe sono
un modulo piatto sui polinomi tale relazione & generata dalle relazioni poli-
nomiali (tutte proporzionali a (*Q, —‘P) dato che (P,Q)= 1). Percid %/Q
e /'P sono interc e si conclude col teorema 3.4.2 di [4].
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Il punto IV) & immediata conseguenza del corollario.

OSSERVAZIONE. Ricordo la seguente

DEFINIZIONE. La quaterna (4, B, P, Q) é C*-compatibile se e solo
se per ogni fe C°(A) per cui il sistema Pu=7f. Qu=0 & C*°(4)-
localmente risolubile per ogni tale f il sistema & O®(B)-risolubile. Sia
(P, Q) = 1, Q ellittico e Z, = @. Ovvio che il sistema & C~-localmente

risolubile se e solo se Qf = 0 (ancora teorema di Lojasiewicz-Mal-
grange). Si consideri allora:

OWTB) 229, o=(B) T C=(B)
KerQ/4 ExQ, KerQ/ 4 x {0}

ove KerQ/4 = {fe C°(4): @f = 0}. Ovvio che

. E(4)xE'(4)
(Ker@/4 x{0})" = {(Qu,v); w,ve E'(A)}
e che
. E'4)
(KQI‘Q/A) == tQE'(A) *

Se allora 'Pu + Qv e ‘QE'(A) ne segue che u = Qn, con n,€ E'(4) (*).
Pertanto ! PXQ ¢é iniettiva (cioé P(Ker@/4) & denso in Ker @/ 4).
Quindi per il Teorema 2 (4, B, P, Q) é C°-compatibile se e solo se

(‘PE'(B) + 'QE'(B))~*c 'PE'(4) + 'QE'(A)

cioé se e solo se il sistema Pu = f, Qu = g ¢é risolubile in C~(B) per
ogni (f, g) in C°(A)x C°(4) con Qf = Pg.

(4) Si ragioni analogamente alla nota a pi¢ della pagina precedente e
si applichino ancora il teorema 3.4.2 di [4] e la prop. 4, cap. 3 di [2].
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