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Un’applicazione del teorema del grafico chiuso
alla risolubilità di sistemi differenziali

del tipo: Pu = f, Qu = 0.

GIULIANO BRATTI (*)

0. In ciò che segue è contenuto un criterio per la risolubilità, « in

grande » del sistema differenziale :

f e u di classe A un aperto di e Q operatori differenziali
lineari, a coefficienti costanti, primi tra di loro, con Q ellittico, (il caso
in cui P e Q non sono primi tra di loro, ovviamente con P non mul-
tiplo di Q, è trattabile in modo analogo).

In [1] è presente un criterio algebrico-topologico per la risolubi-
lità del sistema di sopra; il criterio qui esposto, (Teorema 7), è, (pro-
babilmente), più facile di quello ed ha il pregio di essere la naturale
estensione del Teorema 4, Cap. I, di [4].

1. Al fine di questo articolo sono interessanti i seguenti teoremi:

TEOREMA 1. Sia E uno spazio vettoriale topologico localmente
convesso; sia .F’ un suo sottospazio lineare e sia A un aperto convesso
in E tale che: A /~ F = 0. Allora: esiste un iperpiano chiuso, .H, in E
tale che:

(*) Indirizzo dell’A.: Seminario Matematico dell’Università - Via Bel-
zoni 7 - 1-35100 Padova.
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(Il teorema di sopra è conosciuto come « la forma geometrica »
del teorema di Hahn-Banach.)

TEOREMA 2. Siano E ed .F spazi di Fréchet e sia 1 un’applicazione
lineare e continua di E in F. Siano E’ ed F’ i duali di E ed .F’ rispet-
tivamente ; t f sia la trasposta di f .

Le seguenti proposizioni, a) e b), sono equivalenti:

a ) f è suriettiva;

b) Il è iniettiva e tl(F’) è debolmente chiuso in E’.

TEOREMA 3. Siano ed ~’ spazi di Fréchet o duali forti di spazi
di Fréchet riflessivi.

Se f è un’applicazione lineare di E in .F’, f è continua se e solo se
il grafico di f è chiuso in E X F.

(Il teorema di sopra, e altro, va sotto il nome di teorema del gra-
fico chiuso.)

2. Sia A un aperto di Rn e sia Z~ la riunione delle componenti
connesse e compatte del complementare di A : Rn~A.

Sia L = A U L è un aperto, [5]; sia .K un compatto di L.

DEFINIZIONE 1. Se ~6, .K separa ZA se e solo se : esiste una

partizione di ZA del tipo Z~ = Z,,,.4 U Z2,~, con Q~, ed esiste un
aperto B c L, tale che:

DEFINIZIONE 2. A soddisfa la b-proprietà se e solo se: o ZA - ~6,
oppure: non esiste alcun compatto in L che separi Z~ .

L’ultima definizione nasce da un teorema « di densità » per sistemi
del tipo:

f ed u di classe C°°(A).
Si ha, infatti, [1]:

TEOREMA 4. Le seguenti proposizioni, a) e b), sono equivalenti:

a) A soddisfa la b-proprietà ;
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b) per ogni coppia, (P, Q), di operatori differenziali lineari, a
coefficienti costanti, primi tra di loro, con Q ellittico, si ha:

se Ker

denso in Ker 

Dal punto di vista topologico la b-proprietà enunciata nella Defini-
zione 2 è piuttosto complicata; eccone una caratterizzazione, in ter-
mini di operatori differenziali, che la pone in miglior luce.

TEOREMA 5. Le seguenti proposizioni, a) e b), sono equivalenti:

a) A soddisfa la b-proprietà ;
b ) per ogni operatore ellittico Q si ha: se e Qm E

E E’ (A ) allora : 

Il Teorema 5 ha essenzialmente la stessa dimostrazione del Teo-
rema 4.

Si osservi come la proposizione in b) dell’ultimo teorema dimostri
facilmente che Ker Q/Rn è C’ (A) denso in Ker Q/A. Infatti: se m E

E E’(A) ed m è ortogonale a Ker Q/Rn, in base ai Lemmi 3.4.1 e 3.4.2
di [3], pagg. 77-78, si ha: m = tQn, con n in e dunque n in
E~(A). .

In base alla Prop. 8, Cap. III di [4], si ricava allora che: A sod-
disfa la b-proprietà se e solo se: 0.

3. Si consideri il sistema:

f in Ooo(A).
Ovvio che la condizione di compatibilità del sistema è che: Q f sia

zero. Se si vuol studiare la risolubilità, in C°° (A ), del sistema di sopra,
per ogni f in Ker Q/A, è, in base al Teorema 4, in generale necessario
che: ZA sia vuoto, (l’A. ignora se tale condizione sia necessaria in ogni
caso per avere: P(KerQ/A) === KerQ/A).

Sia tP il trasposto dell’operatore P; E’(A) lo spazio delle distri-
buzioni a supporto compatto in A.

TEOREMA 6. Sia A un aperto di I~n con ZA = ø.
Le seguenti proposizioni, a e b), sono equivalenti:

a ) &#x3E; P Ker Q/A &#x3E; = Ker Q/A ;
b) tP(E’(A)) + tQ(E’(A)) è chiuso in E’(A)
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DIMOSTRAZIONE. tP : è evidentemente iniet-

tiva, visto che: se m E (Ker Q/A )’, ( m è 1 a restrizione a Ker Q/.A di una
distribuzione a supporto compatto in A), e se tPm = 0 su Ker Q/A,
allora deve essere: tPm = tQn, con n in Poichè P e Q sono
primi tra di loro di ha: m = e deve essere n~ in E’(A).

Sia mj una rete di distribuzioni in .E’(A) tale che: tPmj converge,
per ogni 1 in verso Ovvio che mo risulta orto-

gonale a Ker P/A/BKer Q/A. Dimostriamo che mo è in tP(E’(A)) +
-~- tQ(E’(A)). .

Infatti: in base al citato teorema di Hahn-Banach, se 

+ tQ(E’(A)) esiste f in C°° (A ) tale che:

per ogni m e n in E’(A). Assurdo.
Allora: è

e, quindi, mo = tPm su Ker Q/A.
Il Teorema 2 dimostra allora che è:

L’implicazione: b) verso a) è conclusa. 
°

a ) implica b).

Sia: IPMJ + una rete in E’ (A ) convergente verso mo in E’(A).
Allora: se 1 c- Ker QIA, converge verso Il solito Teo-

rema dà: mo = con m1 in E’(A), per ogni f in 
Poichè: è ortogonale a Ker Q/A, per il fatto che Q è

ellittico e Z~ è vuoto, risulta: tQn1, con n~ in E’ (A ) .
Il Teorema 6 è completamente dimostrato.

OSSERVAZIONE 1. Per avere: è necessario e
sufficiente che: tP(E’(A)) sia chiuso in E’(A), (Teor. 4, Cap. I, [4]).

La proposizione in b) del Teorema 6 è essenzialmente dello stesso
tipo.

Sia B un sottoinsieme aperto di A. 
’
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DEFINIZIONE 3. La quaterna: (A, B, P, ~) si dice C°°-compatibile
se e solo se: per ogni f in C’(A) tale che il sistema:

è C’-localmente risolubile in A, (i.e.: per ogni punto p in A esiste
un suo intorno, Vp, ed esiste up in C°° ( Y~,) tale che in V~: PUp = f
e Qup = 0 ), per quelle stesse f il sistema di sopra è C’-risolubile in B,
(i.e.: esiste u in C°°(B) che soddisfa il sistema).

OSSERVAZIONE 2. In base ad un teorema di Lojasiewicz-Mal-
grange, [6], per il fatto che P e Q sono primi tra di loro, le f in C°°(A)
per cui il sistema Pu = f , Qu = 0 è C°°-localmente risolubile, sono

tutte e solo quelle di Ker Q/A ; in breve: la quaterna: (A, B, P, Q)
è C°°-compatibile se e solo se: KerQ/A.

Si ponga: G(B) = tP(E’(B)) + tQ(.E’(B)); analogamente per G(A).
G(B)- indica la chiusura, in E’(B), di G(B); (G(B)-)0 indica l’ortogo-
nale, in C°°(B), di G(B)-.

È noto, (n. 3, Préliminaires di [4]), che G(B)- è il duale forte dello
spazio: e che quest’ultimo spazio è uno spazio di

Fréchet riflessivo.
Il seguente teorema è una generalizzazione del Teorema 6.

TEOREMA 7. Sia A un aperto di Rn con ZA = B sia un sotto-

insieme aperto di A.
Le seguenti proposizioni, a) e b), sono equivalenti:

a ) la quaterna: ( A, B, P, Q ) è Coo-compatibile;

b) G(B)- è contenuta in G(A).

DIMOSTRAZIONE.

a ) implica b).
Sia: il duale debole di G(B); su Ker Q/A vi sia la topo

logia indotta da Coo(A).
Si indichi con L la mappa: L : 

8 
cos  definita: se

L è ben definita; infatti: se: + tQnl = tPm2 + tQn2 , per il fatto
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che P e Q sono primi tra di loro, risulta: m2 = m~ + tQn3, sempre
con n3 in E’(A).

Ovvio che L è lineare e che: L(f) E G ( B )’ . Infatti: se la rete tPm? +
+ converge a zero in G(B), tenuto conto dell’ipotesi, i.e.: esiste g
in Ker Q/B tale che: Pg = f in B, si ha:

L è continua.
Infatti: se f ~ converge a zero in 

Si indichi con M la mappa: cos  defi-

nita : M( f ) è l’estensione per continuità a G(B)- di L(f).
Su (G(B)-)’ si ponga la topologia del duale forte di G(B)-. Per

quanto osservato prima del teorema: (G(B)-)’ è Allora:

se si prova che il grafico di M è chiuso, per il Teorema 3 M risulta
continua.

Infatti: se ( f n, converge, in verso (f,,, mo)
che è la restrizione a G(B) di converge, su G(B) ovvia-

mente, verso L( f °) che risulta cos  la restrizione a G(B) di Allora:

ovvero: M è continua .

Sia: tM: la trasposta di .M~ tra i duali forti. tM è
continua; allora: se + ’Qnj converge a mo in C~(B)-,

che è la restrizione a Ker Q/A di una distribuzione a supporto com-
patto in A.

Ciò dimostra: converge su Ker Q/A verso mo e verso

Con il solito ragionamento: mo == tp( tM(mo) + tQno e no
è in E’ (A ) . L’implicazione da a ) verso b ) è provata.

b) implica a).
Per l’ipotesi, la mappa M: (G(B)-) - (Ker Q/A)’ cos  definita: se

1 

mo = per ogni f in Ker 
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è ben definita ed è continua non appena gli spazi hanno la topologia
dei duali forti.

Infatti: se: + tQnj ), mi) converge a (m, h) in G(B)- X
risulta: tPm j converge a tPh su ogni f di Ker Q/A e

converge a tpmo in C’(B) se è : m = tPmo + tQno .
Allora: tPmo + ’Qn,, - I-Ph + tQ(no +n~), con il solito ragionamento,

mostra che il grafico di M è chiuso.
Sia:

la trasposta di M.

Se f e Ker Qj A, t.M( f ) è soluzione del problema: Put - f , Qu = 0
in C°°(B). Il teorema è concluso.

OSSERVAZIONE 3. Si consideri la mappa: (P, Q): - X

(P, Q)(u) = (Pu, Qu) ; ovvio che tale mappa è continua e
che: se + tQ(E’(A)) è debolmente chiuso in E’(A), l’im-

magine di quella mappa è chiusa in 
’ 

Infatti: la mappa (P, Q) è aperta sull’immagine cos  che l’imma-

gine della (P, Q ) è topologicamente ed algebricamente isomorfa a

Coo(A)/(Ker P/A A KerQ/A).
Nelle ipotesi del Teorema 6 è facile dimostrare che: (P, Q ) C°° (A ) è

denso in . Infatti: se (m, n) E
è ortogonale a (P, Q ) C°° (A ), risulta che: 

per il fatto che P e Q sono primi tra di loro, risulta: m = tQnl, e al
solito: ~21 E E’ (A). Allora: cos  che:

Quanto sopra viene a dire che : il sistema : f , con Pg = Q f ,
è risolubile in A se e solo se lo è il sistema: Put - f , Qu = 0, con
Qf = 0.
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