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Risoluzione di una congettura di De Giorgi in R2.

GIULIANO BRATTI (*)

1. - In (3) De Giorgi propone la seguente con.gettura : se A e B",
sono aperti di Rn , Bn c A per ogni n E N , se P e Q sono ope-
ratori differenziali in A, se le quaterne (A, Bn, P, Q) sono 000-

compatibili allora è Coo-compatibile anche la quaterna (A, U nBn, P, Q).
È già stato dimostrato che se P e Q sono a coefficienti costanti, y

la congettura è, in generale, falsa se su Q si suppone la sola ipoel-
litticità (4). A mia conoscenza rimane aperto il caso in cui Q è
ellittico e, più in particolare il caso in cui Q è l’operatore di La-

place.
Lo scopo di questo articolo è di dimostrare che : se Q è l’operatore

di Laplace, in R2 la congettura è vera.
Per richiamare il problema e porre la simbologia : 

_

a) nel seguito si porrà : Dx + p2 y = (Dx + iDy) = QQ ;
se f è una funzione f indicherà la sua coniugata ;

b) se A e B sono aperti con B c A, la quaterna (A, B, P, Q)
si dice C°°-compatibile se e solo se : per ogni f per cui il sistema

Put = f, Qu = 0 è C°°-localmente risolubile, (per ogni punto p di
A esiste un suo intorno Wp e una tale che Pu =f,
Qu = 0), il sistema Pu = f, Qu = 0 è C-risolubile in B.

Per un teorema di Lojasiewicz-Malgrange, se P e Q sono primi
tra di loro, le f di cui al punto b) sono tutte e solo quelle di ker
9~ = ~ f E C°°(A) : Qf = O~ se P = PQ~ e Q = QIQ , quelle f sono
quelle di ker Q2/A, (1).

(*) Indirizzo dell’A. : Seminario Matematico, Via Belzoni, 7 ;
1-35100 PD.

) Si trascura il caso che P e Q non abbiano zeri complessi co-

muni. A sarà supposto connesso.
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2. - LEMMA, Le seguenti proposizioni sono equivalent
a) la quaterna (A, B, P, Q) è 

b) se cè una curva continua semplice e chiusa in B, allora c è
la frontiera di un compatto K tale che : .ge A.

DIMOSTRAZIONE. a) ~ b). P(Dx, Dy) con la sostituzione : Dx = d/dz
e Dy = diviene un operatore lineare nella derivata complessa

andn/dzn + ... + ao. Se e,, ..., sono gli zeri dell’equazione
caratteristica dell’operatore di molteplicità r1 , ..., rt, si ha :

(dfdz - 
Allora, se vale a), per ogni f E Ker QIA esiste, in B, una solu-

zione olomorfa dell’equazione = f.
Sia c la curva continua semplice e chiusa contenuta in B e tale

che : se .g è il compatto di cui c è la frontiera esista zo E .K ma
eciz

Si può supporre per semplicità zo = 0. Se f(z) = -, 9 poichè
z

f E ker Q/A dovrebbe esistere una soluzione dell’equazione d/dz(u) -
ec1z

- c,,(u) = - /z in B. Ciò è assurdo (2).
z

b) + a). Si ponga : L = B U ZB, dove ZB è la riunione delle

componenti connesse e compatte del complementare di B.
.L è aperto e semplicemente connesso (~) ; per la b), .L c A.
Ovvio allora che l’equazione = f è risolubile con una

olomorfa in L, per ogni olomorfa f in .L. Ciò implica che la quaterna
(A, B, P, Q) è C°°-compatibile.

LEMMA. La quaterna (A, B, P, QQ) è C°°-compatibite se e solo se

B ha la proprietà b) del lemma di sopra.

DIMOSTRAZIONE. Se fE ker QIA; sia tale che: 

Allora il sistema Pu = g, §Qu = 0 è risolubile in B ; quindi : PQu =
= Qg = f, Q Qu = 0 in .B ; vale allora la proprietà voluta per B.

eciz
(2) Che l’equazione : d/dz(u)-cu = - non possa essere risolta in

z

~8 si vede cos  : la restrizione sull’asse reale positivo contenuto in B di
u sa,rebbe del tipo : -= log x, con qualche a E C. Allora log z,
z = x + iy sarebbe prolungabile come funzione olomorfa a tutto un
intorno della curva c. Ciò è assurdo.



89

Viceversa : L = B U ZB è un aperto semplicemente connesso

contenuto in A. In .L si ha : ker QIL -E- ker QIL = ker poichè
il sistema Qu = f, Qu = 0 è risolubile per ogni f E kerQIL’

Se ciò implica che in .L sia ha : f = gl + g2 con
QIL e gG ker Il sistema PU2 = g2 , = O è ovvia-

mente risolubile in L ; cos  come lo è il sistema = 0,
e dunque P~c1 - y 

- 0.

Allora in L si ha :

Le quaterne (A, B,,, P, QQ) siano Coo-compatibili per ogni n E N,
con i Bn che costituiscono una successione crescente.

Se c è una curva continua semplice e chiusa contenuta in U. Bn
esiste no tal che c è contenuta in Bno e quindi il compatto K di
cui c è frontiera è tutto contenuto in A.

Ciò implica che per B = UB soddisfa l~ proprietà b) del
lemma di sopra e quindi la quaterna (A, B, P, QQ) è Ooo-compatibile.

Fin qui si è dimostrato che la congettura di De Giorgi relativa
ai sistemi Pn = f, = 0 è vera in a patto che P e QQ non
abbiano fattori comuni. 

_

Si supponga P = P1Q ; se la quaterna (A, B, QQ) è C°°-

compatibile, il sistema = f, Qu = 0 è risolubile in B per ogni
f E ker Q/L .
_ 

Allora : se g E ker QIAI in B è risolubile il sistema : Pxv = g,
Qv = 0, cos  che : P~v = g e Qv = 0, per ogni g come sopra. Allora
B ha la proprietà b ) del primo lemma.

viceversa : se B ha la proprietà b ) del primo lemma. in
L = B U per ogni f E ker è risolubile il sistema = j",
Qv = 0. Ponendo : v = Qu, si ha : P~Qu = f e QQu = 0.

Cos  che la congettura di De Giorgi è vera, con i ragionamenti di
sopra, anche se P e QQ non sono primi tra di loro (ovvio : P non
multiplo di QQ). 

_

(Ragionamenti analoghi nel caso P = PxQ).
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