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REND. SEM. Mar. UN1v. Pabova, Vol. 58 (1977)

Variabili casuali deboli.

ADRIANA BROGINT (*)

1. - Introduzione.

L’oggetto di questo lavoro del quale, in questo articolo, ne
sard presentata solo la prima parte, ¢ quello di studiare le variabili
casuali, v.c., definite su uno spazio di probabiliti generalizzato,
che hanno come codominio un anelle topologico (problemi del genere,
anche per strutture algebrico-topologiche diverse, sono indicati
in (5)).

Nel fatto: se (X,2y, P) é uno spazio di probabilitd, una v.e.
definita su X & una funzione f: X — R, tale che: se B ¢ un bore-
liano di R, f1(B) € X'y . Si impone, abbastanza facilmente, lo studio
di quelle v.c. che hanno come codominio una struttura algebrico-
topologica pit generale di R.

Per poterla determinare si osservi che:

lo studio delle v.c. ha come strumento fondamentale il calco-
lo dei momenti delle stesse; risulta allora importante, che nella
struttura del loro codominio si possano eseguire, in qualche modo,
le operazioni di somma, differenza e di prodotto. Ne segue che
tale codominio debba potersi atteggiare ad anello, 4. Si imporra
che Poperazione di prodotto nell’anello sia commutativa e che I’anello
contenga una coppia isomorfa del corpo reale al fine di poter parlare
di media delle v.c. Una effettiva generalizzazione del caso v.c. reali,
impone, poi, che ’anello possegga una valutazione, (definita in 2)),
reale tale che: la valutazione, ristretta sulla copia isomorfa del
corpo reale nell’anello coincida con la valutazione usuale reale: se

(*) Indirizzo dell’A.: Facolta di Sc. St. Att. e Dem. dell’Universita,
1-35100 Padova.
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p: A— R, & la valutazione di A, per ogni r € R, si abbia: p(r) =
=|r|. Per concludere si osservi che: nel corso del lavoro lo spazio
di probabilita di partenza, verrd generalizzato nel modo seguente :

X = (X, T") é spazio topologico, con topologia 7, (la necessita
di cid & determinata dalla necessitd di poter parlare di v.c. conti-
nue) ; X'y sard su X Dlalgebra di Borel generata da 7”, (la piu pic-
cola o-algebra di sottoinsiemi di X che contiene ogni aperto di 7");
P sara funzione di insieme definita su X'y a valori nell’anello, per la
quale si richiedera che soddisfi le ipotesi della def. 1).

A tal punto, i metodi dell’Analisi Funzionale suggeriscono la
via per una trattazione delle funzioni k: X — A, da considerarsi
variabili casuali deboli: k, come sopra, si dird un variabile casuale
debole, v.c.d., se e solo se per ogni omomorfismo f (di anello), continuo
di A in R, si ha: (fok)™ (B) € Xy per ogni boreliano B di R.

Nel n. 2) si introdurranno le ipotesi atte per una integrazione
delle v.c.d. a valori dell’anello A. Cio permettera di trattare un cal-
colo delle probabilitda su queste v.c.d.; si otterra: nel n. 3) la dise-
guaglianza di Kolmogoroff e nel n. 4), dopo lintroduzione di un
«integrale forte » per le v.c.d., si otterra la legge dei grandi numeri,
che assicura per tali v.c.d., supposte come nelle ipotesi di pag. 9, la
convergenza delle loro medie a zero a meno di un insieme B < X,
tale che: P(B) = 0.

Al fine : desidero ringranziare il Prof. G. Bratti per la sua colla-
borazione a parte del n. 2) e alla redazione definitiva di questo
lavoro ; come pure il Prof. A. Zanella per utili colloqui su questo
argomento.

2. - Sia R il corpo reale e A sia un anello commutativo con
unitd : 1,; si supponga che :

A contiene una copia isomorfa di R, nel senso che: esiste
un g: BR— A4, con ¢ isomorfismo di anello e g(1z) =1,. D’ora in
poi, la clrcosta,nza, di sopra si scrivera: R< A, e 1, =1,.

Sia p : A— R una valutazione su 4 , cioé una, mappa tale che :

i) p(a) =0 se e solo se: a=0,; i) 0<p(— a) =pla);
iii) p(a +b) < p(a) +p(b); iv) p(ad) < p(a)p(d); V) se reR e
acd, pra) =|r|(p(a) e p(1,) =1, (°)

Sull’anello A si ponga la topologia fornita dalla p : in essa una

\

base di intorni dello zero & costitunita dagli insiemi V, = (a € 4 :

(°) 15 & inteso che sia 1'unitd proetiperativa dei reali.
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p(a) < 1/n), per ogni n € N, cosi che: se a € A una base di intorni
di a, & costituita dagli insiemi: a4V, = (a+b, per ogni b € V).
Indicata tale topologia con T',, risulta facilmente : la coppia 4 =
= (4,T,) & un anello topologico separato (di Hausdorff). Sia A’
il duale topologico si 4, cioé: A'=(f: 4— R, con f omomorfismo
di anello e f continuo). Sia T la topologia generata da A’ su A : in
essa una prebase di intorni di zero su A & costituita dagli insiemi
V(f,1/n) = (a € A: |f(a)| <1/n); & ancora facile verificare che la
coppia A,=(4,T) é un anello topologico. D’ora in poi, la topo-
logia T su A si dira la topologia debole di 4 .

Nel corso del lavoro si considererammo solo quegli anelli A per i
quali DVanello topologico A, é separato (1).

Sia 2, la c-algebra di Borel generata da T, su 4, cioé la pid
piccola o-algebra di sottoinsiemi di A che contiene ogni T ,-aperto
di 4.

Sia X = (X, T") uno spazio topologico e sia 2y la sua g-alge-
bra di Borel.

Sia P:2Xy— A una funzione di insieme tale che :

i) P(X) =1, e P(g) = 0,; ii) se B; sono boreliani di X con
la condizione che: B; A B; = @, allora: P(U;B;) = 2,P(B;) non
appena gli indici appartengono ad un insieme finito.

DEF. 1. La quaterna (X,A,A4’, P) si dice uno spazio di probabilita
generalizzato se ¢ solo se: per ogni f € A', f #~ 04, cioé f non identi-
camente nulla, si ha: foP = P;: Xy— R, ¢ una probabilitd.

Sia k: X — A un’applicazione.

DEF. 2. k si dice una variabile casuale debole, v.c.d., se e solo se:
per ogni f€ A" e per ogni boreliano B di R, si ha: (fo k)™ (B)ely.

(1) Un esempio di anello A soddisfacente ogni ipotesi richiesta & il
seguente : Ck = (k: [0,1]— R, con h continua). Se su CO% si pone la
topologia fornita dalla p, p(k) = maxyey, |k(z)]|, cioé la topologia
della convergenza uniforme sull’intervallo [0, 1] delle funzioni continue ;
per la p sono soddisfatte le ipotesi richieste ; (% contiene le funzioni
costanti che sono copia isomorfa di R. Inoltre: la verifica che C% ha
topologia debole separata & immediata se si osserva che: la mappa
0z,: Ch— R, 0z,(h) = h(x,) & omomorfismo di anello continuo e che :
se hy #h,, per qualeche =, di [0,1] si ha: (k) o 0z, (hs), cosi
che : se Iy(@,) — hy(ay) = &, (hy + V(05,5 €/3)) A (hy + V(dg,, €/3)) = & .
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Siano B;, I<i<mn, boreliani di X tali che: B; A B;#* g,
eLl; B, =2X.

Sea,, I <i< n, sono elementi di A, ’applicazione k: X — 4,
k() = 2, 0,0 (2), cp(®)=1,, se weB;, cp(®) =0, se ¢B,,
& una v.c.d., poiche: se fe A', fo k(@) = 2;f(a) ¢p(x), con ¢p ()
funzione caratteristica di B,. Ogni applicazione del tipo descritto
sopra si dird una variabile casuale debole e semplice, v.c.d.s.

DEF. 3. Se k: X— A ¢ una v.c.d.s., si pone: E(k) = 2,a,P(B,),
se k= Zap, .

Siano k; e k, v.c.d.s.; per ogni fe A’ si pone: dik,,k,) =
= I lfo k, —fo kzlde, (®).

DEF. 4. Una successione, k, ne N, di v.c.d.s., si dice debolmente
fondamentale in media, se € solo se: per ogni e€ B e per ogni fe A/,
esiste ny=mn(f , €) numero naturale, tale che: per ogni n = n, e per
ogni m =>ngy st ha: dik, , k,) <e.

Sia k, una v.c.d. e sia k,, ne N, una successione di v.c.d.s.

DEF. 5. La successione k, st dice debolmente convergente in proba-
bilita verso la k,, se ¢ solo se; per ogni ec B, e per ogni fe A', f
non identicamente nulla, si ha : lim, Py xe X : |fok, — foko|>€) =0 .

Sia k: X— A4 una v.c.d. e sia a un elemento di 4 .

DEF. 6) Si dice che a é Uintegrale debole di k, e si scrive : [ k=a,
se e solo se: esiste una successione, k,,ne N, di v.c.d.s. tale che :

i) la successione k, é debolmente convergente in probabilitd
verso la k; .

ii) la successione é debolmente fondamentale in media ;

iii) limn]kn = a nella topologia debole, cioé: per ogni fe A' si
ha : flim, [ k,) = lim, f( [ k,) = f(a).

Dalla definizione di sopra nme viene: se k é una v.c.d. debolmente
integrabile in A, il suo integrale (debole) é unico.

Infatti: si supponga che le coppie (a,k,) e (a', ky) siano, per
la v.c.d. k, come nella definizione 6). Dimostriamo che a = a,

(2) Si usa il fatto che la differenza di due v.c.d. & ancora una v.c.d.
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(con il che & anche dimostrato che l'integrale debole di una v.c.d.,
se esiste, & indipendente dalla scelta delle %, , v.c.d.s.), (°)

Si ha:

per ogni fe A', le successioni (fok,) e (fok;) convergono in

P, probabilitd verso la f o k e sono, ambedue, fondamentali in media
(sempre rispetto alla P, probabilita).

Per i noti teoremi sulla teoria dell’integrazione, fo k risulta P;
integrabile e si ha:

[fokdP,=1lim, [fok,dP;=1lim, [fok,dP;, " 1)
Se si osserva che per ogni k, v.c.d.s., si ha: se fe A’

f(Jk)y={fok dP,, per la continuita della f, risulta: lim, [fok,dP,=
= lim,, f(fk,) = f(lim,[k,), cosi che, dalla (1), si ottiene: [fok dP; =
f (lim, | k,) = f(a) = f(lim,, [ k,) = f(a') -

Poiché A, & separato, l’equazione f(a) = f(a’), per ogni fe A4’,
da: o =a'.

Infatti: poiché Agear e ecri) VI(fr€) = {04}, cioé l'intersezione
di ogni intorno di zero di A nella topologia T & lo zero di 4,
fla) =f(a') d& a = a'.

3.-Per ogni k: X —> A, v.c.d., e (debolmente) integrabile in A4,
si pone: [k = H(k).

Se anche k2, che & ancora v.c.d., & (debolmente) integrale, allora
lo & anche la v.c.d. (k — B(k))>

DEF. 7. Se k: X — A ¢ (debolmente) integrabile e anche k2 lo é,
(ambedue v.c.d.)), E(k) si dice la media di k ¢ E( (k— B(k))?) si dice
la varianza di k. Per brevita si porrd : E( (k— E(k))z) = var(k).

Per ogni fe A/, risulta: f(var(k)) = var(fo k) nella probabilitd Pp.

Infatti: il primo termine di sopra &: f( [ (k — E(k)?), che, per
le definizioni poste e per la continuita della f, coincide con :
] f(k —E(k)2) dP;. Per il fatto che f ¢ omomorfismo di anello, si ha:
[f(k—E(k))2dP,= [(f(k — E(k)))? dP; = | (f(k) — f(E(k)))? dP; che & la
var(f o k).

E anche facile controllare che: var(k) = E(k%) — E(k).

(°) che & preoccupazione compresa nel termine « unicita dell’integrale».
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Infatti: per gli integrali deboli in A valgono ancora le usuali
proprietd dell’integrale classico (proprietd additiva e proprieta distri-
butiva).

Quanto fin quni ottenuto, permette di sviluppare un calcolo di
probabilita relativo alle v.c.d. con valori in un anello (soddisfacente
le ipotesi introdotte).

DEF. 8. Selek,, 1<i<mn, k,: K— A, sono v.c.d., esse si dicono
debolmente indipendenti se e solo se: per ogni fe A', f non identica-
mente nulla, st ha fok,, i < i< n, sono v.c. indipendenti rispetto alla
probabilita Py, cioé: per ogni B, 1<1i<mn, (boreliano di R),
PNz X :fok(x)eB)) = I[[P{(xcX: fokyx)eB,).

DISEGUAGLIANZA GENERALIZZATA DI KOLMOGOROFF.

Sele b,y I<i<n, k: X— A4, sono v.c.d., debolmente indipen-
denti, di media zero e var(k,) = a;, posto:
Sm(@) = Zi< ki (@) €, per ogni fe A', k@) = max,, . ,|f 0 s,(®)|, si ha:
per ogni e€R,_, PlxeX: k)= e)<1/e2X f(var(k;)) < 1/e2Z;
p(var(k;)).

DiMoSTRAZIONE. La prima parte della diseguaglianza di sopra si ot-
tiene osservando che : f o k; sono v.c. reali indipendenti per la proba-
bilitd P; e che: fosy(@) = X, - fok,(#) ; inoltre : f(var(k,)) = var(fok)
in P, probabilita.

E interessante 1’ultima parte della diseguaglianza, poiché pone
un limite superiore a P;(x€ X : k/i(x) > ¢), indipendente da fe 4'.

Per la sua dimostrazione si osservi che é sufficiente dimostrare
che: per ogni ac A e per ogni fe A' si ha |f(a)] < p(a), cosi che:

1/e2Z,f(var(k,)) = f(1/e2Zvar(k,)) < p(1/e2Z,var(k,)) < 1/e2Zp(var(k,))

per laddittivita della f, e per la sub-addittivita della p .

Sia fe A’; poiché f & omomorfismo continuo da A = (4,T,)
in R con la topologia usuale, S(f,1) = (ae A: |f(a)| < 1) & intorno
di 0, nella topologia T,, (poiché immagine inversa mediante f
dell’intorno, dello zero reale, (— 1,1)).

Poiché: se bed e b£0,, (1/n)b/p(d) sta in V, , e per qual-
che ne N si ha: 8(f,1)2V,= (ac A : p(a) < 1/n), deve risultare :
|7((1/n)bp(b)| < 1, da cui: |f(b)] < p(b)n per ogni be A.
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Sia E;=(ce R, : |f(a)| < cp(a), per ogni ac A). E, non & vuoto
per il risultato precedente.

Si ponga: ¢ =inf E,; risulta: [f(a)| <c'p(a), poicheé, se ¢ ¢E,
esiste una successione ¢, , n€ N, ¢,€ E,, con lim,c, = ¢/, per ogni
ne N, vale: |f(a)| < c,p(a), per ogni ac A, e, quindi, passando al
limite : |f(a)| < ¢'p(a).

Dimostriamo che ¢’ = 1.

Infatti: se fosse ¢’ > 1 esisterebbe ac A tale che: |f(a)| > p(a),
ovvero: ¢ >|f(a)/p(a)|>1. Poiche: [f(a®)|<c'p(a®) < ¢'p(a)*, ne N,
dovrebbe risultare: ¢’ > |f(a®/p(a))| ; il che & assurdo visto che

|f(a/p(a))] > 1.

4. - D’ora in poi si assumera :
Panello topologico A = (4, T)) ¢ completo e: se p ¢ la valu-
tazione di A,po P = P,:2,— R & probabilita.
Analogamente a qua,nto nel n. 2) si porra:

DEF. 9. k: X — A si dice p-misurabile se e solo se: per ogni
boreliano BelX, k1(B)ely.

DEF. 10. k: X — A, p-misurabile, si dice fortemente integrabile
im A se e solo se:

esiste una successione di v.c.d.s., k,, con le sequenti proprietd :

n
i) per ogni ec R : lim, PyxeX: p(k, — k)(®) =¢) = 0;
i) lim,, ,, | p(ky—Fky) AP, = 0.

(Brevemente : la proprietd i) si leggera : la successione k, &
fortemente convergente in misura ; la proprieta ii) si leggera : la
successione k, ¢ fondamentale fortemente in media) .

Oon la def. 10) si porra: [kdP =lim, [Fk,.

(Al solito si osservi che: se k e fortemente integrabile in A
allora lo & anche p ok e risulta p(]k aP) < lpok ar,).

LEMMA. Sia k: X — A fortemente integrabile.

Si supponga che esista wuna successione di v.cd.s., k,, k,(x) =
=X, a} cg, (v) con le aj€ R che converga, secondo la def. 10) versola k .

Allora : se[de 0, per ogni f, gc A’, [fokdP, =0, (g £0);
se anche k? & fortemente integrabile in A, allora : var(fok) nella proba-
bilita P, non supera (p o k)2dP,.
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D1MOSTRAZIONE. Poiché si ha:
lim, P (€ X : |fok, — fok,,| ()= &) < lim, P (x € X: p(k,— k)(x)>¢)=0
e si ha: lim,, , [|fok, —fok,|dP,< [p(k,—k,) dP,<[p(k,—k,) dP,=0,
risulta subito che la fok: X — R & P -integrabile e che: [fok, dP,=0
poichd: [ fok, dP, = X,a? Py(B, ,) = ¢(Z;a} P(B, ,)) < p(Z,a? P(B, ,)) =
p(k,) che tende a zero come n tende a -+ co.

Per la dimostrazione dell’ultima parte del lemma si osservi che :

sia k, la successione di v.c.d.s. convergente come nella def. 10)

verso la k2.

Allora : var(fok) nella probabilita P, é: I( fok)2dpP,, visto che
la media in P -probabilita di fok & zero ; I( fok):apP, ———I fok?d P, =
lim,, ffoky dP, < lim, fpok, dP, = [pok?dP,.

Infatti: la successione pok, & P,-convergente in misura verso
la pyk? ; inoltre essa ¢ P, fondamentale in media ; cid spiega 1'ulti-
ma eguaglianza di sopra. Per la precedente disegmaglianza si ha:
Fokn(®) < poky(@) cosi che: ffok;, dPy<|X, pok, dP,=X, p(a’) P (B, ,) =
H(Ep(a) P(B,)) < D(Zp(al) P(B,,.)) < pla?) Py(B,,) = [poki P, .

La dimostrazione ¢ conclusa.

Il lemma precedente permette la formulazione della legge dei
grandi numeri (Bernoulli) per v.c.d. con valori in un anello.
A tal fine e utile la seguente definizione :

DEF. 11. Se %, é una successione di v.c.d. di X in A, esse si
diranno completamente indipendenti se e solo se: per ogni fe A' la
successione fok, ¢ indipendente rispetto ad ogni probabilita P,,ge A',
cioé

g(/\i (xeX: foky(w)e B) =II,Py(xe X: fok,(x)eB)),i<m, meN,
B, borelwno ai R.

TEOREMA. Sia k,: X— A, una successione di v.c.d., fortemente
integrabili in A soddisfacenti le ipotesi del lemma precedente.

\

Se la successione & completamente debolmente indipendente, e se :

= (lpo k% dP,

3 )é convergente, allora: per ogni fe A’ posto :
n

B, = (@ X : lim, (1/n)Z} fok,(x) #0), si ha: P(B) =0.
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DIMOSTRAZIONE. Si osservi che: rispetto alla probabilita P,
la successione fo k, ha le seguenti proprieta :

é mna successione di variabili casuali indipendenti di media
zero e di varianza: var(fok,)/n?< [pok}, dP,/n?. Allora: P,(B;) =0.
Cid vale per ogni g€ A'; cosi che: P(B;) = 0.

La dimostrazione é conclusa.

Per terminare questa prima parte dello studio delle v.c.d., si
vuol mettere in evidenza come la generalizzazione qui introdotta
sia effettivamente estensiva del caso classico.

Nell’ambito delle v.c. classiche, il pit naturale esempio di spazio
di probabilita & fornito dalla terna: ([0,1], X, P), dove P & la
misura di Lebesgue su R. Una v.c. su tale spazio é una mappa
k:[0,1]— R tale che: k—1(B)e Xy, per ogni boreliano B di R.
B gid stato messo in evidenza, in nota di pag. 3, come I’anello
C° = O%([0,1]) soddisfi ogni ipotesi richiesta nell’ambito di questo
lavoro.

Si osservi che: se P:2,;;—> €% & cosi definita: P(H) = hpgy,
dove hpyy indica la funzione costantemente eguale a P(H) nel-
Pintervalle [0,1], la quaterna: ([0,1], C° (C°)’, P) & uno spazio di
probabilitd generalizzato poiché: se ge (0%)', goP: X, ;;— R & tale
che: go P(H) = g(hpy)) = P(H) poiché hpy, ¢ limmagine in €9
mediante ’isomorfismo che inietta R nelle funzioni costanti sull’in-
tervallo [0,1], del numero P(H), cosi che: g(hpy) = g(f(P(H))) =
= gof(P(H)), se f & lisomorfismo di sopra. Ma gof & lidentita
su R.

Se k:[0,1]—> R ¢ una v.c. classica, essa si pud rappresentare
in modo naturale come v.c.d. dello spazio di probabilitd generaliz-
zato di sopra. Infatti: a k si associ la ke [0,1]— C°, cosi definita :
I'c\(ac) = hy(z), quest’ultima la funzione costantemente uguale a k()
sull’intervallo [0,1].

Se ge (€%, gol/c\(m) = k(x), per ogni z€[0,1], per gquanto dimo-
strato sopra.

Ci6 indica che la k & v.c.d. del nostro spazio di probabilita ge-
neralizzato ; ovvero: ogni v.c. classica si pud rappresentare come v.c.d.

Dimostriamo che su ([0,1], C° (C°), P) si possono individuare
v.c.d. non rappresentabili, nel modo di sopra, con v.c. classiche.

Sia k: [0,1]— C° la mappa cosi definita: k() = h(x; ) dove
hz; ):t+—>h(x,t) = at, per ogni ¢t di [0,1]. Se ge(C°’, si ha:
gok(x) =ax, con ac R, e per ogni x€[0,1]. Infatti: la funzione
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t+—> h(x;t) & il prodotto delle funzioni: ¢+—>t, e ¢t+>x; per il
fatto che g & omomorfismo di anello si ha:

9ok (@) = g((t > 1)t > )) = g((t+—>1))9((t > @) = az , se a = g((t+—>1))

visto che la funzione t+—>a ¢ costante e quindi su di essa valgono i
ragionamenti di sopra. Che tale v.c.d. non sia rappresentabile con
v.c. classiche & ovvio visto che per ogni xe[0,1] i valori delle rap-
presentanti di quest’ultime in C° sono funzioni costanti.
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