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Gruppi nel cui reticolo duale
la relazione di Dedekind è transitiva.

EMMA PREVIATO (*)

Nel presente lavoro vengono esaminati i gruppi iperciclici (1) nel
cui reticolo 2 (G), duale del reticolo (G) di tutti i sottogruppi di
G, la relazione di Dedekind è transitiva (.~-gruppi).

Si ottiene una descrizione completa di tali gruppi, contenuta

negli enunciati dei teoremi 2.3, 3.8, 4.1 e 4.2 ; tali gruppi costitui-
scono una sottoclasse propria della classe dei gruppi iperciclici in
cui la relazione di Dedekind è transitiva ([6]).

1. - Elementi di Dedekind-duali.

Un elemento h di un reticolo £ si dice elemento di Dedekind-

duale in 2 (brevemente d-elemento) se e solo se h è elemento di Dede-
kind nel reticolo duale di 2 ; in forma esplicita, dati comunque gli
elementi a, b di ~, sono soddisfatte le relazioni seguenti :

i) da a &#x3E; b segue = b U 

ii) da h &#x3E;_ b segue = 

(*) Indirizzo dell’A. : Seminario Matematico dell’Università, Padova.
Lavoro eseguito nell’ambito dei Gruppi di Ricerca Matematica del

C.N.R.

(1) Un gruppo G si dice iperciclico se e solo se ogni immagine omo-
morfa non identica di G possiede un sottogruppo normale ciclico non
identico.
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OSSERVAZIONE 1. Da i), ii) si deduce immediatamente che h
è d-elemento in £ se per ogni k  h risulta k di Dedekind in £.

OSSERVAZIONE 2. 2 è un reticolo modulare se e solo se ogni
elemento di £ è a-elemento.

Ci saranno utili le seguenti proprietà dei d-elementi di un reticolo,
ottenute dualizzando proprietà analoghe relative ad elementi di
Dedekind in un reticolo ([10], pp. 74-76, e [5], paragrafo 1).

1.1. Sia h un elemento del reticolo C.

i) h è a-elemento in £ se e solo se per ogni k E ~ l’applica-
zione U k realizza un isomorfismo tra gli intervalli [h/h f1 k]
e [h U k/k] ; il suo inverso è dato da 99h : x -i--~ x 

ii) se h e k sono d-elementi, allora h è d-elemento.

iii) se h è i-elemento in £ e se k  h è d-elemento nel reticolo
[h] = x allora k è d-elemento in ~ .

iv) se h è d-elemento in £ e k E 52, allora h n k è d-elemento
in [k].

v) se h è d-elemento in £ e k e C ? allora h U k è à-elemento
nel reticolo [ ~/k] - ~ x E ~ ~ x &#x3E; k ~.

Daremo ora alcune proprietà dei a-elementi in un ~-reticolo, ossia
un reticolo £ avente in §j la relazione di Dedekind transitiva : se

h è d-elemento in £ e k è i-elemento in [£/h], allora k è d-elemento
in £.

1.2. PROPOSIZIONE. In un D-reticolo £ l’insieme dei 3-elementi
costituisce un sottoreticolo.

DIMOSTRAZIONE. Siano h , k d-elementi in 52. Allora h U k è à-ele-
mento in (1.1 v)); poichè 52 è un D-reticolo, è dunque h U k
d-elemento, come pure hn k per 1.1 ii).

1.3. PROPOSIZIONE. In un Ò-reticolo algebrico (2) ~’,, una unione
qualsiasi di d-elementi, è un d-elemento.

(2) Diremo algebrico un reticolo che sia completo, e in cui ogni ele-
mento sia unione di elementi compatti (per una definizione di elemento
compatto cfr. [2], p. 186). Ricordiamo che, se G è un gruppo, ~(G) è

algebrico.
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DIMOSTRAZIONE. Sia una famiglia di d-elementi, sia k un ele-
mento qualunque di £ , e poniamo Usiamo la condizione i)
di 1.1. risulta (x U k) ~ h &#x3E; x ; viceversa, se y è un
elemento compatto contenuto in (x U k) f1 h, allora y  ( f1 U k, ove

#eF

.F è un insieme finito e x~ ~ è una famiglia di elementi compatti la
cui unione è x . Sia ora .F" un insieme finito tale che h = U h« _&#x3E; y ,

aEF’

= U Ora, tenuto conto di 1.2, 9 risulta y  (x U k) =

~iEF

- x U h) ~ x , e in conclusione (x U k) f1 h  x . L’applicazione
k] - [h U k/k] è pertanto iniettiva, e la sua inversa sinistra

è data da 92h ; si dimostra analogamente che è suriettiva.

1.4. PROPOSIZIONE. Il prodotto cartesiano di una famiglia di

.D-reticoli è un D-reticolo.

DIMOSTRAZIONE. Verifica immediata.

1.5. PROPOSIZIONE. ÌiÙia £ un reticolo algebrico, e sia g« la

famiglia degli elementi compatti di £ . Dato un elemento h di £ , y
sia {hB}BEJ la famiglia degli elementi compatti contenuti in h . Al-

lora h è un d-elemento in £ se e solo se per ogni insieme finito

-l9 E I , ed y posto g - U g« , h = U hp, s = h (1 g , l’appli-
aEF 

cazione qhUs risulta isomorfismo fra i reticoli e [h U sls].

DIMOSTRAZIONE. La necessità si prova osservando che la 

una restrizione dell’isomorfismo 99h : [h U g lg] - [h js]. Per la suffi-

cienza, usiamo 1.1 ) ; sia k un qualunque elemento di £ , y e sia
Allora (x U k) viceversa, se y ~ 

è un elemento compatto, sia y  ( U U ( U g«) com-

yEF «EF

patti, g«  k compatti, e sia h = x- = U "y J allora
fJEF’ yeF"

per ipotesi y  (x Ug) (1 (h U s) U s  x , e in conclusione

(x U k) = x . Analogamente si prova la suriettività della mappa
[h/h n k] - [k U hlk].
Si verifica infine, utilizzando 1.1 :

1.6. PROPOSIZIONE. Se £ è un D-reticolo e se h è d-elemento in
£, allora [h] ed [ £/h] sono entrambi D-reticoli.
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2. - ~-gruppi ipercielici aperiodici.

2.1. PROPOSIZIONE. Sia G un .D-gruppo e sia j una serie

ascendente di G , invariante e a fattori ciclici. Allora 

è d-elemento in 2(G» per ogni a  y .

DIMOSTRAZIONE. Usiamo induzione (transfinita) su a ; se a =1, H~-
è un sottogruppo normale ciclico di G , e (Osservazione 1),
Se a = j8 + 1 , allora G/Hp (Osservazione 1), e dunque
Hp+1 in quanto G è .D-gruppo. Infine, se a è un ordinale li-

mite, per 1.3.

2.2. PROPOSIZIONE. Sia G un D-gruppo aperiodico, e sia ~ H~ 
una serie ascendente di G , invariante e a fattori ciclici. Se è

abeliano, per un allora ogni elemento c di G induce su 
un automorfismo potenza. ~

DIMOSTRAZIONE. Usiamo induzione su ao ; H1 è normalizzato
da c , ed è ciclico, quindi l’affermazione è vera. Se ao è ordinale

limite, c normalizza ogni sottogruppo ciclico di .gao , e questo prova
di nuovo l’asserto. Sia dunque ao - ~8 -+-1 , e sia =  b , 
c normalizza ogni sottogruppo di H. (ipotesi iduttiva), inoltre ogni
sottogruppo di è d-elemento in G , essendo abeliano e

H~+1  d G(2.1 ). Se bn E H. per un n &#x3E; 0 , si conclude facilmente
avendosi c-1 bc = brh , per un h E e dunque e-’ bn c = b±n =
= (br h)n , per cui (br+1 h)n = 1 , e dunque h E  b &#x3E;. Se invece

è aperiodico, risulta c-l bc = con E1 = + 1 , h E 
Distinguiamo due easi :

a) Cc&#x3E; .

si deduce  c &#x3E;

e poichè  ~ , ~ &#x3E; ~ 6~ sarà C b , h &#x3E; = C b &#x3E; , come si voleva.

Sarà e-’ hc = hE2, e dunque
sulta allora 8~ - 1 , essendo  b &#x3E; n  h &#x3E; = )1 ) e, se h ~ 1 ,

+ + ... + = 0 , quindi 81 - - E2 , ed s pari. Esclu-
diamo anzitutto il caso 82 = - 1 . Infatti, posto s = 2m t , con t
dispari, è (2m + 1) t dispari, e dunque (h ~ 1)  G2mt h &#x3E; n
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; d’altra parte,
h &#x3E; , quindi essendo  c mt h &#x3E;  d G risulta

ry j &#x3E; / &#x3E; ], mentre il fatto che (ct h)2m+’- = ct(~’~+~) h
dice che il secondo reticolo ha elementi periodici non nulli, una con-
traddizione. Dovrà quindi essere 82 = 1 , 81 = - 1 .

Allora [  b , c &#x3E; /  h , c &#x3E; ] è un reticolo finito, dato cho.

[  b , c &#x3E; /  c &#x3E; ] è il reticolo di un gruppo ciclico ; pertanto
~  b , c &#x3E; :  h , c &#x3E; ~ i  co (come si può vedere ad esempio ragio-
nando modulo  h &#x3E; ) ; [  h , c &#x3E; /  h , c2 &#x3E; ] ha lunghezza  1

quindi in conclusione  b , c &#x3E; :  h , c2 &#x3E; ~  oo . Ma allora il

gruppo aperiodico  b , c &#x3E; è abeliano perchè  h , c2 &#x3E; è contenuto
nel suo centro e un gruppo il cui centro ha indice finito ha il deri-
vato di ordine finito ([7]. Theorem 4.12) ; assurdo.

Risulta c-i bc = b-1 cm, m ~ 0 ; b = c-m bcm = dunque
è pari. Risulta inoltre (2 +1 dispari, dunque  c(2+m)m b &#x3E; n

C(2+m)m+1 b &#x3E; ~ ~ 1 ~ ~ C c~‘’+m)m b &#x3E; U  b &#x3E; = &#x3E; ,
da cui, essendo C ~(2+m)m b &#x3E; .~ ~ G , 
^_J ~ C c , b &#x3E; b &#x3E;], mentre si ha e(2+m)m-I-1 b ~ e

dunque a  cb &#x3E; corrisponde un elemento ciclico finito in.

£  b &#x3E; , y una contraddizione. Pertanto C b &#x3E; d  b , c &#x3E; .

2.3. TEOREMA. Un gruppo iperciclico aperiodico G è D-gruppo
se e solo se è abeliano.

DIMOSTRAZIONE. Proviamo la necessità. Sia ~ una serie

ascendente di G , invariante e a fattori ciclici, tale che U Ha = G .
a:

Proviamo, per induzione su a , y che è abeliano. Se a = 1, y è

ciclico ; se a è ordinale limite, è possibile trovare un sottogruppo
abelliano che contenga due elementi generici di .Ha . Sia dunque
a = ~B + 1 e sia =  H~ , c &#x3E; . Per 2.2, c induce su Hp un auto-
morfismo potenza. Se tale potenza non è 1, allora c non induce su
 c2 , 9 Hp &#x3E; un automorfismo potenza, mentre  c2 , .g~ &#x3E; è abe-
liano normale : ciò è in contraddizione con 2.2.
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3. - D-gruppi iperciclici periodici.

3.1. LEMMA. Un gruppo finito supersolubile G è un D-gruppo
se e solo se è modulare.

DIMOSTRAZIONE. Proviamo anzitutto, usando induzione sulla
classe di nilpotenza, che un p-gruppo finito P che sia D-gruppo è
modulare. P/Z(P) è modulare per ipotesi induttiva (per l’Osserva-
zione 1 è Z(P) _ d P) ; allora per la ~-proprietà è  Z(P), x &#x3E; 

per ogni x E P , e da C x &#x3E;  ~ C Z(P) , x &#x3E;  d P segue 
Ne segue che ogni sottogruppo di P è d-elemento (1.2), e dunque P
è modulare (Osservazione 2).

Sia ora G un D-gruppo supersolubile finito ; proviamo che G è
modulare per induzione sull’ordine di G . Sia  g &#x3E; un sottogruppo
normale di ordine primo p di G . Allora G/  g &#x3E; è Ò-gruppo, quindi
è modulare, da cui per ogni C g , h &#x3E; _ d G . La conclusione
si otterrà provando che  h &#x3E;  d C g , h &#x3E; , nè è restrittivo supporre
I h i = qn , q un numero primo (1.2). Se p = q , allora &#x3E; è

modulare, essendo un p-gruppo con proprietà D . Sia ora p # q ; usia-
mo induzione su n per provare che C h &#x3E;  d C g , h &#x3E; . Se n = 1
 g , h &#x3E; è un gruppo modulare avendo ordine pq . Se n &#x3E; 1, y per la
~-proprietà e l’ipotesi induttiva si avrà  d C g , hq &#x3E; C d
 g , h &#x3E; . Infine, il reticolo [ C g , h &#x3E; / C hq &#x3E; ] ha lunghezza due
e dunque è modulare, cos   h &#x3E; è a-elemento in [  g , h &#x3E; /  hq &#x3E; ],
da cui C h &#x3E;  d C h , g &#x3E; , y come si voleva.

3.2. LEMMA. Sia G un ~-gruppo iperciclico periodico ; se N è il

sottogruppo di G generato dagli elementi 9 E G tali che C g &#x3E; y

allora :

i) N è reticolarmente invariante in G,

ii) N è modulare,

DIMOSTRAZIONE. i) è ovvia. iii) ogni elemento x di è contenuto
in un sottogruppo  gl , ... , gt &#x3E; con &#x3E;  d G ; ora  ... , gt &#x3E;

è un D-gruppo (1.2) ed è finito essendo G localmente finito. Per 3.1
 g1, ... , gt &#x3E; è modulare, per cui  x &#x3E;  d  gl , ... , gt &#x3E;  d G ,
da cui  x &#x3E;  d G . Tenuto conto di 1.3, la iii) è dimostrata ; ii)
ne segue usando l’Osservazione 2.
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3.3. PROPOSIZIONE. Un p-gruppo ipercielico G con p # 2 è

~-gruppo se e solo se è modulare.

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo la necessità. Il sottogruppo N
di G generato dagli elementi g E G tali che  g &#x3E; _ d G è modulare
per 3.2. Supponiamo per assurdo N # G e consideriamo un elemento

G tale che  x , N &#x3E; /N d G/N e ~  x , N = p . Sup-
poniamo anzitutto I x i = p . x normalizza ogni elemento y di N,
avendosi  x , y &#x3E; :  y &#x3E; i = p ; essendo poi p # 2, il gruppo
 x , y &#x3E; è modulare ([9]) ; ne segue ~&#x3E;~~,~&#x3E;, dunque
 x &#x3E; _ q  x , N &#x3E; e infine C x &#x3E; ~ ~  x , N &#x3E; (Osservazione 1).
Ma  x &#x3E;  d  x , N &#x3E; _ d G comporta C x &#x3E; ~ d G , in contrad-
dizione col fatto che Sia ora I x I = pn , n &#x3E; 1 ; possiamo
usare induzione su n per dimostrare x &#x3E;  d  x , N &#x3E; , y nelle

ipotesi  y &#x3E; _ d G per ogni y E N. Il caso n =1
è risolto per quanto visto sopra. Consideriamo il sottogruppo 
di N generato dagli elementi di ordine p . N è modulare, y quindi

è abeliano elementare, inoltre S~1(N) ~ d G, pertanto il gruppo
è ancora un Ò-gruppo, è tale che ogni suo sotto-

gruppo è d-elemento, quindi in si può applicare l’ipotesi
induttiva per concludere  x , &#x3E;  d  x , N &#x3E; /S~1(N),
da cui per la Ò-proprietà  x , &#x3E; ::;4  x , N &#x3E; . Ma  x &#x3E;

è normalizzato da ogni elemento z di essendo i  x , z &#x3E; :
 x &#x3E; ~ _ p , quindi è anche C x &#x3E; _ d  x , S~~(N) &#x3E; e infine

 x &#x3E;  d G , come si voleva.
La sufficienza è ovvia.

3.4. PROPOSIZIONE. Un 2-gruppo iperciclico G non modulare è

Ò-gruppo se e solo se è un (q)-gruppo G =  c , A &#x3E; , y con A

2-gruppo divisibile (non identico), c-i a-l per ogni a E A (3).

DIMOSTRAZIONE. Necessità. Sia G un 2-gruppo iperciclico, non
modulare con proprietà .D ; consideriamo il sottogruppo N di G gene-
rato dagli elementi g E G tali che  g &#x3E; _ d G . N è modulare (3.2),
quindi N ~ G . Sia e un elemento di G tale che 2

e  c , N &#x3E;  G ; proviamo che, se N ha esponente finito, allora

 c &#x3E;  d G . Infatti, se  g &#x3E; è un d-elemento di ordine 2, risulta

(3) Per una descrizione dei 2-gruppi (risolubili) con proprietà (q),
cfr. [3]. Per gruppo divisibile si intende sempre gruppo abeliano divisibile.
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 c &#x3E; ~ 2 ; ne segue Ce,S~~-1(N) &#x3E; 

e dunque Cc&#x3E; dCc, ,~21(N)&#x3E; dCc, ,522(N)&#x3E; ~ ... 
=  c , N &#x3E; ; per la transitività,  e &#x3E;  d G . Ma allora per defi-
nizione di N sarebbe c E N , contro l’ipotesi. Pertanto N non ha
esponente finito, ed essendo modulare è abeliano.

Possiamo quindi considerare il quoziente C c , N &#x3E; / C c &#x3E; f1 N ,
che è ancora D-gruppo (3.2) ; per semplicità di scrittura, supponiamo

1 j, quindi I c I -2. Essendo ~c,~&#x3E;:~&#x3E;~=2
per ogni g E N , e induce su N un automorfismo potenza di or-

dine 2. Supponiamo che sia N2 # N , e sia h E N , h E N2. Essendo
 c , N &#x3E; IN2 un gruppo abeliano elementare, risulta  c , N2 &#x3E;  d

da f segue dunque 
per ogni g E N , mentre legi ] - 2 e,

per igi I &#x3E; 2 , risulta ~ I &#x3E; 2 in quanto g-lh c-
E  cg , ch &#x3E;, assurdo. N è dunque divisibile.

Abbiamo ragionato modulo  e &#x3E; n N ; nel caso generale, pro-
viamo che c induce su A un automorfismo potenza, ove N = A x B ,
ed A è il massimo sottogruppo divisibile di N. Infatti, sia c] i = 2n
e sia arbitrario. Se a1 è tale che a = a2" da = a(1 cm
(cm E N) segue c-1 ac = = ---- a-1, come si voleva.

Proviamo infine che G =  A, c &#x3E; ; anzitutto è  N , e &#x3E; =
- C A , e &#x3E; , infatti, se risulta
N = A X  b &#x3E; . Supponiamo per assurdo che esista un d E G tale
che ha indice 2 in e è un

D-gruppo (basta scegliere  d , c , N &#x3E;  G). Se 
è abeliano elementare, allora  d , N &#x3E; e dunque, per quanto
visto sopra per il gruppo  c , N &#x3E; d induce su A un automorfismo
potenza non identico (se fosse identico, sarebbe  d &#x3E; ~ d G) ; ma
allora  cd , A &#x3E; è un gruppo abeliano, e dunque  cd &#x3E;  d
C cd , A &#x3E;  ~ C cd , N &#x3E;  d G, per cui cdE N, assurdo. Sia dunque
 d , c , N &#x3E; /N un gruppo ciclico ; se si prova che d induce su A
un automorfismo potenza, allora si perviene ad un assurdo, in quanto
c = d2 h E ~(A). A tale scopo possiamo ragionare modulo  d &#x3E; n N,
quindi supporre i di - 4 . Allora ogni elemento di induce su

 d &#x3E; l’identità (diversamente non darebbe luogo a un d-elemento).
Supponiamo ora che d normalizzi ogni sottogruppo ciclico di N di
ordine 2 s, e sia lai I = 2 s +1 ; allora ad = aa1 , con 2 s ; ma
essendo e 

_ ~ 1 j f deve risultare C a , a1 &#x3E; = C a &#x3E; , in quanto 
è d-elemento ; quindi normalizza C a &#x3E;, come si voleva. Risulta
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dunque  A , c &#x3E; = G , OG(A) =  A , C2 &#x3E; = N ha indice 2 in G ,
ogni sottogruppo di N è a-elemento, e qunque è quasi normale in G
(è immediato verificare che in un p-gruppo finito un a-elemento
è quasi normale), ma allora G è un (q)-gruppo ([3], Teorema C2, suf-
ficienza ).

Sufficienza. Consideriamo nel (q)-gruppo G =  A , c &#x3E; un

d-elemento H, e in [GIH] un d-elemento K. Essendo 0,(A) =  A , C2 &#x3E;
normale in G, e abeliano, ogni suo sottogruppo risulta quasi normale
in G, e dunque d-elemento (Osservazione 1). Non è pertanto restrit-
tivo assumere c E .K . Se anche ~1 contiene c, allora A  .~ = G ;
infatti supponiamo e scegliamo a1 E A tale che a = a2" , i 2r &#x3E; lel ;
allora [  c &#x3E; /  ca1 &#x3E; n H] ~ [  c , a1 &#x3E; /  &#x3E; ], ma il primo
reticolo ha lunghezza 1 essendo  cal &#x3E; n H =  c2 &#x3E; , una con-
traddizione. Supponiamo ora c w g, dunque H  Anche in

questo caso, vogliamo provare che .K &#x3E;_ A, ossia g = G . A tale scopo
non è restrittivo suppore I c i = 2, infatti c2 E K, d’altra parte mo-
dulo  C2 &#x3E; H è ancora d-elemento e .K è d-elemento in [G/H].

Supponiamo il reticolo [ C c &#x3E; U HIH], che ha
lunghezza 1 essendo quasinormale, deve essere isomorfo a

[  c , a &#x3E; U g] ; quest’ultimo reticolo, per la quasinor-
malità di H , y è isomorfo a ( C c , ac &#x3E; / C ca &#x3E; U (C c , ac &#x3E; f1 H)] ;
poichè H  (2,(A) risulta c~&#x3E;f1~=~&#x3E;nj~y e dunque,
avendo  ca &#x3E; ordine 2, con una scelta opportuna di a si perviene
a una contraddizione. Il teorema è quindi dimostrato.

3.5. LEMMA. Un ~-gruppo iperciclico periodico G che sia privo
di sottogruppi divisibili è modulare.

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo il sottogruppo N di G definito

da N = C g E G/ C g &#x3E; _ d G &#x3E; . Supponiamo per assurdo N # G
e scegliamo un p-elemento x E G tale che e

~ C x , N &#x3E; /N ~ i = p . Proviamo che risulta C x &#x3E; _ d G , una con-
traddizione. Il gruppo N , y essendo modulare (3.2) e risolubile, sarà
prodotto diretto di P*-gruppi generalizzati di tipo A  g &#x3E; , con A
abeliano elementare, di gruppi primari di esponente finito e di gruppi
primari di esponente infinito, quindi abeliani ([9]). Tali sottogruppi
sono caratteristici in N, e dunque normali in G ; consideriamo un
tale sottogruppo L di N tale che, eventualmente, xP =A 1 appar-
tenga ad L ;  x &#x3E; .L è un D-gruppo, essendo isomorfo al quoziente
di  x , N &#x3E; su un d-elemento (il complemento di L in N). Se L è
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del tipo A C g &#x3E; , risulta  x &#x3E; _ d  x , A &#x3E; _ d C x &#x3E; (A  g &#x3E; ),
in quanto si posono formare quozienti finiti, che sono D-gruppi e
dunque modulari (3.1). Se .L è q-gruppo, L  x &#x3E; risulta modulare
in virtù di 3.3 e 3.4. Risulta dunque, detto .L~ il complemento di L in N,

 x , N &#x3E; /L1 ( _  x , .L &#x3E; U  x , .L &#x3E; ) ;
quindi  x , LI &#x3E; è un Ò-gruppo e  x &#x3E; n L1 = ~ 1 ~ . Possiamo con-
siderare ora i D-gruppi  x &#x3E; .L2 , 9 ove L2 è P*-gruppo o gruppo pri-
mario modulare ; se .L2 è come sopra si conclude che

 x &#x3E; .L2 è modulare ; se .L2 = Q è q-gruppo di esponente finito si
ha Cx&#x3E; d Cx&#x3E; S~1(Q)_d x&#x3E; S~2(Q)_d..._d x&#x3E; Q, I da

cui C x &#x3E;  d Q  x &#x3E; , e dunque  x &#x3E; Q è modulare ; se Q = L2
ha esponente infinito, allora x induce l’identità su Q poichè eviden-
temente C x , Q &#x3E; lqqg è abeliano, non appena n &#x3E; 1 . D’altra parte,
x centralizza ogni gruppo .L2 , eccetto al più uno, infatti  x &#x3E;

(~2 X L2) deve risultare modulare non appena ha esponente finito.
Il reticolo di  x , L~ &#x3E; si scompone pertanto nel prodotto diretto
di due reticoli, uno dei quali contiene  x &#x3E; come d-elemento. Si
può concludere che  x &#x3E;  d G .

Facciamo a questo punto un’osservazione che ci sarà utile più
volte nel seguito : sia N un sottogruppo normale del gruppo perio-
dico iperciclico G. Se N è modulare, si può parlare del massimo

sottogruppo divisibile di N, diciamolo N1 . Allora, se G/N è privo di

sottogruppi divisibili, anche ne è privo. Infatti, se è divi-

sibile, lo è anche per cui A _ N ; ora A è abeliano perchè i suoi
sottogruppi di Sylow non hanno esponente finito, e dunque A è divi-
sibile = xn y - xn zn = (xz)n , y E N1).

3.6. LEMMA. Sia G un D-gruppo iperciclico periodico. Posto N =
-  g E G/  g &#x3E;  d G &#x3E; , G/N risulta modulare, inoltre ogni ele-
mento non identico di G/N induce un automorfismo potenza non
identico sul massimo sottogruppo divisibile di N .

DIMOSTRAZIONE. Diciamo N~ il massimo sottogruppo divisi-
bile di N .

Sia inoltre M il sottogruppo di G/N generato dai i-sottogruppi
cicli ci. Proviamo che infatti se x E M ed 

Diversamente, si avrebbe  x &#x3E;  ~  x , N1 &#x3E; 
d  x , N &#x3E;  d G (3.5 e osservazione successiva), e dunque C x &#x3E;

_ à G , 9 ma allora x E N . Osserviamo inoltre che ogni elemento di
induce su N~ un automorfismo potenza. Sia infatti x E M-N
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e lxl=p4. Se y E N1 e non può essere

C y &#x3E; X ~ c y &#x3E; , altrimenti il gruppo C y &#x3E; " U  y &#x3E; avrebbe
ordine assurdo essendo contenuto nel q-sottogruppo di Sylow
di N1. Se p = q , consideriamo in N1 il sottogruppo Cy complemento
del q-sottogruppo di Sylow ; risulta  x , N1 &#x3E;  d G (3.5) e dunque
 x , N~ &#x3E; /C un D-gruppo primario. In virtù di 3.3, 3.4, x induce
un automorfismo potenza su In conclusione .1V1/N è isomorfo
a un sottogruppo di AutP(N1), quindi non può avere un sotto-

gruppo divisibile, e dunque M deve coincidere con G (3.5) ; questo
prova entrambe le affermazioni.

3.7. PROPOSIZIONE. Sia G un gruppo iperciclico periodico non
modulare, con 2(G) indecomponibile. G è un D-gruppo se e solo se

soddisfa alle seguenti condizioni : G possiede un sottogruppo divisi-
bile B, B è privo di 2-elementi, B è di Hall in G, ogni sottogruppo di
B è normale in G (ma (2(B) G), e per G/B si verifica uno dei

seguenti tre casi :

i) G/B è ciclico di ordine pn, oppure ;

ii) GIB è 2-gruppo (iperciclico) non modulare con proprietà D,
appure ;

iii) G/B =  x &#x3E; EIB è un P*-gruppo (generalizzato), con

- qm, e, per ogni b E B di ordine rs potenza di un
primo r, risulta x-1 bx = bmg. con Mq * 1 mod. r. (4).

DIMOSTRAZIONE. Dato il gruppo G come nell’enunciato, dimo-
striamo la necessità ; sia N =  g E G ~ i  g &#x3E;  d G &#x3E; , y sia N~ il

massimo sottogruppo divisibile di N, e sia B il sottogruppo di N1
generato dagli elementi di ordine dispari. Verifichiamo che il sotto-

gruppo B soddisfa le condizioni enunciate.
Dalla definizione di B segue che esso è divisibile ; per dimostrare

che è di Hall in G vediamo anzitutto che :

(1) se p E co(G/N) e p # 2 , allora p w a~(11T1).
Ricordiamo che, in conseguenza di 3.6, è N1 ~ ~ e ogni elemento

di G induce su N1 un automorfismo potenza. Ora, supponiamo per

(4) Poichè x induce su B un automorfismo potenza, per ogni intero
positivo s esiste un intero ms tale che 0  ms  rs, m. = mod. rs-1
e per ogni elemento di B di ordine ps, è x--1 bx = bms ([8], 4.1.1).
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assurdo che un sottogruppo (divisibile) di N~ sia p-gruppo ; sia P

il p-Sylowgruppo di N e sia tale che ixl i = pn e
~ C x , 1V’ i = p ; risulta P C x &#x3E; un p-gruppo abeliano, infatti
è Ò-gruppo, essendo isomorfo al quoziente di  x &#x3E; N sul comple-
mento di P in N, e p # 2. Sia Q un q-Sylowgruppo di N tale che x
non centralizzi Q n N~ (un tale Q esiste per 3.6 ) ; essendo  r &#x3E;
(Q X P) un D-gruppo, risulta  Q , x &#x3E;  d  Q , P , x &#x3E; . Non è

restrittivo suppore  x &#x3E; n P = { 1}, essendo un D-gruppo anche
 x &#x3E; (Q X jP)/ x &#x3E; n 1’ . Se ora z E E e z ~ I &#x3E; , risulta

~~&#x3E;n9~&#x3E;=jlj? e dunque i e

[  yx , zx &#x3E; / &#x3E; ] sono isomorfi, per ogni y E Q . Ma questo non
è vero, non appena l’altezza di  y &#x3E; supera quella di  x &#x3E; ,
infatti i yx i = i x i , mentre yz-1 E zx &#x3E; .

Sia ora 2 ~ p E se risulta anche p E vediamo

che P, il p-Sylowgruppo di N, è contenuto in Z(G), quindi, essendo P
di Hall per (1), il reticolo di G è decomponibile, assurdo. Sia x un
elemento di G che non centralizza P, e sia Ixl i = q" ; risulta q ~ p, in
virtù di (1), perchè z w N e p ~ 2 ; inoltre x induce un automorfi-

smo potenza su P, infatti : P è abeliano, ogni  y &#x3E;  P è i-elemento,
per cui 
abeliano e normale in C x , y &#x3E; . Detto P1 il massimo sottogruppo
divisibile di P , 9 il ~-gruppo  x &#x3E; risulta modulare (3.5),
quindi _ d C x , P &#x3E; . Non è restrittivo supporre Ixl i = q , y
infatti si può ragionare modulo ~(P), che è d-elemento in  x, P&#x3E;.

x&#x3E;

Se y e P""’Pl’ risulta f1 C x &#x3E; P~ - ~ ~~~, e dunque [ &#x3E; /
J 1 ~ ~ ^_~ per ogni z E P1 , assurdo perchè
C xz , xy &#x3E; contiene zy-I che può avere ordine comunque grande,
mentre ] - q = ~ .

Resta cos  provato che B è di Hall in G. per 3.5 e per l’osser-

vazione seguente, è modulare. Supponiamo che in un fattore

diretto sia un P/-gruppo generalizzato  x &#x3E; con E/Nl
p-gruppo abeliano elementare, x ] - qn. Proviamo che

(3) L~’  

Supponiamo che un a E E, i ai ] = p, non centralizzi un r-Sylow-
gruppo di N1 . R non è un 2-gruppo, perchè p &#x3E; 2 e a induce su
.R un automorfismo potenza ; B è di Hall in G. Nel

quoziente sul complemento di R in N1, abbiamo un ~-gruppo  x &#x3E; E
ove risulta C a &#x3E; E , per cui [ C a &#x3E; / ~ 1 ~ ~ ^_~ 
Cx&#x3E;], quindi e infine  a &#x3E; 4
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 a , x &#x3E; . C x &#x3E; / C x &#x3E; ], per
z se x E ~ (.R), allora  x &#x3E; U  za &#x3E; 3X, xa e dunque anche
a, assurdo perchè  za &#x3E; ha ordine p. Se poi x non centralizza R,
la contraddizione sta nel fatto che il gruppo  z, a &#x3E; C x &#x3E; ha i

sottogruppi di Sylow ciclici, mentre z non centralizza a e x non cen-
tralizza nè z nè a . Pertanto E _ ~(N~).

Supponiamo ora che x non centralizzi un r-Sylowgruppo R di B ;
se x-x zx = zm, per z dimostriamo che Mq 1 mod. r. Infatti,
se ciò non avviene, non è restrittivo assumere ( z ~ i = r, e dunque
{xz)q = xq ; ma, essendo  x , R &#x3E; d-elemento in  x , E &#x3E; , y allora

[  &#x3E; ] ~ &#x3E; ], il che è assurdo perchè
in  xz , xa &#x3E; c’è un sottogruppo in cui &#x3E; ha indice p, e uno
in cui ha indice r .

Vediamo ora che

(4) un p-gruppo che sia fattore diretto in è ciclico.

Nel caso p = 2 e P/B D-gruppo non modulare, l’affermazione

segue da 3.4.

Supponiamo dunque p ~ 2, oppure p = 2 e P/B modulare. In
ogni caso P/B è fattore diretto in Se fosse B  0 (B), il reticolo
di G sarebbe decomponibile, quindi esiste un k E P che non centra-
lizza un r-Sylowgruppo R di i = p" . Ragioniamo nel quoziente
di G sul complemento di R in B, e supponiamo che kP centralizzi 1~ .
Ora supponiamo per assurdo di poter scegliere un elemento g tale
che igi ] = p e Poichè k,R&#x3E; è á-ele-
mento, è ~Ck&#x3E;/~ 1 ~~ ^_~ [ Cg, k&#x3E;/Cg&#x3E;], quindi 
e g normalizza  k &#x3E; . Allora possiamo ragionare modulo  kP &#x3E; ,
che è d-elemento. Ora g centralizza k ; essendo &#x3E; /
~ 1 ~ ~ ^_~ [  xk , g &#x3E; / C g &#x3E; ], g deve centralizzare x per ogni 
e infine I C xk &#x3E; /~ 1 ~ ] ^_~ [  xk , gk &#x3E; / C gk &#x3E; ], mentre C xk , gk &#x3E;

contiene gx-1 che ha ordine p I x j, assurdo. Rimane da escludere la
possibilità che P/B sia il gruppo dei quaternioni di ordine 8. Siano
a 9 b generatori di P/B, con- j~j i = i b i = 4. Si possono scegliere a , b
in modo ehe a2 = b2 ; infatti se b2 = a2 z , per z E B , basta prendere
per a un opportuno generatore di un sottogruppo di Sylow di

Allora, essendo 

risulta C a , b &#x3E; ~ P/B . Sia R un Sylowgruppo di B che non è nel
centro di P ; poichè il gruppo degli automorfismi potenza di I~ è

abeliano, a2 deve centralizzare I~ , dunque induce su R l’inversione.
Da [  az &#x3E; /  a2 &#x3E; ] 2~ segue che ~ Caz, b&#x3E; ~ =8,
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ossia b induce su az 1’inversione, ma allora b centralizza z ; sosti-
tuendo b con acb, si perviene ad un assurdo.

Vediamo ora che nel gruppo G/B c’è un solo fattore diretto. Innan-
zitutto, poichè è modulare, e quindi prodotto di gruppi coprimi
modulari, allora G/B è prodotto di gruppi coprimi modulari e di
un 2-gruppo, che è D-gruppo non modulare oppure, come si è visto,
è ciclico. Infatti non può presentarsi il caso di un P*-gruppo  x &#x3E;

con Ixl 211, se il 2-sottogruppo T di N1 è non banale. Altri-
menti x, dovendo centralizzare gli elementi di ordine 2 in T, deve
centralizzare T per la condizione vista in (3). Ma allora, ragionando
modulo il complemento di T in N~, ogni 2-sottogruppo è i-elemento,
essendo contenuto in  x , T &#x3E; che è abeliano, ogni p-sottogruppo
è d-elemento perchè E _ C(N1), quindi il gruppo  x , E &#x3E; sarebbe

modulare, un assurdo. Ora, se p # q sono elementi di w(G/B), rela-
tivi a fattori distinti, allora ogni p-elemento k centralizza ogni q-ele-
mento g . Infatti, sia p &#x3E; q ; risulta  B , k&#x3E; e  B , k &#x3E; n
C g &#x3E; = quindi [ C g , 1~ &#x3E; / C g &#x3E; ] -t- [  k &#x3E; j ( 1 ) ], il che im-

plica i e C g , k &#x3E; ^_~ C g , 1~ &#x3E; B jB, abeliano.
Allora, siano P/B e Q/B due fattori diretti di G/B ; P/B e Q/B pos-
sono essere gruppi primari o -P*-gruppi ; in ogni caso, per quanto
visto, esiste un p-elemento k E P che non centralizza B e tale che

con .L _ ~(B). Ma se diciamo 

risulta B = B, X B2 , e il sottogruppo S di G generato da tutti i

p-elementi è un fattore diretto di Hall in G, che non contiene q-ele-
menti : è di Hall in quanto contiene B2 e centralizza ed ogni q-ele-
mento centralizza ogni p-elemento. Allora £(G) sarebbe decompo-
nibile, una contraddizione. Anche iii) risulta ora completamente
provata, nel senso che x non può centralizzare alcun Sylowgruppo
di N~ , altrimenti (essendo tale sottogruppo sarebbe
un sottogruppo di Hall centrale. ed £(G) sarebbe decomponibile,
contro l’ipotesi.

Dimostriamo ora che la condizione è sufficiente. A tale scopo,
consideriamo un d-sottogruppo H di G e un sottogruppo K che sia
d-elemento in [G/H] ; il nostro scopo è provare .K  ~ G . Diciamo N1
il sottogruppo divisibile di G tale che, nel caso ii), N1/B sia il mas-

simo sottogruppo divisibile di (tale « massimo » esiste data la

struttura del gruppo, cfr. 3.4), negli altri casi N~ -- B . È chiaro che
ogni sottogruppo di ~G(N1) è quasinormale in G , essendo G un

(q)-gruppo (cfr. [3]), e abeliano. Allora, per l’osservazione 1,
ogni sottogruppo di è d-elemento e dunque non è restrittivo
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supporre .K ~ ~G(N1). Allora esiste un k tale che K = C k , T &#x3E; ,
con R s ~G(Nx) ; decomponiamo N~ = N2 X N3 , ove k E C(N2),
mentre k induce su ogni Sylowgruppo di N3 un automorfismo potenza
non identico. Vediamo anzitutto N3 . Non è restrittivo sup-
porre che N3 si riduca ad un sottogruppo di Sylow .P di N1, ragio-
nando in un opportuno quoziente ; inoltre, sostituendo k con una sua
potenza, possiamo supporre che l’automorfismo indotto su P sia
di ordine primo q, e ragionare modulo C kq &#x3E; . Se anche g contiene k,
devono essere isomorfi i e [~.2;&#x3E;/~&#x3E;].
per z E P K ; assurdo per z opportuno. Se g non con-

tiene k, deve essere [ C ~ , k &#x3E; /8] ^_~ [ C H , k , z &#x3E; / C ~I , kz &#x3E; ], ma
[ H , k , z &#x3E;/ H , kz &#x3E;] = [ k , z &#x3E;/ kz &#x3E; U (H n  k , z &#x3E;)];
essendo  k , z &#x3E; n H =  z &#x3E; f1 H , per una scelta opportuna di
z abbiamo una contraddizione.

Dobbiamo ora provare. sapendo che .~ C C(N2)
e N3  .h . In base alla proposizione 1.5, è sufficiente provare

che, dato un insieme finito di elementi di K k1 , ... , q e

dato un insieme finito di elementi di G h~ , ... , h~ , risulta

(’~ ) [ C k1, ... , km &#x3E; U ~S’/~S’] ^’ ( C k.~ , ... , km , ht , ... , hn &#x3E; / C hl , ... , hn &#x3E; ],
ove  h~’.’" Ma chiaramente è sufficiente provare che

ogni sottogruppo di g contenente S è permutabile con  h~ , ... , hn &#x3E; , 9
e dunque che  S , k &#x3E; è permutabile con C h &#x3E; , 
Trattiamo anzitutto i primi casi, i) e ii). Se I k i - qn , e

 k~ &#x3E; N1= G , allora consideriamo &#x3E; fl K , per y E N~ . Pos-
siamo supporre i una potenza di q, dal momento che ogni
sottogruppo di N~ è quasinormale ; sia con y primo con q ;
se r &#x3E; m , allora evidentemente kB1 y E g , poichè .K contiene N3 .
Se r  m, allora (kf = ky y’, ove y’ E N3, perchè k centralizza N2 .
Ma allora nulla cambia sostituendo k con kY y’, e possiamo supporre
che &#x3E; contenga  k &#x3E; ; allora un sottogruppo ciclico di K
unito con C k &#x3E; - S = C k~ y &#x3E; f1 ~ dà un gruppo del tipo
 z &#x3E;  k &#x3E; , che è permutabile con &#x3E; , come si
voleva. Rimane da trattare il caso iii). Supponiamo dapprima z w .g,
ma Un elemento di Z~, di ordine potenza di q, è del tipo y,

con la I = p , y E B ; naturalmente, se a --- 0 mod. q , mod. p .
Allora, se a = qm y , y primo con q, e se m  n, risulta --

- Xq"y y’ E K, e si conclude come sopra. Se invece x E K , non pos-
siamo sperare di avere ancora la situazione 8 U &#x3E; permuta-
bile con  h &#x3E; , per ogni k E K ; basta pensare a C x &#x3E; e 

che non sono permutabili per I a I = p , y mentre se è 
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n g =  xq &#x3E;. Dovremo quindi verificare direttamente l’isomor-
fismo tra i reticoli (* ) ; osserviamo anzitutto che N~ :::; .g, e dunque
se nella scrittura di h~~,..., hn compaiono almeno potenze q-esime di
x, il gruppo  h~ , ... , hn &#x3E; è prodotto di un sottogruppo di K per
un sottogruppo (normale) di ordine per. Pertanto supporremo hi =

con a # 0 mod. q, 1 a i = p , y E N1 ; non è restrittivo, sosti-
tuendo x con x« y , assumere a = 1 , y - 1 .

In particolare, il gruppo g =  h~ , ... , hn &#x3E; contiene xq. Ora,
se mod. q , risulta (xP al y’)q=
= xpq y’y con. (y, i y’i ) ) = 1 per ipotesi, dunque y’ E H, ossia il gruppo
H è generato da xa e da un sottogruppo E~ ove i = ps ,
B~ :::; B . Analogamente, un sottogruppo K contenuto in .~ e conte-
nente x~ bz , ~ b ~ I =p, z E B , mod. q (altrimenti
K sarebbe permutabile con .g), conterrà in particolare y che non

è restrittivo assumere uguale a e dunque x per cui IT =

 x &#x3E; = B2 _ B. Dobbiamo ora verificare che
risultano isomorfi gli intervalli [K/S] e [É U ,H/H] (tramite gli iso-

morfismi 99H e A tale scopo, verifichiamo che per S  X  .K
risulta (X U H) f1 .g ~ .~ (condizione sufficiente per l’iniettività di

~H) ; poichè questo è ovvio se X è permutabile con H, supponiamo
che anche sia del tipo  x &#x3E; (E2 X B2) ; allora un elemento di

~ C x &#x3E; (E2 X B2) U C ax &#x3E; = ( C x , a &#x3E; «(E~ U E2) &#x3E;C

X (B1 U B2)~ f1.K è del tipo xa a03B2 cy con c E E~ U E2 _, y E B2 ::; I~,
e dunque a03B2 c E .K . Poichè K , allora BI  .H fl .K = S  .~ ,
dunque B~::::; B2 . Per concludere che xa a03B2 cy E C x &#x3E; (E2 x B2)1
basterà quindi provare che a03B2 e E .E2 . Consideriamo a tale scopo il

p-Sylowgruppo A di .K , abeliano elementare. Poichè il gruppo
è modulare, e poichè n 

risulta n 

come si voleva. Per provare la suriettività di ~H , y scelto un X -
tale che 

X (B~ B2), vediamo che risulta B3  B2 e dunque (B3 n k) U Bx =B3 ;
per gli elementi di  ax &#x3E; E3 , si ragiona come sopra nel gruppo mo-
dulare 

Il 
3.8. TEOREMA. Sia G un gruppo iperciclico periodico. G è un

D-gruppo se e solo se è un prodotto (discreto) di una famiglia BZ ~
di sottogruppi di Hall in G, ove Rí è un p-gruppo modulare o un
P*-gruppo (generalizzato), oppure ha la struttura descritta in 3.7.
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DIMOSTRAZIONE. Si applica 1.4 ad una decomposizione di 2(G)
in reticoli indecomponibili, e si conclude usando 3.7.

4. - D-gruppi misti iperciclici.

È conveniente distinguere in due classi i gruppi misti : quelli
separati, in cui l’insieme degli elementi periodici è un sottogruppo
(e che sono dunque generati dagli elementi aperiodici), e quelli non
separati.

Osserviamo che un gruppo iperciclico misto e separato G pos-
siede un sottogruppo finito e non identico che sia i-elemento ; infatti
il sottogruppo T generato dagli elementi periodici è normale in G,
quindi esiste un sottogruppo normale ciclico, e non identico, con-
tenuto in T ([1], Lemma 2) ; questo sottogruppo è un d-elemento
finito.

4.1. TEOREMA. Sia G un gruppo misto iperciclico, separato. G
è un .D-gruppo se e solo se è modulare, oppure :

i) il sottogruppo periodico T di G è abeliano,

ii) GIT è abeliano di rango uno,

iii) ogni elemento aperiodico 9 E G induce sul p-Sylowgruppo
T p di T un automorfismo potenza ap : x - xmp tale che mp ---1 mod.
p, m2 ~ 1 mod. 4 e T2 è divisibile.

DIMOSTRAZIONE. Proviamo dapprima la necessità della condi-

zione. Sia N il sottogruppo di G unione di tutti i sottogruppi ciclici
finiti che sono d-elementi, lVl il sottogruppo tale che sia l’unione
di tutti i sottogruppi ciclici finiti di G/N che sono i-elementi. Il

D-gruppo G/M è aperiodico in virtù di 3.6, perciò abeliano (2.3),
.M~ è un D-gruppo periodico. Proviamo che M è abeliano.

Decomposto M nel prodotto diretto di gruppi coprimi reticolar-
mente indecomponibili, se uno di tali gruppi, diciamolo 1~, è modu-
lare, allora, modulo il complemento di R in .M, ogni sottogruppo
ciclico di I~ è d-elemento ; ma allora è normalizzato da ogni elemento
aperiodico : infatti se ac è aperiodico e  g &#x3E; è finito, nel gruppo
 a , g &#x3E; anche il gruppo  g &#x3E; U i-elemento, ma allora
[ ac, g &#x3E;/ a &#x3E;] ^_, [Cg&#x3E;/~1~~ "-’ ~Cg&#x3E; U g&#x3E;a/~1 ~~ ; e dun-

que  g &#x3E; è normale. Allora, essendo il gruppo generato dagli ele-
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menti aperiodico, ogni sottogruppo di è normale, pertanto è
abeliano o Hamiltoniano. Poichè un gruppo Hamiltoniano è privo
di automorfismi potenza, non è possibile che R sia Hamiltoniano,
altrimenti sarebbe centralizzato dagli elementi aperiodici, e dun-

que nel centro di G. Supponiamo ora che R sia del tipo descritto in
3.7, quindi .1~ = C k &#x3E; EN1 , ove N, è divisibile (e coincide con il

sottogruppo B nei casi i) e iii) di 3.7, mentre nel caso ii) è il
massimo sottogruppo divisibile di i k i = q’n, E è un p-gruppo,
p &#x3E; q , eventualmente identico. Consideriamo un D-gruppo  a &#x3E;

(  k &#x3E; con a aperiodico ; non è restrittivo supporre che a
centralizzi sostituendo eventualmente a con una

sua potenza opportuna. Allora  a &#x3E; N1  d a , k &#x3E; ragio-
nando modulo  k &#x3E; f1 N1 , si ha (  a &#x3E; / ~ 1 ~ ~ ^_~ ~  a , k &#x3E; j  k &#x3E; j,
reticolo di un gruppo infinito, e dunque  k &#x3E; a non può essere
diverso da  k &#x3E; in quanto il gruppo  k &#x3E; U  k &#x3E; a è finito.
Ma allora  k &#x3E; deve essere normale in  k &#x3E; N1 , y assurdo. Per-
tanto il sottogruppo di torsione M = T di G è abeliano ; inoltre

ogni elemento aperiodico induce su T un automorfismo potenza., Se
ora p # 2 e P è il p-Sylowgruppo di T, nel quoziente di G sul com-
plemento di P in T consideriamo il D-gruppo  a &#x3E; P, con a ape-
dico. Se a non induce su P una potenza m = 1 mod. p, esiste un r
primo con p tale che a induca su P una tale potenza ([8], 4.1.2).
Allora  P &#x3E; è un gruppo quasi-Hamiltoniano, e dunque ogni
suo sottogruppo è d’-elemento. Se x E P, ixi i = p, risulterà dunque

&#x3E; /  arp &#x3E; ] 2~ ap &#x3E; /  un reticolo di lun-

ghezza I. Ma, detti 1 ed n due numeri interi tali che tr + np = 1, si
ha (xar)l anp = xt art anp = xt a E  xar , ap &#x3E; ; ora, se a-’ xa = x’~,

mod. p, infatti mP = m * 1 mod. p ; allora  xar , aP &#x3E; contiene
 x &#x3E; , e dunque anche  a &#x3E;, quindi ci sono due gruppi diversi
che contengono  aP &#x3E;, assurdo. Se ora P è un 2-gruppo, au centra-

lizza i sottogruppi di ordine 2, poichè li normalizza ; se la potenza
indotta da a non è - 1 mod. 4, deve risultare anzitutto p2 = P4, i
altrimenti il D-gruppo periodico C a , P &#x3E; /  a2 , P4 &#x3E; non sarebbe
modulare pur avendo esponente finito. Ora, se ci fosse un elemento
y E P di ordine 2 non appartenente a P2, essendo  a , P2 &#x3E; 

C a , P &#x3E; (  a , P &#x3E; 1P2 è abeliano) dovrebbe risultare [ C ax &#x3E; /
C a? &#x3E; ] ^_~ [ax , ay &#x3E; / Cay &#x3E; ] per ogni x E P2, con ixl ] - 4, men-
tre  ax , ay &#x3E; contiene xy-l, che ha ordine 4.
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Proviamo ora che, se G non è abeliano, GIT ha rango uno. Sia a
un elemento aperiodico che non centralizza T, e supponiamo per
assurdo che esista un elemento aperiodico b tale che  a &#x3E; n  b &#x3E; =
= ~ 1 f. Possiamo supporre che  b , T &#x3E; sia quasi-Hamiltoniano,
sostituendo eventualmente b con b2. Risulta quindi  bx &#x3E; 

per ogni x E T ; ora, se a-l ba = bt con 1 ~ t E T, risulta t E c a, b &#x3E; ,
mentre il reticolo [  a , b &#x3E; /  ac &#x3E; ] ^_~ [  b &#x3E; / ~ 1 ~ ] deve essere il
reticolo di un gruppo ciclico infinito. Pertanto centralizza b, e ana-
logamente centralizza bx per ogni x E T, il che è assurdo perchè
ne segue che a centralizza T.

Sufficienza della condizione : consideriamo un gruppo G, non
modulare e soddisfacente a i)-iii). e ..g d-elemento in

Proviamo che, se .~ ~ G~, allora .I~ contiene il 2-Sylowgruppo
di T. K contiene un elemento aperiodico a che induce su P una po-
tenza * 1 mod. 4, e supponiamo che .K non contenga m2, ~ = 4.
Se a E H, risulta [  a &#x3E; /  a2 &#x3E; ) ^_- [  a , ax &#x3E; /  c~~ &#x3E; ], assurdo
allora sia .g  G2, e dunque H  q G ([4], Teorema 1.3). Dimostriamo
che  a , x &#x3E; infatti da 

a,x&#x3E; n H segue (a,x&#x3E; f1 H) U ax&#x3E; - 
(H U  ax &#x3E;) &#x3E;_ &#x3E;   ax &#x3E; segue
x2 = h(ax)m ; se (m, 2) -=F 1, implica x2 E .K, contro l’ipo-
tesi se invece (m , 2 ) =1 , dunque ancora contro

l’ipotesi. Allora, essendo H un elemento di Dedekind, il reticolo

[  a , x &#x3E; U H/  ax &#x3E; U .H] ^_~ [  a , x &#x3E; /  ax &#x3E; ] ha lunghezza
due, mentre il reticolo [  a &#x3E; U .H/  a2 &#x3E; U g] ha lunghezza mi-
nore di o uguale a uno, e dunque .~, che contiene  a &#x3E;, non può
essere un d-elemento in [G/H]. g deve pertanto contenere tutti gli
elementi di ordine 2, ma lo stesso ragionamento vale in e

per induzione si conclude Ora. per provare .g  à G , in base
alla proposizione 1.5 è sufficiente provare che, dato un insieme fi-

nito h1 , ... , hn di elementi di G, e posto 8 = .K n ... , hn &#x3E; ,
e dato un insieme finito di elementi di Ii ... , risulta

[kl,...,k~,&#x3E;U~S’/~’]^_~[hl,...,h~,kl,...,k~&#x3E;/h;,...,hn&#x3E;].
Ma chiaramente è sufficiente provare rche ogni sottogruppo di K

contenente 8 è permutabile con  h1 , ... , h~ &#x3E; , e dunque che

 ~S , k &#x3E; è permutabile con  h &#x3E; , se  h &#x3E; f1 .1~ = S . Sia dun-

que  h &#x3E; ~ G~ (altrimenti  h &#x3E; ~, G), e anche  k &#x3E; $ G2, per
cui h e k soso due elementi aperiodici. Poichè  h , k &#x3E; T/T è ci-
clico, sarà h = cr, k = con e aperiodico, t E T, (r , 2) = (s , 2) = 1 .

con t2 ~ j - 1 , ~ I t2 ~ una potenza di 2. Poichè
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..g &#x3E; P, allora ~ n  h &#x3E; &#x3E;_  c8m &#x3E; , y con m numero dispari oppor-
tuno tale che (ca = c8m = crn, Ma allora  k &#x3E; contiene

dunque  k &#x3E; u 8 contiene t2 , 1 ossia

~na  h &#x3E; è permutabile con S , con  t2 &#x3E; che è normale, e con
 &#x3E; perchè e h sono contenuti nel gruppo  c &#x3E;  t1 &#x3E; ,
quasi-Hamiltoniano. Si è quindi dimostrato che 

4.2 TEOREMA. Sia G un gruppo iperciclico misto non separato.
G è D-gruppo se e solo se G è un (q)-gruppo del tipo  c , A &#x3E;, con
A gruppo (misto) divisibile, c z = 2m, e-1ac = a-’ per ogni 

DIMOSTRAZIONE. Proviamo dapprima la necessità della condi-
zione. Sia N il sottogruppo di G generato da tutti i i-sottogruppi
ciclici finiti, M il sottogruppo tale che sia generato da tutti i

.d-sottogruppi ciclici finiti di Allora GIN non ha i-sottogruppi
ciclici finiti, ed è un gruppo misto, altrimenti G sarebbe separato.
Poniamo, per comodità, M = e consideriamo una serie ascen-

dente di G, invariante e a fattori ciclici., G« ~a~Y ; sia ~3o il minimo
ordinale tale che contiene un elemento periodico ; chiaramente

P +1, e non è restrittivo assumere i = p, numero primo.
Deve risultare p = 2 ([11), e se con le i = 2, allora c induce
un automorfismo potenza non identico su GfJ (2.2, caso a)~. ~ è
divisibile, infatti se per qualche numero primo q , allora

 c , Go &#x3E; è .D-gruppo di esponente finito, quindi modulare, e
dunque  c , G~ &#x3E; è i-elemento, ma 
C ca &#x3E; ], reticolo infinito, non appena a 0 Gpq e a è aperiodico, assur-
do. Vediamo ora che G : Gpl = 2 ; infatti, se b è tale che  b &#x3E; 
sia aperiodico, e normale in GIGpo, allora al più b2 centralizza

e dunque si avrebbe il D-gruppo  c ,  b2 &#x3E; con

 b2 &#x3E; X G. non divisibile, assurdo per quanto visto. Supponiamo
.dunque che vi sia un D-gruppo  b , c , Gfl &#x3E; con  b , c , Go &#x3E; 1
G# &#x3E; I = 2q . Sia q ~ 2 ;  b , G~ &#x3E; è un D-gruppo ; non è aperio-
dico per quanto visto sopra, infatti non è divisibile ; allora contiene
un elemento di ordine q, ed è abeliano (2.2, caso a)~, assurdo perchè
,ci sarebbe un d-elemento ciclico finito in Sia q = 2. Ogni 2-Syl-
owgruppo di  b , c , GfJ &#x3E; deve avere ordine 2, perchè se avesse
ordine 4 ci sarebbe un 2-elemento che centrallizza e allora do-
-vrebbe stare in M.  b , GfJ &#x3E; è un .D-gruppo, e dunque non può
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essere aperiodico ; sia dunque d un elemento periodico in  b , G~ &#x3E; ;
sarà i = 2. Se ora c-l dc = da, con a aperiodico ~:1, e se a ,
allora = 2 e c = = dal, cos   da1 &#x3E; è normaliz-

zato da c, assurdo perchè darebbe luogo a un gruppo di ordine 4.

Togliamo ora l’ipotesi e consideriamo il gruppo .R tale che
= R è un D-gruppo misto e separato, quindi sappiamo

che la sua parte periodica è abelliana ; proviamo che 1~ è abeliano.
Se P è un p-Sylowgruppo di .1~ con p:#2, possiamo considerare il

gruppo quoziente rispetto al complemento di P in M ;  c &#x3E; n P =

v ~ 1 ~ , c normalizza ogni sottogruppo di P (tali sottogruppi sono
d-elementi), dunque induce su P l’inversione. Ora C a , P &#x3E; 

per ogni aperiodico. Non può essere c-1ac = a-l t con 1 # t E P ,
altrimenti risulterebbe [ C a &#x3E; /~ 1 ~ ~ ~ [ C a , e &#x3E; / C c &#x3E; ]. Quindi,
per a aperiodico qualunque, c induce l’inversione su ta e dunque a.
centralizza t . Vediamo ora che RP =1~, ossia P è divisibile (ricor-
diamo che R/P era divisibile). Infatti, se y E è periodico, e
se aé RP è aperiodico, da C c , I~p &#x3E;  d G segue [~&#x3E;/jlj]~
-t- mentre cy ha ordine 2 e con-

tiene aperiodico. Supponiamo ora che P sia il 2-Sylowgruppo
di R ; ragioniamo anzitutto modulo  c2&#x3E; =  c &#x3E; n P . Appli-
cando lo stesso ragionamento usato nel caso p # 2, e osservando
che c induce su P l’inversione perchè induce l’inversione su ta, per
ogni t E P e a aperiodico, in particolare un a che centralizza t , si

conclude che .R è abeliano ed Abbandoniamo ora l’ipotesi
c’ = 1 . Di nuovo .l~ è abeliano ; infatti essendo un sottogruppo
normale finito ed &#x3E; divisibile, si ha &#x3E;  Z (R) ; ora
per x , y E R e = x, ove n = L c21 , è 
Allora = A X  d &#x3E; , y ove A è il massimo sottogruppo divisibile
di R, c-1ac = a-’ per ogni a E A ed ogni sottogruppo di R è i-ele-
mento, e di conseguenza quasinormale in G (i sottogruppi finiti di
ordine dispari sono normali, y quelli di ordine pari sono normalizzati
dagli elementi di R e sono quasinormali nei 2-gruppi ; se  x &#x3E; è

aperiodico, allora x è centralizzato dagli elementi di .R, mentre se y
è un 2-elemento, allora &#x3E; è normalizzato da y ,  x , y &#x3E; /
C x ~ d ~ &#x3E; è un 2-gruppo, quindi  x &#x3E; è quasinormale in esso.).
Quindi G è un (q)-gruppo ([4], sufficienza del teorema 2.3).

Sufficienza della condizione. Siano d-elemento in

[G/H] ; dal momento che ogni sottogruppo di è i-elemento
in G, essendo G (q)-gruppo e (2G(A) abeliano, supponiamo 
e dimostriamo che allora .g 2:: A, ossia g = G . Infatti, se anche H
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contiene c, dato un elemento aperiodico se a~ ~ H è [  c &#x3E; j
c2&#x3E; J - [ a , assurdo. Supponiamo invece H _ 
e ragioniamo modulo  c2 &#x3E; . Supponiamo .K , ac E A . Do-

vendo risultare
ed essendo H  ~ (~, si ha pure
 ca &#x3E; U ( a &#x3E; f1 H)J; quindi per qualche numero primo p
~dipendente da a ; ma allora A  H, come si voleva.
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