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ReND. SEM. MaT. UN1iv. PapOVA, Vol. 58 (1977)

Sui gruppi e corpi ordinati

ROBERTO MORESCO (*)

SuMMARY : In this paper, results due to Alling concerning 7, ordered
abelian groups and fields are reproved, in a different (and perhaps
more illuminating) way : 5,-structures and a-maximality are related
to completeness (with respect to the order uniformity) of the structure
and its quotients (§ 1, 2). Results are proved concerning the cardi-
nality of complete a-maximal (and 7,) groups.

§ 0. Ogni struttura considerata in questo lavoro ¢ commutativa
e la parola «ordinato » significherd sempre «totalmente ordinato ».

DEF. 1. Una valutazione » su un gruppo ordinato G & una
mappa da G in un insieme ordinato P dotato di un massimo p,
che soddisfa :

i) v(a) = p se e solo se a = 0.
ii) |a|<|b] < v(a) = v(b).
iii) v(a+b) > min. {v(a), v(b)| = v(a) A v(b), e ’eguaglianza vale
se ov(a) 7~ o(b) ,
iv) se 3ne N :n|a|>|b|,n|b|>|a|, & v(a)= v(b).
Se per P si prende l’insieme dei sottogruppi convessi principali
(i.e. AeP se e solo se A = {z| |#| <n|a| per qualche ne N ed un

certo ac G fissa.tof), ordinato da: A<B se A 2 B, la mappa che
associa ad ogni elemento di G il pit piccolo sottogruppo convesso

(*) Indirizzo dell’A. : Istituto di Matematica Applicata, Via Belzoni,
7 - 35100 Padova.
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che lo contiene & una valutazione che gode inoltre delle seguenti
proprieta :

iv') v(a) = v(b) se e solo se 3 neN tale che n|a|>]|b|,
n[b]=al

v) v & suriettiva.

DEF. 2. Una valutazione che verifica la iv’) e v) si chiama
valutazione naturale.

Si dimostra che una valutazione naturale & essenzialmente unica
e d’ora in poi mi riferird al modello di valutazione naturale prece-
dentemente esposto.

Se K ¢ un corpo si pud introdurre nell’insieme dei sottogruppi
convessi principali questa operazione : v(a) + v(b) = v(ab). In questo
caso la valutazione naturale & una valutazione anche secondo la
solita definizione, che richiede in piu, appunto, che sia v(ab) =
v(a) + v(b).

DEr. 3. I fattori di un gruppo @, che si indicano con G(a),
sono i quozienti v(a)/{ge G : n|g| < @ V ne N}, indicando con a un
elemento di G e con v la valutazione naturale.

DEF. 4. Una struttura S ordinata da < si dice 7, se per ogni
coppia di sottoinsiemi A, B tali che |AUB|< N, e A < B, esiste
ue 8 che soddisfa: 4 <u < B.

A < Bvuoldire: a <bVacd,beB;u <A vuol dire {u} < 4.

DEF. 5. S si dice quasi 7, (¢-n,) se per ogni coppia di sottoin-
siemi A ,B non vuoti e tali che |[AUB|< N, e 4 < B, esiste
u € 8 tale che A < u< B.

DEF. 6. 8§ si dice strettamente quasi 7, (s.q.n,) Se per ogni
coppia di sottoinsiemi non vuoti A, B tali che |AU B|< N, e
A < B, esiste w € 8 tale che 4 <u < B.

Nota. Nella definizione di insieme 7, si permette agli insiemi
A, B di essere vuoti: questo vuol dire che prendendo B =g
(rispettivamente A4 = @) il tipo di cofinalitd (rispettivamente :
coinizialitd) di 8§ & = w,.
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Norta. 11 concetto di insieme 7, si inserisce nel contesto pill gene-
rale delle strutture N —sature, studiate p.e. da Keisler in [Kel],
[Ke2], di cui sono un caso particolare: un insieme 7, non & altro
infatti che una struttura con una relazione di ordine totale denso
in sé che sia N, —satura.

Nello studio delle strutture 7, si & rivelato particolarmente utile
il concetto di pseudoconvergenza, introdotto da Ostrowski e studiato
da Kaplansky in (K): innanzitutto ricordo che in un gruppo G
ogni topologia (compatibile) genera canonicamente una uniformita :
se V & una base del filtro degli intorni di zero e VeV, sia V' =
= {(,y): @, ye @, x—ye V| ; allora {V'},.V forma una base di una
uniformitd su G. Se G' & un gruppo ordinato, G si pud pensare dotato
della topologia dell’ordine (e quindi della uniformitd dell’ordine).

Se sull’insieme dei sottogruppi convessi, ordinato come in pre-
cedenza, si mette la topologia dell’ordine, la valutazione naturale
v & continua se non c¢’¢ un minimo sottogruppo convesso non banale
oppure se tale sottogruppo & (isomorfo a) Z. In entrambi i casi la
topologia debole di v e quella dell’ordine, coincidono: nel primo
questa topologia & T, 3 manon discreta, & invece la topologia discreta

\

nel secondo caso. Comunque se w ¢ una valutazione da G in P,
dotato della topologia dell’ordine, si puté considerare su @G la topologia
debole di w, T,,, e la uniformitd ad esso associata U,. La pseudo-
convergenza (relativa a w) &, in qualche modo, una «convergenza
fino ad un certo punto» per la U,. Precisamente :

DEF. 7 Sia G un gruppo ordinato con valutazione w, (@,),<,,
a,€ G una sequenza transfinita indiciata in y con y ordinale li-
mite ; ¢ si chiama la lunghezza della sequenza, e (a,),., si dice
pseudoconvergente se per ¢ <o <7 <y si verifica: w(a, — a,) <

< w(a, — a,).

Se (a,),<, ¢ pseudoconvergente, Vo<o<ysi ha w(a, —a,) =
= w(a,,; — @) e possiamo quindi porre w(a, — a,) = «, .

\

DEF. 8 (a,),<, ¢ pseudoconvergente in @, un elemento ge@
si dice pseudolimite di (a,),., se w(g — @) > a, V ¢ <y . L’insieme
degli # di G tali che w(x) > a, V o <y é un sottogruppo convesso

di @ e si chiama la larghezza di (a,),, -
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A proposito dell’intendere intuitivamente la pseudoconvergenze
come «convergenza fino ad un certo punto», si vede subito che:

0.1. TEOREMA. Sia G un gruppo ordinato con valutazione w. Se
L & un sottogruppo convesso di G, ogni sequenza pseudoconvergente
di larghezza L ha uno pseudolimite se e solo se G/L & completo
nell’uniformitd indotta naturalmente dalla valutazione w cosi defi-
nita : w(g+L) = w(g) se g¢L, w(L) = w(0).

DiM. : banale.

Nota. Se w & la valutazione naturale di @, w & la valutazione
naturale di G/L.

DEF. 9. Sia G un gruppo ordinato con valutazione w. G si
dice a-massimale per w se ogni sequenza pseudoconvergente di lun-
ghezza < o, ha uno pseudolimite in G. G & massimale per w se &
a-massimale V a. Sottointenderd «per w» se & chiaro di quale va-
lutazione si parla.

Ci serve ancora un’altra eestruzione, introdotta da Hahn e stu-
diata ulteriormente da Kaplansky [K] che ne ha dimostrato una
relazione fondamentale con il concetto di pseudoconvergenza.

Sia S un insieme ordinato, H un gruppo; si indica con H{S8}"
Yinsieme delle funzioni da S in H il cui supporto (= l’insieme degli
elementi con immagine non nulla) & bene ordinato: H{S| & un
gruppo definendo ’addizione sulle componenti. Per comodita adot-

tiamo questa scrittura: > a,#° & la funzione che manda se§ in
ses

a,e H, dove gli a, sono diversi da zero solo su un insieme bene
ordinato.

Se G ¢ un gruppo ordinato a K un corpo, K{G{ & un corpo
definendo cosi la moltiplicazione :

Skytt. X kyth = 3 (,,P k, kh)tf.

geq he@ feq h=f

Se H e K sono rispettivamente un gruppo ed un corpo ordinato,
H{8} e K{G| sono ordinati dall’ordine lessicografico : cioe un elemento
¢ maggiore di 0 (= la funzione nulla) se ¢ maggiore di 0 I'immagine
del primo elemento del supporto.
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Si puo definire una mappa w da H{S} in 8’ = SU {co} che manda
una funzione non nulla nel minimo del suo supporto, e la costante 0
in co. In 8’ l'ordine & prolungato ponendo co > s V se8; questa
mappa € una valutazione e si chiama valutazione usuale ; coincide
con la valutazione naturale se e solo se H & archimedeo. Nel caso
del corpo K{@{, la valutazione & una valutazione anche secondo la
solita definizione.

0.2. TEOREMA H{8! con la valutazione usuale & massimale.
Dim. : vedi [K].

§ 1. DEF. 10. In un insieme ordinato S, un taglio di Dedekind
[4, B] ¢ una coppia di sottoinsiemi 4, B non vuoti tali che 4 < B,
eAUB=S8.

Sia [4 , B] un taglio di Dedekind in un gruppo G dove A non
ha massimo e B non ha minimo. Poniamo L = {geG: |g|<b —a
V be B, ac A}. L é un sottogruppo convesso di G e diciamo che:

DEF. 11 [A, B] ¢ un taglio di Cauchy se L = 0; altrimenti
diciamo che [4, B] ¢ un taglio di ampiezza positiva e che L & la
sua ampiezza.

I tagli di ampiezza positiva caratterizzano i gruppi non archi-
medei: un gruppo & non archimedeo se e solo se ha dei tagli di
ampiezza positiva (ricordando che un gruppo ordinato completo alla
Dedekind e archimedeo).

DEr. 12 Se [4, B] ¢ un taglio di Dedekind in un insieme &, il
carattere sinistro del taglio ¢ la confinalita di 4, quello destro la
coinizialitd, di B. Il carattere sinistro di mn punto & la cofinalitd
dell’insieme {y:y < @}, quello destro la coinizialita di {y:y < .

In un gruppo carattere sinistro e destro di un punto coincidono,
e sono uguali per ogni punto: li chiamiamo quindi carattere pun-
tuale ; il carattere puntuale inoltre & uguale al carattere destro e
sinistro di ogni taglio di Cauchy, come si vede subito pensando al
completamento (per I’uniformitd indotta dall’ordine) del gruppo.
Si pud dire allora che condizione necessaria e sufficiente perché

un gruppo sia 7, & che siano maggiori o uguali a N, la cofinalita,
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il carattere puntuale e almeno un carattere per ogni taglio di ampiezza
positiva.

1.1. LeMmA. Siano G un gruppo ordinato con valutazione natu-
rale v, a un ordinale > 0. Sono equivalenti :

i) G é n,.
ii) P =v(G\{0}) & 5, e G/L & completo per l'uniformitd

dell’ordine ereditato canonicamente da G se L & un sotto-
gruppo convesso e G/L ha carattere puntuale minore di w,.

DiM.: 1) =ii): prendiamo A4,B < P tali che |[AUB| <N, o
A < B.

Dato pe P indichiamo con 7 un elemento di G positivo e tal che
2(p) = p. Ora se A non ha massimo, esiste g € @ tale che:

inb: nelN, beB} <g <{&: ac A} perché G & 17,.

Se 4 ha un massimo a,, l'insieme Y (@, = {c€G; v(c) > a,} ha
carattere superiore almeno w, e quindi si trova un ge Y (a,) tale
che g >{nb: neN, beB}.

In ogni caso: 4 <wv(g) < B.

Supponiamo ora che il carattere puntuale di G/L, che & uguale a
quello dei tagli di Cauchy, sia f < w,. Prendiamo un elemento a
che stia nel completamento (per l'uniformitd dell’ordine) di G/L e
due sequenze (a,),<5, (b,),<s di elementi di G/L tali che a sia
Punico elemento del completamento per cui a, <a <b, Vo<§.

Se consideriamo due sequenze (&,),<5, (§,),<s dove L (d4,) = a,,
L, =b,, siccome G & 17, esiste un ge G tale che &, < g < §, per
ogni o < f.

Allora a = L(g) e quindi a € G/L.

ii) = i) : intanto notiamo che: cofinalitd di @ = coinizialita di
@ = coinizialita di P > w, e: carattere puntuale di G = coinizialita
dell’insieme {g€ @|g > 0} = carattere dei tagli di Cauchy di G =
cofinalitd di P> w,. Ci restano quindi da esaminare solo i tagli di
ampiezza positiva. Sia allora [A4, B] uno di questi tagli e L la sua
ampiezza. Supponiamo che cof.(4) =4, cof.(B)=pu, A +pu=y<w,.
Allora la eoinizialitd di jge @\L, g > 0}, che & uguale al carattere
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puntuale di G/L, & uguale a y < w, e percid per ipotesi G/L &
completo nell’uniformita indotta dall’ordine.

Sia L(A) = {L(a): a€ A}, L(B) = {L(b): be B} ; allora [L(4),
L (B)] & un taglio di Cauchy in Q/L, dove L(A) non ha massimo (se
no cof. (L) = cof. (4) e L determinerebbe in P un taglio con en-
trambi i caratteri minori di w,) e L (B) non ha minimo (per lo stesso
motivo), quindi Iz tale che L(4) <z < L(B) e una qualsiasi
controimmagine di # in G & compresa tra A e B.

Adoperando le stesse notazioni del lemma precedente :

1.1' LEMMA. Siano G un gruppo ordinato con valutazione natu-
rale v, a un ordinale > 0. Sono equivalenti :

i) @ & s.q.7,-
ii) P & s.q.7,, cof. (P)> w, e G|L & completo per l’unifor-
mitd dell’ordine ereditato canonicamente da G se L é un

sottogruppo convesso e G/L ha carattere puntuale minore
di w,.

DiM. : Del tutto analoga alla precedente.

1.1"" LEMMA. Siano G un gruppo ordinato con valutazione natu-
rale v, a un ordinale > 0. Sono equivalenti :

i) G ¢ q.n,.

ii) P & s.q.n, e G/L & completo per l'uniformita dell’ordine
ereditato eanonicamente da G se L é un sottogruppo con-
vesso e G/L ha carattere puntuale minore di w,.

Dim. : analoga alla precedente ; per ii) = i) basta prendere A,
B #*£ & e notare che la seconda condizione dice che se il carattere
puntuale di G & < w, allora (per L = 0) G & completo e quindi
non ci sono tagli Cauchy.

NotrA. Nei lemmi precedenti non si pud sostituire «completo
per uniformitd indotta dall’ordine » con « completo per I'uniformita
della valutazione naturale». Per esempio se § & un insieme 7,
con a > 0, Q {S} ha insieme dei valori 7, e tuttii quozienti richiesti
sono completi per I'uniformitd indotta dalla valutazione naturale ma
non per quella dell’ordine: e Q{8! non é nemmeno q. 7, : per s€ 8
fissato, si prende il taglio [4, B] cosi costruito :

A =1{acQifl:a< V215, B=QI8}\4.
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1.2 TeEoREMA. Siano G un gruppo ordinato con valutazione natu-
rale v, a un ordinale > 0. Sono equivalenti :

i) G/L & completo per 'uniformitd dell’ordine ereditato cano-
nicamente da G se L ¢ un sottogruppo convesso e G/L ha
carattere puntuale minore di w,;

ii) i fattori di G sono completi alla Dedekind e G & a-mas-
simale.

DiM. : i =ii): i fattori di G sono completi alla Dedekind perché
se v(a,)/L & un fattore, G/L ha carattere puntuale < w, e quindi
G/L & completo per l'uniformita indotta dall’ordine; ma v(a,)/L
¢ un sottogruppo chiuso di G/L e quindi completo per la uniformiti
dell’ordine ; in piu & archimedeo e quindi completo alla Dedekind.

Sia poi L la larghezza di nuna sequenza pseudoconvergente di lun-
ghezza minore di w,; allora G/L & completo per la uniformitd dello
ordine che coincide con quella della valutazione naturale perche
{v(a) : a€ G/L} non ha massimo e quindi per il Teorema 0.1 &
a-massimale.

ii) = i): Sia L un sottogruppo convesso tale che G/L abbia
carattere puntuale minore di w,; allora se in G/L topologia dello
ordine e topologia indotta dalla valutazione coincidono, si pud con-
cludere sempre per il teorema 0.1. Se no vuol dire che »(G ™\ L) ha un
massimo p = v(a,) ; allora v(a,)/L & un fattore e quindi & completo
per la topologia dell’ordine, e questo implica che é completo
anche G/L.

Cosi si & dimostrato in maniera piu facile ed istruttiva un teo-
rema di Alling, molto utile per riconoscere gruppi e corpi 7, che
enuncio esplicitamente :

1.3 TEOREMA. Sia a un ordinale > 0. Un gruppo ordinato G
con valutazione naturale v ¢ 7, se e solo se:

i) il suo insieme dei valori P privato del massimo & 7,;
ii) G & a-massimale ;
iii) i fattori di G sono completi alla Dedekind.

B del tutto ovvio il seguente corollario :

1.4 COROLLARIO. Sia a un ordinale > 0. Un corpo ordinato K
con valutazione naturale v & 7, se e solo se:
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i) il gruppo v(K\{0}) & #,;
ii) K e a-massimale ;

iii) i fattori di K sono (isomorfi a) R.

§ 2. — Ricordo che un corpo ordinato K e realchiuso se verifica
uno dei seguenti quattro fatti equivalenti :

i) K non possiede estensioni algebriche proprie ad un corpo
ordinato ;

ii) K [J"—1] & algebricamente chiuso ;

iii) ogni positivo & un quadrato ed ogni polinomio di grado
dispari in una indeterminata & coefficienti in K ha uno
zero in K ;

iv) ogni polinomio in una indeterminata a coefficienti in K
che assume valori positivi e negativi ha uno zero in K.

Ci servono inoltre i seguenti teoremi :

2.1 TEOREMA. Se K & realchiuso, K{G}{ & realchiuso se e solo se
@ & divisibile. ([42], [M]).

2.2 TEOREMA. Sia a un ordinale < 0. Due insiemi ordinati (due
corpi realchiusi) #, di cardinale N, sono isomorfi. ([GJ]).

Grazie al teorema 1.3 abbiamo subito pronti degli esempi di gruppi
e corpi 7,: se E & un insieme 7,, R{E! e Z {F}| sono gruppi 7,
non isomorfi perché il primo & divisibile ed il secondo no; R{R{E}}
e R{Z {E}} sono corpi 7, ancora non isomorfi perché non sono iso-
morfi i gruppi dei valori; oppure perche il primo & realchiuso ed
il seecondo no.

Se poi poniamo E"= E U un minimo, ¥ = E U un massimo,
E+ = E U un predecessore (o un successore) (in maniera cioé che
ci sia un salto), si ha:

R{E"} & s.q.n, e non 7, ;
R{E} & q.n, e non s.q.7;;

R {E*! non & neanche q.7; .
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Si pud migliorare un poco la situazione : indichiamo con G {F},
Pinsieme {fe G {F}: il supporto di f ha cardinale minore di N,}
e vediamo che se B & 7, e cof(w;) > w,, R {El; e Z{B}; sono an-
cora 7,. Due delle condizioni del teorema 1.3 sono ovvie: la terza
ci & fornita da questo teorema :

2.3 TEOREMA. R {E}, e Z {E}, sono cof(w,) -massimali.

DiM. : ricordo che in questi gruppi la valutazione naturale e la
valutazione usuale coincidono; abbiamo gid notato che i gruppi
R{E} e Z{E} sono massimali; allora se abbiamo una successione
pseudoconvergente (ad)K% y con wz; <cof (w,), di elementi di
R{E}, (o Z|E},), questa ha uno pseudolimite in R {E} (in Z {E})."

chiaro che ¢’¢ uno pseudolimite a tale che supp(a) = U supp(a,)

6<wﬁ
e quindi se |supp(a;)] = N, <N, viene che [supp(a)| < 3 N, <
6<w'g
<N;-N, <N, dove N, & tale che N;<N <N, ed esiste percheé
Pinsieme degli 8; non pud essere cofinale in w,.

2.4 TEOREMA. Sia K un corpo realchiuso, a un ordinale mag-
giore di 0. K {@}, & realchiuso se e solo se G & divisibile.

DiM. : la sufficienza & dovuta ad Alling ; la necessitd & banale.

Ora indichiamo con u (a) il piut piccolo cardinale per cui esiste un
insieme 7, di cardinale ¥,,,; poniamo poi ¥(a) =a se N, & rego-
lare, altrimenti » (a¢) = a + 1. Sono stati dimostrati per gli insiemi
7, i seguenti teoremi ([8]):

2.5 TEOREMA. Esiste un insieme S, di cardinale N, se e solo
se N, & regolare e 2% <N Vy <a.

2.6 TEOREMA. Esistono due insiemi #, di cardinale N; che non
sono simili se e solo se 3 > u (a), 6 > » (a).

Si pud quindi cercare di dimostrare qualche teorema analogo per
i corpi realchiusi (ed ovviamente i gruppi divisibili). Infatti si pud
dire questo :

2.7 TEOREMA. Se N, > N,,, N, & regolare e 2% < N,,
esiste un corpo realchiuso 7, di cardinale N, . o<y
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Dim: Sia E un insieme 7, di cardinale N, : questo & facile da ot-
tenere: se A & un insieme 7, di cardinale N,, , si pud prendere
E = o, (prodotto cartesiano) A con I’ordine lessicografico. Consideria-
mo R{E} : questo gruppo & y-massimale e quindi ¢-massimale, 'insie-
me dei valori F & 5,, i fattori sono R e quindi il gruppo & n,. Vediamo
qual’é il suo cardinale: identifichiamo F con w,. Per # < o, sia
A, = {feR{B},: supp (f) < 7}. Siccome N, & regolare e |[supp(f)| <
<N, per ogni f esiste = tale che feA, . Quindi: |R{E}|<
=>4, 3 gNalnl < 2N 2% — > 2% < N,. D’altra parte &

n<w, n<w, o<y o<y
chiaro che |R{E} | > N, e quindi concludendo R{F}, & un gruppo
divisibile 7, di cardinale N, . Ripetendo lo stesso discorso natural-
mente viene che R {R {E} | &un corpo realchiuso 7, di cardinale N, .
Questo teorema ha dei corollari molto interessanti :

2.8 COROLLARIO. Sia @ un ordinale > 0. Due gruppi ordinati
divisibili 5, di cardinale ¥, sono (ordinatamente) isomorfi.

DimM. : siano G e H due gruppi divisibili 7, di cardinale N, .

Per il teorema 2.5 deve essere N, regolare e aMs < N, Vi<a.

Da quanto abbiamo appena dimostrato viene quindi che R {G!, e
R{H}, sono corpi realchiusi 7, di cardinale N, e come tali sono
isomorfi ; ma allora sono isomorfi anche i loro gruppi dei wvalori.

NotA. Evidentemente questo corollario si poteva dimostrare
direttamente seguendo la dimostrazione data in [GJ] del teorema 2.2.

2.9 COROLLARIO. Sia a un ordinale > 0. L’esistenza di un in-
sieme 7, di cardinale N, & equivalente a quella di un corpo real-
chiuso 7, di cardinale N, .

Div.: Se 8 & 7, e |S|=N, allora ¥, & regolare e 2™ < N,
V é < a. Quindi si pud applicare il teorema appena dimostrato.
Inoltre possiamo dire che se N, soddisfa queste ipotesi, il corpo
realchiuso in questione ¢ R {R{S}/},.

NorA : Nelle stesse ipotesi del teorema 2.7 si pud provare che

esiste un corpo 7, di cardinale N, che non & realchiuso : R{Z{E} |, .
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Possiamo continuare ’analogia con gli insiemi con questo corollario :

2.10 COROLLARIO. Se & y > u (a), v > y (a), N, regolare e oNs <
<A,V o<y, esistono due corpi realchiusi 7, di cardinale N, che
non sono isomorfi.

Dim. : in queste ipotesi abbiamo visto che esistono due insiemi
E e F 7, di cardinale ¥, che non sono simili. Quindi non sono
isomorfi R {R{E}}} e RIR{F}} .

§ 3. — OSSERVAZIONE : Sia G un gruppo ordinato valutato.
Se (9,).<p © una sequenza pseudoconvergente e se (gav)%;ﬂ ¢ una
sequenza estratta dalla precedente che ammette g, come pseudo-
limite, allora g, ¢ pseudolimite anche della (g,),;: se a,> a,
(g, —9) =09, — 9., T 9, — 9 =29, — 9)-

Indichiamo ora con G"il piu piccolo sovragruppo divisibile di @
e scriviamo i suoi elementi come classi laterali modulo 1a solita rela-
zione di equivalenza, rappresentate da coppie ordinate (g, ») con
ge @, neN. Se v & una valutazione su @, definiamo v" : G"— v (G),
v"(g, n) = v (g). Questa & una buona definizione e »" & una valu-
tazione su G". Se v & la valutazione naturale, anche v»" & la valu-
tazione naturale.

3.1 LEMMA. Se G & a-massimale anche @ & a-massimale.

Diwm. : sia (g,, n,).<p Una sequenza pseudoconvergente. Almeno
un naturale #n & cofinale nella sequenza (n,),<p € sia (g, , %), <p 12
sequenza cofinale estratta. Questa ha uno pseudolimite (g,n) dove
g € pseudolimite di (9e,)a,<p in @, e si conclude per losservazione

precedente.

3.2 TEOREMA. Sia G un gruppo a - l-massimale per una valu-
tazione v e tale che in v(@) ci sia un insieme bene ordinato di cardi-

nale N,, che chiamiamo (p;);<,, Allora |G| = oNe |

DiM. : per il lemma non & restrittivo supporre G divisibile.

Indichiamo con S linsieme {0,1}{**. Scegliamo in G due inter-
valli aperti V0 e Vi tali che V3n Vi =g, eche in Vi (i =0,1)
esistano af, y! per cui p, = v (v§ — ) .
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Poniamo: W, =V}, #,, = Ty, Ys0 = Yy s 8(0) =0

WS,O = V(l) y Tso = '77(1) 1 Yso = y(l) se 8(0) = 1.

Per ogni Vi scegliamo poi due aperti convessi Vi7 (j = 0,1) tali
che Vﬁi’o n iVi’l =g, che ViJ sia compreso tra ) + (y§—a)/3,
yh — Yo — %y

0 . 3
— 7). Poniamo: W, = Vi7 | @, = a0, Yy, =yl se s(0) =i,
s(1) =j.

Ora sia s € 8, e supponiamo che Vg < & < a e s € S, siano stati
definiti degli aperti convessi non vuoti W, ; e degli elementi x, ;,
Ys,p appartenenti a W, ; in modo tale che:

e che in Vi esistano ¢/ , yi-7 per cui p, = v (yi/ —

1) Wy g N Wy p,1= 3 se fp+1<E, s et coincidono sugli
ordinali pitt piceoli di g +1 e s(f + 1) £ B +1).

il) W, 5= nﬂ W, ., se p & limite.
y <

iii) v(ys,ﬁ‘ ws,ﬂ) = pﬁ .
95,6 s,B
e

iv) W, g,q sia compreso tra x,,+ -~ 3

Y58 —Tsib o g1 <k,

ys,ﬁ_ 3

Dobbiamo ora definire W, ., @, . e ¥; ., V s€8, in modo tale
che le quattro proprietd elencate siano ancora valide sostituendo g
con &. Distinguiamo due casi, secondo che & sia o no limite.
Se & ¢ limite poniamo W, . = ﬂé W,,, » che & un aperto con-

<<

vesso pgrché le succes‘sio-ni' (5,,)y<e © (ys.,y)y <¢ Sono seudoeonvergem.;i
e tutti i loro pseudolimiti sono compresi in ogni W, . In W, . esi-
stono chiaramen!;e Tse € Ys,e tali ch‘e (Ys,e - X, ) =Pe- Se
& =06-+1, prendiamo in W, ; due aperti convessi 4, ed 4, com-

— — - -
presi tra s 5 + %L?,_S_ﬁ y Ys,o — 25;53—” tali che 490n4;, =92
e w;,y; appartenenti ad A, tali che v(y, — 2,) = P, .
Poniamo :
Wse =4y, %5, = 2, Ys,e = Yo S€ s(§) =0,
WS,E =4, Ts e = T1y Ys,e = Y1 S€ s(§) =1.
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In questa maniera si costruiscono aperti convessi W, ; ed ele-
menti x, ; ¥, , Vs€8, e ogni f <w, che godono delle quattro
proprietd elencate.

Inoltre se s ,te S, differiscono su un ordinale non limite, diciamo
B+1, W ,nW,;5,,=0. Poi siccome il gruppo & a + 1-mas-

simale, () W,p# 2 : la sequenza (z,5) ¢ pseudoconvergente per-
B<wy

ché v (B, — @5 ,) =P, <Py =0 (T;, — % ,) Vo< o< 1< 0,5 € det-
to x#, un suo pseudolimite si ha x,, <=, <y,, Vo <w,. In-
fatti se per un certo ¢ si avesse z,, > x,, allora per o> g si
avrebbe anche: v (r, — z,,) <9 (z,, — %, =p, che & falso.
Analogamente si vede che x; ¢ pill piccolo di tutti gli y,,; pos-
siamo allora concludere definendo 1’applicazione x: S,— @,
2(s) = #, e notando che x & iniettiva da }0,1}* in @, dove K &
Pinsieme degli ordinali non limite minori di w,.|K|= N, e quindi
161> | 0,1}K] = 2™

3.3 TEOREMA. Sia ¢ un ordinale > 0. Un gruppo @ s.q.n,, com-
pleto e di carattere puntuale w, ha cardinale maggiore o uguale

a 2%,

DiM. : la dimostrazione & circa la stessa del teorema preceden-
te: bisogna prendere (p,);,, insieme bene ordinato cofinale in

v(@.{0}) (v & la valutazione naturale adesso), i W,,,, si costrui-

scono con la precauzione che v (x —y) > p,, Va,y€ Wopepys

grazie al fatto che G & s.q.7, si ha che [} W, #92 V<a,.
y<B

Per vedere poi che n W,,# @ basta notare che prendendo

Y<Wy
Yps g € Wy 5y @5 < Wy 5.y <Yy, (almeno uno dei due esiste: se ne
esiste solo uno, si prende solo quello), i due insiemi {w,}, {y,}
determiniamo un taglio di Cauchy.

3.4 COROLLARIO. Sia a un ordinale qualsiasi. I gruppi ed i corpi
8.q.n, di cardinale N, non sono completi.

DiMm. : ovvia.

Se H, ¢ linsieme 7, di cardinale ¥,, che R{H,} (gruppo 7, di
cardinale N,) non fosse completo si poteva vedere anche diretta-
mente e con minore fatica: sia (g);<,, un insieme di tipo w, cofina-
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le in H, e x, la funzione caratteristica dell’insieme {g,: 6<o<w,};
X, € R{H La successione (y,) e di Cauchy ed il suo limite

\

in R{H,} (che & completo) é evidentemente la funzione caratteri-
stica dell’insieme {g,:d < w,}; ma questa funzione ha supporto di
cardinale N, .

Ora poniamo per semplicita & = R{R{8},} (oppure R{S}) e
G, = R{R{8},1, (oppure R{S8},) dove 8 & un insieme ordinato e
cof(8) = N,. Allora :

a:a * g<.wa

3.5 TEOREMA. G, non & denso in G. Precisamente : la chiusura
di G, in @ é formata da @, piu le funzioni il cui supporto ¢ simile
a o, ed & cofinale in R{8}, (oppure 8).

Dim. : le funzioni con tale supporto stanno infatti nella chiusura :
una successione di elementi che vi converge & quella delle funzioni
uguali fino ad un certo punto e poi nulle. Viceversa se il supporto
di fe G \G, non ¢é simile a w,, basta prendere f;, e f, cosi:

f1(95) = f(gs) = falgs) Vo < o, (3962 e il supporto di f)7 e se g,
sta ancora nel supporto di f ma y > w, e, per fissare le idee sup-
poniamo f(g,) > 0: 0 <f(g,) <f(9,) <fa(g,). Nellintervallo di
estremi f, ed f, non cadono elementi di &,. Similmente se supp(f)
non & cofinale e fe G\G,, si prendono f; ed f, definite cosi:
fi) < 0 < fo(f) con T > supp(f) e per il resto f; =f, = f.

Si vede facilmente invece che ogni elemento di G e pseudolimite
di una sequenza di funzioni di G,.

Riguardo la completezza possiamo dire ancora che un gruppo
q-7, e non 8.q.7, & completo: un taglio di Cauchy dovrebbe avere
carattere > w, e quindi sarebbe > w, anche il carattere puntuale,
ma allora sarebbe s.q. 7, . Questo si pud in parte invertire :

3.6. TEOREMA. Siano o« un ordinale, ¢ un gruppo q-7, di car-
dinale N,; sono equivalenti :

i) G & s.q.7,;
ii) @ non & completo.

Dim. : i) =ii): 3.4. ii) =1i): si ricordi che il carattere puntuale
¢ uguale al carattere dei tagli di Cauchy.
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Se H & un insieme 7, di cardinale §,, H" = H U un minimo,
allora R{H"} & s.q.7m,, di cofinalita ®,, divisibile e quindi

R{R{H"Y, |

x

& corpo realchiuso q.7,, completo di cardinale N,

(e percid non & s.q.7,; oppure non & s.q.7, per il lemma 1.1').

[Al]

[A2]
[GJ]
[K]
[Kel]
[Ke2]
[M]

[8]
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