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Gruppi finiti i cui sottogruppi sono
o subnormali o pronormali.

PIERANTONIO LEGOVINI (*)

SuMMARY : The class JIvS = finite groups whose subgroups are either
subnormal or pronormal is introduced. Some theorems are given on
the Sylow structure of 49Uv§ —groups, in particular a Sylow-tower
of special kind is found out. Furthermore, the behaviour of system
normalizers and Carter subgroups in JIv® — groups is specified.

0. — Introduzione.

Premettiamo che in questa nota per gruppo si intenderid sempre
gruppo finito. Tutte le notazioni usate sono standard. Per le defi-
nizioni che non diamo esplicitamente, rimandiamo a [10].

Ricordiamo che un sottogruppo H di un gruppo G & pronor-
male [16] se H & coniugato ad H? in (H, H®) per ogni z€ @, ed
¢ anormale [3] se x< (H , H*) per ogni € G. I sottogruppi pronor-
mali nei gruppi finiti sono stati oggetto di parecchie recenti ricerche,
dune delle quali principalmente hanno ispirato il presente lavoro :

a) un lavoro di T. A. Peng[14] in cui si dimostra che la
classe & (**) = {gruppi in cui ogni sottogruppo & pronormale! coin-
cide con la classe dei t-gruppi finiti e risolubili. Questi ultimi sono
stati accuratamente descritti in [7];

(*) Indirizzo dell’A.: Seminario Matematico, Universita, 35100 Padova.

Lavoro eseguito nell’ambito dei Gruppi di Ricerca Matematica del
C.N.R.

(**) La notazione & nostra.
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b) un lavoro di G. Ebert e S. Bauman [6] in cuni si studia
la classe 49lvd (*) = {gruppi in cmi ogni sottogruppo & o subnor-
male o anormale}, dando fra D’altro un teorema di struttura che
riconduce la conoscenza completa dei gruppi di 49lv&l a quella
dei gruppi primari ammettenti antomorfismi privi di coincidenze
(f.p.f.-antomorfismi) d’ordine primo.

In questa nota studiamo la classe 49Uv® = {gruppi i cui sotto-
gruppi sono o subnormali o pronormali}, la guale contiene in modo
naturale entrambe le classi & ed 49UvEl. Dopo aver discusso la
definizione di 49Tv® e dopo aver posto un limite alla lunghezza di
Fitting dei gruppi che le appartengono, studieremo la struttura di
Sylow di tali gruppi. Proveremo fra I’altro ’esistenza di uno spe-
ciale tipo di torre di Sylow e preciseremo il comportamento dei
normalizzanti di sistema e dei sottogruppi di Carter in tali gruppi.

1. — Sulla definizione di 49UvS .

Com’e facile verificare, le classi & ed 49Tv& si sarebbero potute
definire partendo solamente dai sottogruppi primari. Piu precisa-
mente, risnlta § = {gruppi i cui sottogruppi primari sono pronor-
mali}, e I'analogo succede per 4Ilvdl. Questa possibilith non si
presenta piu per la classe gIUve, in quanto un gruppo dotato
di soli sottogruppi primari pronormali o subnormali non necessa-
riamente ha tutti i sottogruppi pronormali o subnormali, come si
pud constatare dal seguente :

EsEMPIo. Sia G =(z,y,2; B=yr=21=1, [z,y]=1,
a? =y, y? = a?).

I sottogruppi primari di G sono o subnormali o pronormali in @,
ma G non appartiene ad 4Ivy, come si deduce dalla seguente
analisi :

G & 2-nilpotente e ha quindi i 3-sottogrmppi subnormali; i
2-sottogruppi sono pronormali perché i 2-gruppi di Sylow di G sono
ciclici (cfr. [9] pag. 13). Si consideri ora (x,22) ed il suo coniugato
(®,2%)? = (y,2%). La loro unione (gruppale) & (w,y,2?), gruppo in
cui (#) & normale. Allora un coniugato di («,22) in (@, y,22) non
potra contenere y. Ne segue che (x,2?) non & pronormale in @.

(*) La notazione & nostra.
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Se poi (#,22) 4 <« @, allora dovrebbe essere (z,2%) d{x,y,2?); se
cosi fosse, si avrebbe (x,2?)¥ = (&,22), cioé (w,2?) = (w, y%?),
da cui ye(x, 2?), assurdo.

E anche utile osservare che se Ge49Uv®, i sottogruppi di &
si prestano ad essere ripartiti in tre insiemi disgiunti :

a) i sottogruppi normali (subnormali e pronormali contempo-
raneamente) ;

b) i sottogruppi subnormali non pronormali (e quindi non
normali, efr. [16]1.5);

¢) i sottogruppi pronormali non subnormali.

Mettiamo ora in evidenza una possibile definizione equivalente
della classe 4ITve® . All'uopo ricordiamo [4] che, dati in un
gruppo @G H< K< G, K si dice il subnormalizzante di H se (i)
HAa<4K e (ii) Ha <L implica L< K. K si dice subnormalizzante
forte di H se (i) K & il subnormalizzante di H e (ii) [K : H]= z,(H),
ove zy(H) denota il prodotto degli ordini dei fattori H-centrali di
una H-serie di composizione di G che sono evitati da H [4].

Mann [13] ha dimostrato il segunente :

TEOREMA. Sia G un gruppo risolubile ed H < G . H é pronormale
in @ se e solo se I (H) & il subnormalizzante forte di H .

Alla Ince di questo rismltato la classe gIUvg pud venire allora
caratterizzata quale la classe dei gruppi in cui ogni sottogruppo ha
subnormalizzante, e se tale subnormalizzante ¢ un sottogruppo pro-
prio, allora & subnormalizzante forte e coincide col normalizzonte.

Chiudiamo il presente numero con un semplice criterio di non

pronormalitd di eui faremo frequente uso nel seguito.

ProPOSIZIONE 1.1. Sia H wun sottogruppo p-nilpotente di G . Posto
H = H,H, con Hye Syl,(H) ¢ (|Hy|, |Hy|) =1, esista un x€ INy(H,)

tale che H, non sia coniugato ad HY in (H,,H}). Allora H non é
pronormale in G .

Dim. Supponiamo per assurdo H pronormale in @ ; allora esso
¢ coniugato ad H® = H Hj in (H, H®) = H,(H,, Hf) . Esiste cosi
un ye(H,H*) per cui H* = HY, e per la p-nilpotenza di H e
di H*,y pud venire scelto in (H,, Hy) . Ora, ancora per la p-nilpo-
tenza di H\H, e di H,H}, dovra essere HY = H7, contro I'ipotesi.
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2. — Lunghezza di Fitting dei gruppi di 59Uvg.

PROPOSIZIONE 2.1. Sia Ge 49§ . Allora :

(i) ogni sottogruppo ed ogni immagine omomorfa di G stanno

n S9NG ;
(ii) G é risolubile.

Dim. (i) Triviale. (ii) Per (i), un controesempio d’ordine minimo
¢ semplice non abeliano, e quindi privo di sottogruppi subnormali.
Tale controesempio sta quindi in & ed & percid risolubile : contrad-
dizione.

DEFINIZIONE. Denoteremo con T(G) Vunione (gruppale) di tutts
1 sottogruppi primari subnormali del gruppo @, che abbiano indice di
subnormalitd maggiore di 1 :

T@) =(H;HA4<4G, |H|=p" con pecw(G), ¢ s(G: H) >1).
T(@) & un sottogruppo caratteristico di G, ed e nilpotente, essendo
TG < P(G). Se Gegdivg, T(G) pud ovviamente essere inteso
anche come l’unione dei sottogruppi primari di G che non sono
pronormali in G.
Denoteremo poi con Ty(G) Punico elemento di Syl,(T(G)). E, in
modo ovvio, T, (G) < O,(G).

ProPOSIZIONE 2.2. Sia Ge49Uvg . Allora :
(i) ¢/T(He8;
(i) la lunghezza di Fitting di G non supera 3.

Div. (i) Ogni sottogruppo primario di ¢/T(G) é immagine omo-
morfa di un sottogruppo primario di @&, non contenuto in T(G).
Quindi ogni sottogruppo primario di G/T(G) é pronormale, e, per
quanto osservato nel numero precedente, risulta G/T(G)e§ .

(i) 7'(G) < F(G) e quindi G/F(G), in quanto immagine omomorfa
di G/T(@), appartiene a §. I &-gruppi sono supersolubili e quindi
la loro lunghezza di Fitting non supera 2. Allora la lunghezza di
Fitting di G non supera 3.

11 risultato sulla lunghezza di Fitting non ¢ nlteriormente miglio-
rabile, in quanto 4Iv§ contiene tutti i gruppi nilpotenti (lun-
ghezza di Fitting 1), contiene gruppi di lunghezza di Fitting 2 (per
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es. ;) e contiene anche gruppi di lunghezza di Fitting 3, come per
esempio il grmppo G = PH, con P<G, P abeliano elementare
d’ordine 23, ed H un |3, 7!-Hall-sottogruppo di PSL(3,2), con
P’azione naturale di H su P, rignardato come GF(2)-spazio vetto-
riale. Al contrario, in & ed in 49Uvél, la lunghezza di Fitting non
supera 2 (cfr. [14] e [6]).

3. — La struttura di Sylow in 490§ .

LEMMA 3.1. Sia Ge4IVE ¢ PeSyl,(G). Se H< P ¢ H<T,(G),
¢ HQP. In particolare P|T,(G) é dedekindiano.

Dim. I sottogruppi di P non contenuti in 7' (G) sono pronormali
in G e sono quindi normali in P.

TEOREMA 3.2. Sia G 4G e sia K il massimo sottogruppo di
Hall di G contenuto in T(G). Allora ogni torre di Sylow di K é pro-
lungabile ad una torre di Sylow di G :

{1laK<aKP, A KP,P,<KP,P,..P,,
con Pie Syl,(G) e py > py> ... > py.

DiMm. Sia @ un controesempio d’ordine minimo. 7'(G/K) non
contiene sottogruppi di Hall di G/K, ed ¢ quindi chiaro che
K = {1}.

Poniamo ora G = PP, ... P, (alla Hall), con P;€ 8yl (G) e con
PL> P> ... >Py. Se H< G, si ha che T(H)< T(G) e quindi
TPP;)i=2,3,..,n) non contiene sottogruppi di Hall di P,P;.
Allora ¢ P,qP, P, (i=2,3,...,n) non appena n supera 2. Questo
porta ad una contraddizione, e ne segue allora che n = 2. Si consi-
deri ora G/T(@G); si & visto che G/T(G)e &, e come tale esso & superso-
lubile, e quindi p,-nilpotente. Allora, posto N = I y(P;) A I (P,) ,
NT(G)/T(G) & normalizzante di sistema di @/T(@), e quindi
NT(G) = P,. Posto N=N, XN,, con N;eSyl,(N), si ha che P, =
= N,T,(@). B N, <« T,(@), altrimenti P, = Ty(G), e T(G) conterrebbe
sottogruppi di Hall di G. Allora, per il lemma 3.1, sara N,<4P,.
Inoltre, posto V = N, AOpy(@), & V = {1}, perché altrimenti si
avrebbe G/V soddisfacente il teorema, per cui sarebbe P,V/V 4GV ;
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ne segue P,V 4G e da P,V = P, XV si avrebbe P; 1@, contrad-
dizione. Ora da N, A Op,(G) = {1} segue subito Opy(GF) = To(G) e
quindi P, = N, X Ty(G).

Consideriamo ora 9U,(P;) e supponiamo che esista un M tale
che Iy (P) = M = G. M soddista il teorema e poiché P,IM, &
M, = To(M) < Ty(G), ove M, ¢ il p,-Sylow-sottogruppo di M . Ora
M, > N,, assurdo perche N, £ T,(G). Ne segue che I, (P;) = PN,
¢ massimale in G ; ne segue in particolare, in virtu di P, = N, X
X Ty(@), che T,(G) deve essere caratteristicamente semplice, e quindi
abeliano elementare. Supponiamo ora che P;Ty(G) = M Z G. 1l teo-
rema vale per M e allora o P,AM o To(M)eSylp,(M). Ma P, M
implica T,(G) < N,, assurdo; mentre Ty (M)eSylp,(M) implica
To(G) Z Ty(M) < To(G), altro assurdo. Ne segue che P;T,(G) ¢ mas-
simale in G e quindi che T,(G) & massimale in P, , per cui |N,|= p,
e P, risulta cosi abeliano (elementare).

Consideriamo ora 9TU,(P,). Osserviamo che se H < Ty(G), allora
H<AQI9y(P,): infatti HN, & pronormale in G, e se esistesse un
xe€ I y(P,) tale che H* 7 H , allora H*N, e HN, dovrebbero essere
coniugati in HH*N,, che & abeliano (si e sfruttato il fatto che
Ny 49U (P,) 5 per vederlo si ricordi che N, <P, e che N,N, & nil-
potente). Poiché T,(G) £ {1}, esiste un H < Ty(G) ed esiste un ge G
tale che HY9 = H . Allora g¢ 9Ugy(P,) per cui I y(P,) 7%= G . Percid
I (P,) soddisfa il teorema ed e cosi nilpotente, perché si ha
To(9e(Py)) 7~ Py e quindi Ny QI (Py). Ma allora P, < Z(9y(Py))
e questa condizione, per un noto teorema di Burnside, implica la
po-nilpotenza di G. Quest’ultima contraddizione prova il teorema.

Il seguente teorema porge una interessante decomposizione degli

49Uvg-gruppi.

TEOREMA 3.3. Siano Ge4IG, K il massimo sottogruppo di
Hall di G contenuto in T(G) e K XL il massimo sottogruppo di Hall
di G contenuto in F(G). Posto G = KLP\P,... P,, P;eSylp(Q),
Py > Py > .o > Py, risulta T(G) < KLP, e P,P,... P, un t-gruppo.

DmM. Sia W< P;, i>1, e sia W <4G. Si consideri P,W.
PW < P0p(G) che & p,-nilpotente; inoltre per il teorema 3.2
P, qP,P; e in conclusione P,W = P, x W . Poi P,W é non subnor-
male in @, altrimenti sarebbe P, <G, quindi P, < F(G), per cui
P, < KL. Sia ora zcG. B W2 = W4 dove x, & la m-parte di «,
CON T =1{DPy, Pyy.c) Pp}. (PyW)% = P;W? ed essendo P, W pronor
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male in G, P,W e coniugato a P,W? in P(W \V W#). Poiche
P, < C(W), deve esistere yc W \V W2z tale che WY = W2 ; si vede
cosi che per ogni 2 G esiste ye W\ W? tale che W¥ = W=, cioe
che W ¢ pronormale in ¢. Quindi P,P,... P, non contiene sotto-
gruppi primari non pronormali in G, in particolare P,P,... P, €.

Dal teorema 3.3 segue che se G egIlvy allora esiste al piu un
primo p € w(@) tale che se PeSyl (@) & PLIG e T, (G) 7~ {1}. Nel
seguito diremo eccezionale questo numero primo. Dimostreremo ora
con un esempio che la descrizione contenuta nel teorema 3.3 & la
migliore possibile, nel senso che costruiremo un gruppo G con K, L
e P tutti non identici:

EseEmp10. Sia @ = (K X L)P con KL <G, K gruppo quadrinomio,
L ciclico d’ordine 7, P gruppo modulare non abeliano d’ordine 27,
e P operi non trivialmente su K e su L di modo che sia Cp(KL) =
= £2,(P). K ed L hanno cosi il significato che avevano nel teo-
rema 3.3, 3 & eccezionale e T (G) = ,(P).

TEOREMA 3.4. Sia Ge4IWE ¢ P e Syl,(G). Se T,(G) # {1} e se
{1} #H< P, allora T,(G) N\ H # }1}.

Dim. Supponiamo H A T\(G) = {1}. Allora HT (G) = H X T\(G),
in qianto H<P (lemma 3.1). Sia N < T,(G) e si consideri HN .
Ancora ¢ HN <P e quindi N = HN A T, (G) <1 T,(G), per cui
T,(G) & dedekindiano. Sia U < T (G) con s(G:U) > 1. Allora
esiste g€ G tale che U9 4 U. UH & pronormale in G e quindi &
coniugato a UYHY in (UH , UHY). Se PG, allora H, essendo
subnormale e pronormale in G, é normale in G e quindi H? =H .
Altrimenti pe€ w(P) é eccezionale, e cosi per il teorema 3.3 g pud
essere scelto nel IT(P). Sempre per la pronormalita di H,
I(H)> JN(P), e di nuovo H9 =H. Allora UH e U9H sono co-
niugati in UUYH < T, (@) xH . Ne segue che UH = UYH e quindi
che U = UH A Ty(G) = U’H A\ T,(@) = U9, assurdo.

COROLLARIO 3.5. Sia Ge g4I ¢ PeSyl,(G). e T,(G)+# |1},
allora T (G) = O,(P).

COROLLARIO 3.6. Sia G € 4G e Pe Syl,y(G), e sia P Z T,(G) #
#{1}. Se N< P ¢ un sottogruppo mormale minimo di G, allora
[¥]=p.
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DiM. Supponiamo — come primo caso — P < G. Per il teorema
3.4, N AT,(G) {1} e quindi ¥ < Ty (G). Sia ora ze P\ T,(G).
E (2) <@ in quanto pronormale e subnormale. Sia (z) = 2,((z)).
Se N =(z), la tesi & dimostrata. Supponiamo allora N A (z) = {1}
e sia Ny<N, con |N;|=p. N,(z) & pronormale in G; quindi
N(2)<q@ ed anche N; = N,(2) A NG, percui Ny=Ne|N|=p.

Sia invece p eccezionale, e di nuovo ze PN\T,(G). (2) <1IL(P)
e (2) A T,(@) & centralizzato dai sottogruppi di Sylow normali.
Quindi & di nuovo (z) = 2,((2)) <G ; ancora sia (z) A N = {1}.
Sia N, un sottogruppo minimo di N ; se N, = N, esiste ge G con
NY=£N,, e g lo si pud scegliere in IU(P). Ora Ny(z) <1 IJU(P) e
quindi¥N,(z) = N§(z), per cui N, = N,(&) AN = Ni{z) AN = N{,
assurdo.

Nora 1. Ovviamente, nel caso in cui sia T (G) = {1}, i p-sotto-
gruppi normali minimi sono ancora d’ordine primo, in quanto i
loro sottogruppi propri sono subnormali e pronormali (e quindi nor-
mali) in @. Se invece T, (G) = P (e quindi P<1G) non & detto che
valga la tesi del corollario 3.6. Essa infatti vale nel gruppo diedrale
d’ordine 23, ma non vale in A,, dove T,(@) & di Sylow, ed & nor-
male minimo.

COROLLARIO 3.7. Sia G € 49Uvg e sia K il massimo sottogruppo
di Hall di G contenuto in T(G). Se K = {1}, G ¢ supersolubile.

DiMm. Sia N mun p-sottogruppo normale minimo di G, sia
HIN4 Q@GN con s(G/N:H|N)>1 e H|N sia un sottogruppo
primario. Se H/N & un p-sottogruppo, allora H & un p-sottogruppo
subnormale di G, con s(G:H) > 1. Se invece H/N & un p’-sot-
togruppo, ¢ H/N = (IXN)/N, con 144G e s(G:I)>1.

Da queste considerazioni segme che se T(G/N) contenesse dei
sottogruppi di Hall di G/N , sarebbe K =~ {1}.

Allora G/N & supersolubile per induzione, e poiché |N|=p (Co-
rollario 3.6 e Nota 1), anche G & supersolubile.

Nota 2. 11 corollario 3.7 non ¢& invertibile, nel senso che esi-
stono gruppi supersolubili in 4IUv§ dotati di K = {1}. Per esempio
se @ & il gruppo diedrale d’ordine 8, ¢ G = T(G) = K. Ci sono
anche gruppi di ordine composto che fanno eccezione, come per
esempio il gruppo @ = RS, con G>R = (x)x(y) abeliano ele-
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mentare d’ordine 9 e con |8| = 2 (8 = (z)), definito dalle relazioni
2=y, y*=x. In @ & K=TyG) =R e G & supersolubile
({1} <a(xy)<aR<4G).

4. - Normalizzanti di sistema e sottogruppi di Carter in 49Uv§ .

In questo paragrafo ogni volta che scriveremo un gruppo
G = P,P, ... P,, intenderemo sempre che ci sia la torre di Sylow

{1}<aP, 9P, P,<..<APP,..P, = @,

con P, 4| G se G & non nilpotente. Inoltre col simbolo G indiche
remo un p-complemento di Sylow di G.

ProPOSIZIONE 4.1. Sia G € 49Ug ¢ G = P, P, ... Py, Pie 8yl (@)
sia non milpotente.
Allora , Ig(P,) = 5, CelP,) ed & un t-gruppo.

DiM. 5, 9U(Py) = ppCe(Py) segue dalla p,-nilpotenza di IUy(P)).

Sia poi H < p,Cq(P,). HP, & non subnormale in @, essendo
P, <G, e quindi & pronormale. Sia xe€p,Cq(P,). Per 1.1 H deve
essere coningato ad HZ in H \/ H*, e quindi H & pronormale in
Ca(Py). Cosi p,Cu(Py)e& ed & percid un t-gruppo.

EseEmMp1o. Diamo un esempio di mn gruppo @, quale descritto
nella proposizione 4.1, in cui p,Cq(P,) sia un t-gruppo non nil-
potente :

G=(2,2,y,2; ] =a3 =y =22 =1, [w,4] =1,
xyzw%’x§:x§7x%:x‘1;7[-77272]:17@72]:1)'
Posto P, = P,e Syly(@), & ;Cq(P,) = (#,,y) , non nilpotente.

PrOPOSIZIONE 4.2. Sia G e JIVE e sia G =P, P, ... P, non nil-
potente. Se D ¢ il normalizzante del sistema {P,, Py, .., P,|, allora

(i) D=PXCrp_y; (Pp) X Crpy_s(PyPp_y) X e XCp(PyPp_y oo Py);
(ii) p,D ¢ dedekindiano.
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Dim. (i) Discende dal fatto che {1}<qP;<q..qQPP,.. P, =G &
una torre di Sylow. (ii) Per (i) ., D < p,Cq(Pp). Quindi ;D & un
t-gruppo (4.1), ed essendo nilpotente & dedekindiano.

PROPOSIZIONE 4.3. Sia G € 4NE ¢ sia G = PP, ... P, non nilpo-
tente. Sia D il normalizzante del sistema {P,,P,,..., P }. Allora:

(i) IU(D) é Punico sottogruppo di Carter di G contenente D, ¢ D
& Punico normalizzante di sistema di G contenuto in 9L a(D) (*);

(ii) posto D, e 8yl, (D), &

Ne(D) = D, @p (D) X Dy_y @p_ (DyDy_y) X oo X D,C@p.(D,, ... Dy) =
= D C¢(D) (**), ove ovviamente D,, Cp (D,) = P,

(iii) ,,9e(D) ¢ dedekindiano.

Dim. (i) In virtd di [10] VI.13.9 e della proposizione 2.2(ii),
ogni normalizzante di sistema di G giace in esattamente un sotto-
gruppo di Carter, e per [16] Lemma 4.2 ogni sottogruppo di Carter
di @ contiene esattamente un normalizzante di sistema. Sia C 1’unico
sottogruppo di Carter contenente D ; per [4] Theorem 3, 9 ,(D) < C ;
IN(D) & anormale in G (cfr. [16] 1.6) e C & nilpotente. Ne segue
che I H(D) = C.

(ii) Deriva dal fatto che {1{<qP, AP, P, ... PP, P,=G.

(iii) on (DCy(D)) < ,,, Cu(D,) = p,,@G(Pn) che & un t-gruppo per la
proposizione 4.1; 1n01tre I,(D) é nilpotente, perche di Carter.

Si considerino le classi

a) &, = {gruppi risolubili i cui normalizzanti di sistema sono
anormali!. I gruppi di &, vengono detti SC-gruppi, per
il fatto che in essi i normalizzanti di sistema sono sot-
togruppi di Carter.

b) &, = {gruppi risolubili i cui normalizzanti di sistema sono
pronormali}. E, in modo ovvio, Z, > Z;.

(*) Questo risultato vale nelle ipotesi piu deboli che G abbia nor-
malizzanti di sistema pronormali e lunghezza di Fitting < 3.

(**) Anche questo risultato & piu generale : vale per ogni G riso-
lubile di p-lunghezza < 1, per ogni primo p (efr. [1]).
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%, e &, sono state studiate rispettivamente da R. W. Carter [2]
e da J. S. Rose [16]. Una delle maggiori difficolta nello studio di
queste classi & rappresentata dal fatto che esse non sono chiuse ri-
spetto ai sottogruppi. Ora i normalizzanti di sistema di un qualunque
49Uv@-gruppo G sono sempre pronormali (non possono essere sub-
normali perche notoriamente la loro unione da tutto il gruppo),
e ne consegue banalmente che 4Ivy < %, e che ’avere i normaliz-
zanti di sistema pronormali ¢ una proprietd che negli 49Uvg-gruppi
si eredita ai sottogruppi. E naturale chiedersi a questo punto se in
un 49Uv§-gruppo anche la proprieta di avere normalizzanti di sistema
anormali si erediti ai sottogruppi, cioe se (4IUv®) n % sia chiusa
rispetto ai sottogruppi stessi. A questa domanda risponde affer-
mativamente il seguente teorema.

TEOREMA 4.4. Sia Ge4Ivg e G sia un SC-gruppo. Allora ogni
sottogruppo di G ¢ un SC-gruppo.

DiM. Sia G un controesempio d’ordine minimo. Se ogni sotto-
gruppo massimale di G fosse un SC-gruppo, allora ogni sottogruppo
di G sarebbe un SC-gruppo, assurdo. Esiste allora N massimale in
@G, con N non SC-gruppo. Supponiamo che N sia anormale in G.
Allora per [10] VI.11.19 un normalizzante di sistema di N con-
tiene un normalizzante di sistema di G, e quest’ultimo per ipotesi
¢ anormale in @, e quindi anche in N. Allora i due normalizzanti
coincidono ed N risulta essere un SC-gruppo, assurdo. Si ha cosi
Nag@.

Sia P un sottogruppo normale minimo di G . Affermiamo che
P < N. Infatti sia P< N ; allora G = Px N ed N risulta isomorfo a
G/P, e quindi per [10] VI.13.2, N sarebbe un SC-gruppo. P & I’unico
sottogruppo normale minimo d1 Q (G é cosi monohmco) se infatti
P, # P, fossero normali minimi, N/P, e N/P, sarebbero SC-gruppi.
Poiche gh SC- gruppl costituiscono una formazione ([10] VI.13. 5)
anche N/P, A P, ~ N sarebbe un SC-gruppo, assurdo. @& ha perciod
un unico sottogruppo di Sylow normale, perché per il teorema 3.2
ne ha almeno uno, e se ne avesse pilt d’'uno, non sarebbe pit mono-
litico. Diciamo P € Syl (G) il sottogruppo di Sylow normale; ¢ chiaro
che P > T(@), anzi per il corollario 3.7, P = T(G); se poi T & un
p-complemento in G, Te &, dunque & un t-gruppo; 7 non pud essere
nilpotente, in quanto N sarebbe metanilpotente, e dunque un SC-
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gruppo [2]. Per quanto esposto in [7], ¢ T = AH, (|4|,|H|) =1,
A abeliano, A 9@ T, T/A massimo fattore nilpotente di T e

C (H) = {1}, per cui i normalizzanti di sistema di T sono tutti
e soli i coniugati di H in T, come conseguenza di 4.2 (i).
Dimostriamo ora che Z(G) = {1}, per cui P/{1} risulta essere

un fattore eccentrico di @. Per assurdo sia Z(G) 7= {1}; allora
P<Z@G)AN e quindi P< Z(N).

Detto allora E un normalizzante di sistema di N, ¢ E> P. Si
consideri G/P ZN/P; N/P &SC- gmppo per l’ipotesi su @, ed allora
i smoi normahzzanm di s1stema, tra cui ¢’¢, per [10] VI.11.3, EP/P =
=E/P, sono anormali (in N/P), e quindi E & anormale in N contro

l’ipotesi Sia ora § ={P,4,..,4,,H,,..,Hg} (con I]A =4,
H H, = H) un sistema completo alla Hall di sottogruppl di Sylow

d1 G . Allora posto D =9y(S), ¢ D = D,H con D,eSyl(D);
inoltre & D, A P =1: infatti P/{1} & un fa,ttore eccentrleo di G e
quindi D ev1ta. P/31§ per [10] VI.11.10, cioé¢ D A P = {1} e a mag-
gior ragione D, A P = {1{. Dimostreremo ora che PD AH = G.

Supponiamo a ta,l fine PD,AH S G. Osserviamo che 1) D,H
¢ anche normalizzante di s1stema per PD AH, e sunque questo
ultimo & un SC-gruppo. Sia ancora F un normahzzante di sistema
di N e sia py=[G:N]; per [2] Theorem 3.3, & Dp, Z Ep, (Dp, €

€ Sylp,(D) ed Eyp, € Sylp, (E)) e quindi p,ew(H) oppure p, =p.

Supponiamo p,e w(H). Allora N = PAH, con H, massimale in H
e sard B =P,AH,, con 4, di Hall e P, =C,(4H,). B I y(E) ZE
e quindi esiste meP\P1 con v Cq(H) (4.3 (11)) Inoltre N/P & SC~
gruppo e quindi il suo normalizzante di sistema EP/P ¢ anormale
in N/P e quindi EP/P = 9y s(EP|P) > 9 y(E)P/P, per cui
I y(E)< EP. Allora x pud essere scelto in P. Se consideriamo allora
PD,AH,, questo gruppo ¢ SC-gruppo in quanto sottogruppo di
PD AH , SC- -sottogruppo proprio di G ; un suo normalizzante di
s1stema. e (P, A PD o)A, H, e non & a,normale perché xe PD, CAHN
(P A PDD)A H, ex centra,hzza E = P,A,H, e a maggior ragione
anche (P, A PD b)4,H, , contraddizione. Dovra essere p, =p. In
questo caso E = E H, con E, massimale in D,. Ancora esiste
xe P con we Ce(E) ; ora PD AH > PE AH, e un norma.hzza,nte di
sistema di quest’ultimo gruppo & E H <ID (mfattl PARg(AH)={1}).
PE AH dunque non & un SC- gruppo, una contraddizione. In con-
clusione PDAH = G; in particolare D, < Q(AH) e P < Z(P),
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per cui D, <1 G e quindi D, = {1} e P = P. Possiamo allora scrivere
G =PAH, ove P é normale minimo in G, ed N =PAH, con H,
massimale in H .

Affermiamo che H; é normalizzante di sistema di N ; a tal fine,
usando 4.1, basta far vedere che C,(4)={1}. Sia (a) < A4, con (a)
di ordine primo, e ci sia {1} 7~ B < P tale che (B, a) =BXx(a).
Se B =P, risulta (¢) 91G, e G non sarebbe monolitico. Sia allora
B2 P; esiste 2€ 9U((a)) tale che B2~ B; B e B? non sono coniu-
gati in BB? e quindi per 1.1 B{a) non & pronormale in G. Allora
B{a) sard subnormale in G; ma questo implica che {(a)<q <@, e
quindi ()¢ & primario e normale in G, assurdo. Ne segue che
QCpla) = {1} per ogni 1~aec A, dunque Cp(4)=1{1}. Inoltre, se
consideriamo P(a)H = P(a)H,, si osserva per computazione che un
normalizzante di sistema di P{(a)H é H =D, per cui P{(a)H & un
SC-gruppo, mentre P(a)H; non lo é. Di conseguenza ¢ P(a)H =&,
dunque 4 = (a) ed N = P(a)H, .

Dimostriamo ora che P ¢ un (a)-modulo irriducibile. Infatti sia
P\ {a) = Pya), con {1} = PyqP{a), e supponiamo P,(a)<q <G .
Essendo (Py(a))¢ = P(a), risulta Pa)<d1Pf(a) per un P¥x P,.
Per quanto sopra visto, & Cp((a)) < Cpi((a)) < Cp({a)) = {1}, e
quindi Ipw>((a)) = IMpias({a)) = (a) , in contraddizione con lar-
gomento di Frattini. Ne consegue che P, (a) ¢ pronormale in ¢ . Ma
Py £ P,, per un opportuno yecH < 9U({(a)). Per 1.1 P, e P}§
devono essere coniugati in Py P¥, un assurdo. Cosi laffermazione &
provata.

Affermiamo ora che F((a)H) = (a) e quindi anche che H & ci-
clico, risultando H < Aut (@). Infatti sia {1} 7= Cg(a) e si consideri
Cp(H,y). Cp(H;) # P, altrimenti, tenuto conto di [10] VI.13.4(b) e
del fatto visto che H, & normalizzante di sistema di N, P(a)H, sa-
rebbe un SC-gruppo, assurdo. H; non & subnormale in G e quindi
@Cp(H,)H, ¢ pronormale in G .

Allora, per la proposizione 1.1, ogni elemento di @y((a)) deve
normalizzare @p(H,). Consideriamo @p(H,) @4((a)); anche questo
sottogruppo & pronormale non appena Cp((a)) 7~ {1{; ma in questo
caso, per 1.1, Cp(H,) e (@P(Hl))“ dovrebbero essere coniugati in
Cp(H,) (Cp(H,))?, assurdo.

Riassumendo, abbiamo cosi: G =P(a)H, con P abeliano ele-
mentare d’ordine p®, |[{(a)|= q, P{a) gruppo minimale non abeliano
(«di Miller-Moreno»), H = (x) ciclico, e |#|= T (non necessaria-
mente potenza di un primo), r un divisore di q-1, e # opera su {(a)
come automorfismo d’ordine r. Per [9] Lemma 3.1, r divide n.
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Inoltre, per la struttura di P{a) & n=0(p, q), il piu piccolo intero
positivo per cui valga la congruenza p® = 1 (mod. q) [15]. Ora &
a* =at, con 0(t,q)=r, e allora t, riguardato come elemento di
GF(q)*, appartiene al sottogruppo generato da p.

Possiamo quindi porre t = p® per un opportuno intero s. Inoltre
(cfr. [15]) P pud essere riguardato come il gruppo additivo del
corpo GF(p)(w), ove w & una radice primitiva ¢-esima dell’uniti,
e l’azione di a su P e (in questa rappresentazione) la moltiplicazione
per w, cioé & y* = yo per ogni ye P, con lovvio significato dei
simboli. Sia ora 1 £ be @p(H,). Per quanto detto, I ((b))>z, ma
solo %1 centralizza b, ove r; = [H : H,]. Quindi b* = b™ con m intero
poistivo e 0(m, p) =r,. Nella rappresentazione sopra descritta di
P{a) possiamo identificare b con l'identitd moltiplicativa di GF(p)
(w), che indicheremo con 1', per distinguerla dall’identita 1 di G .

Sara percid (1')* = me GF(p) = GF(p) (w).

Consideriamo ora gli elementi di P:

' 2 n—1
1, o, w*, ..., o .

Essi formano una base di P come GF(p)-spazio vettoriale. Ora risul-
ta (W)f=moe?,i=0,1,..,n— 1: Infatti (1')*=m ; poi, sup-
posto che (wi1)7 = m w(1)P%, si ha che (wi—1)a*® =(m m(i—l)l‘a)“ps =
= m ot gr® = m %, e altresi (w1)20P° = (i—1)2% = (pi)7 (si
osservi che ax = xar®).

Quindi ’automorfismo indotto da « su P non & altro che 1’s-
esima potenza dell’automorfismo di Frobenius, composta con la
moltiplicazione per m. P & un corpo finito ed ha percid una base
normale (cfr. [11] § 4.14). Esiste cio¢ un elemento ue P tale che
fu, wP, up’y ..., wP*~1} & una base per P.

Allora gli elementi dell’insieme

X ={u,w = mur®, u* = m2up®, ..., y?""1 = mr—! ypC-1s}

sono linearmente indipendenti su GF(p).
Posto ¥ = {u, u?™ = wP™, .., "1 = gPE-T08) ) sard

Yr = wx = mup®, yetl = myPr1+s | gar-ritl — mup(f—l‘1+1)5£

e YU Y? & un sottoinsieme linearmente indipendente di X .
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Sard (Y) = (X) e (¥)* % (X); il sottogruppo (¥) (a™) & pro-
normale in @& (la serie standard di subnormaliti si ferma a P(a) (2™)) ;
pertanto, per 1.1, (Y) e (Y )% sono coniugati in (¥ U ¥%), impos-
sibile. Quest’ultima contraddizione econclude la dimostrazione del
teorema.

COROLLARIO 4.5. Sia G in 49UvG e G sia un SC-gruppo. Allora
se A, B, C sono sottogruppi di G, da A anormale in B e¢ B anormale
i C seque A anormale in C .

Dim. Ricordiamo che gli SC-gruppi possono essere definiti come
quei gruppi risolubili in cui la relazione di anormalita ¢ transitiva
(cefr. [10] VI § 13), nel senso che da G > K > H e da H anormale
in K e K anormale in G segue H anormale in ¢. Per il teorema
4.4 questo fatto si eredita ai sottogruppi di G.

TEOREMA 4.6. Sia Ge 4Ny . G é un SC-gruppo se e solo se é
metanilpotente.

DiM. Necessitd. Sia G un controesempio d’ordine minimo. Ogni
sottogruppo proprio (teorema 4.4) ed ogni immagine omomorfa
propria ([2] Theorem 5.2) di G sono metanilpotenti. Sia G/N il
massimo fattore metanilpotente di ¢ ; N ¢ 1'unico sottogruppo nor-
male minimo di G . Quindi G ha un solo sottogruppo di Sylow nor-
male, e tale sottogruppo sia P €Syl (G). Sia T un complemento di
Pin G. T & un t-gruppo non nilpotente. Si consideri la catena

{1} = P,aP,<q..qP, = P

con P;/P; , fattore principale di Gi =1,2, ..., n).

Supponiamo » > 1; allora per ogni ie {1,..,n{, i gruppi
P,T|P;_, sono metanilpotenti, e posto al solito [7] T=AH, con T/A
massimo fattore nilpotente di T, risulta che (P,T/P;_,)/(PiA[P;_,)
¢ il massimo fattore nilpotente di P;T/P;,,. Quindi P;A/P,_,
¢ nilpotente e A ~ AP, ,/P; ,, riguardato come p’-gruppo di auto-
morfismi di P;/P; ,, induce I'identita sullo stesso P;/P; ;. Ma allora
A stabilizza una serie normale di P, e quindi centralizza P, assurdo
perché G non & metanilpotente. Quindi P = N, I'unico sottogruppo
normale minimo.

Sia ¢ un elemento non identico di A ; @ non centralizza P,
perche altrimenti (a) <G . Scegliamo a d’ordine primo q ; P risulta
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un (a)-modulo irriducibile (la dimostrazione di quest’ultimo fatto &
identica a quella esposta nella dimostrazione di 4.4). Sia z e H
un elemento che agisce non trivinlmente su (a); x esiste per [7]
Satz 1, e si pud supporre |#|=rm, con r primo. P{a)(x) & un
SC-gruppo (per il teorema 4.4) e anche non metanilpotente. Per-
tanto P(a) () = G . Poiché P(a)P({x)) & metanilpotente, (a)P((x))
& ciclico, e quindi # opera su (a) come automorfismo d’ordine r.
Sia (@,) il sottogruppo d’ordine r di (x). (x,) 7% (x), altrimenti »
indurrebbe su P{a) un automorfismo f.p.f. d’ordine primo e P(a)
sarebbe abeliano : infatti, dato che () é un normalizzante di sistema
di @, dovra essere I ({x)) = (¥) in quanto G & un SC-gruppo. Quindi
(@) (%) & ciclico e &, opera irriducibilmente su P, in quanto se si ha
{1} P, = P, con P} = P,, allora P,(x,) dev’essere o subnormale
o pronormale in G . Mostriamo che entrambe queste possibilitd con-
ducono a contraddizioni. Supponiamo anzitutto Py(z,)<d <4G. B
(Py(®))¢ = P(x;), perché¢ P & normale minimo e P(z)<1G. Sia
ora P(w) ] Py(w) 4 < P{w;) . Per argomento di Frattini Py(w,) =
= N p,cz,» ({#))Py e quindi esiste 1 7~ ye P con yx, = x,y, assurdo
in quanto (x,) & normalizzante di sistema di P(a) (), che & un SC-
gruppo. L'altro caso era che P,(x,) fosse pronormale in G ; ma allora,
in virth di 1.1, P, e P dovrebbero essere coniugati in P, P}, una
contraddizione.

Allora P{a) e P{x,) sono gruppi minimali non abeliani, e quindi
se |P|=p", ¢ n=0(p,q) = 0(p,r) < r—1. Ma, per [9] lemma 3.1,
r divide n, contraddizione.

Sufficienza. Si veda [10] VI.13.4(a).

9. — Diremo propriamente subnormale un sottogruppo H<q 4G
tale che 8(G: H)> 1, e diremo propriamente pronormale ogni sot-
togruppo pronormale di G che non sia normale in G.

TEOREMA 9.1. Sia Geg4IvG ed H un sottogruppo propriamente
subnormale di G . Allora H ¢ nilpotente.

Dim. Ragioniamo per induzione su |H|+|G|. Sia (H, @) un
controesempio di somma minima. Seriviamo @ = PP, ... P,, con
{1}« P, aPPy<q..aq4PP,..P,, P eSylp (G) (4.4), e sia H =
= Hil His wHi , Hy < Py, 4y <y < oo <.

Allora Hi‘Hi2 .. Hyy_; & propriamente subnormale in G .
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Infatti, supposto H; Hi,..Hi, ;<1G, risulta H;i, propria-
mente subnormale in G con ogni sottogruppo di H che lo contenga,
altrimenti H risulterebbe pronormale ([16] 1.8), e quindi normale
in G. Cosi se n =2, sarebbe H < Op; (G)0p;, (§), per cui H nilpo-
tente, assurdo ; 'alternativa é n > 2 : in questo caso ogni sottogruppo
HyH;, (j=1,2,..,m—1) sarebbe propriamente subnormale e
quindi nilpotente. Di conseguenza ciascun Hj; sarebbe subnormale
in G, ed H risulterebbe di nuovo nilpotente, contraddizione.

Allora H; Hi, ... Hi,_; & propriamente subnormale e quindi
dovra essere nilpotente. Allora Hi, é non subnormale (altrimenti H
¢ nilpotente), e quindi & propriamente pronormale. Se ora é n > 2,
poiché non ogni sottogruppo Hi Hi, (j=1,2, ..., m—1) pud essere
pronormale, perché tale sarebbe H , esiste un Hj, Hi, propriamente
subnormale. Hjy, Hi, & nilpotente, e cosi Hi, <1 <1G, assurdo.
Quindi dovra essere H =H; Hi, . Scelto un g€ G, poiché Hj, & pro-
normale, esiste un ze€ Hi, V HY tale che H{ = HY, . Si ha quindi
che H\ H*> H;,\V H{ s, e quindi & xeH (cfr. [17] Satz 7).
Ne segue che HY =HH . Sia K il p;-sottogruppo di Sylow di Hf .
Per ’argomento di Frattini & Hi, = K Cg;, (Hi,). Posto Cr;y, (Hi,) =
= R, si consideri RH;, . Se fosse RHi, <1 <@, sarebbe Hi <1 4G,
assurdo. Allora RHi, ¢ pronormale. Ne segue che anche H(RH; )= K
¢ pronormale in G, assurdo.

COROLLARIO 4.2. Sia GegIWG ed H< G. Se H<LF(G), allora
H ¢ pronormale in G .

COROLLARIO 5.3. Sia Ge4IWE e poniamo G = PP, ... P, con
{1}« P, <aP,P,q..<qQP,P,... P, . Sia HQ <G, e supponiamo che
IN(H) 0 (P\Op; () £ o .

Allora Iy(H) > PPy, ... P .

Dim. Sia z€ Ig(H) n (P\Op; (G)). Per 5.2 H(z) & pronormale
in @;sia ye PPy, ... Py ; allora (H(z))¥ = H¥(x) , e H(x) & coniu-
gato con HY(x) in (H \/ HY){x) ; esiste cosi uno 2 H \V HY tale che
HY = H?; ma allora H\ H?>z e quindi HY = H? = H .
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COROLLARIO 4.4. Sia G=P,P,... P, € 49U . Sia HA 4G con
H< Py, e geIg(H) n (P\0p,(®) com i #j.
Allora I G(H) = I((9))-

Dim. Per 5.2 H(g) & pronormale in G . Sia ze€ 9y((g)); per 1.1
deve essere H” = H? con 2z H\ H*. Da H\ H*= H\ H?>3z
segue 2z€ H, e quindi H* = H .

COROLLARIO 8.5 Sia Ge 4IWE e siano H, , Hy, soltogruppi pro-
normali di G ; allora H, \ H, é pronormale in G .

DmM. Se H,V H, fosse subnormale propriamente, sarebbe
H,V H, < F(G), e quindi H, e H, sarebbero normali in G e tale
sarebbe anche H, H,, contraddizione.

OSSERVAZIONE. L’intersezione H; A H, di due sottogruppi pro-
normali di un gruppo G e 49Uv8® non & necessariamente un sotto-
gruppo pronormale.
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