RENDICONTI
del

SEMINARIO MATEMATICO
della

UNIVERSITA DI PADOVA

PIERANTONIO LEGOVINI
Gruppi minimali nonin sOt vV 2(

Rendiconti del Seminario Matematico della Universita di Padova,
tome 58 (1977),p. 117-128

<http://www.numdam.org/item?id=RSMUP_1977__58__117_0>

© Rendiconti del Seminario Matematico della Universita di Padova, 1977, tous
droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Rendiconti del Seminario Matematico
della Universita di Padova » (http://rendiconti.math.unipd.it/) implique 1’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive
d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=RSMUP_1977__58__117_0
http://rendiconti.math.unipd.it/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Rexp. SEM. Mar. UNiv. Pabpova, Vol. 58 (1977)

Gruppi minimali non in 49w 3.

PIERANTONIO LEGOVINI (*)

RiAssUNTO : Si caratterizzano i gruppi minimali non in JIvEl, questa
ultima essendo la classe dei gruppi finiti i cui sottogruppi sono o
subnormali o anormali.

0. — INTRODUZIONE. Premettiamo che in questa nota per gruppo
si intendera sempre gruppo finito. Tutte le notazioni usate sono
standard. Per le definizioni che non diamo esplicitamente, riman-
diamo a [7].

Consideriamo le seguenti classi gruppali:

(i) 9tv& = Gruppi i cui sottogruppi sono o normali o anor-

mali (**) ;

(ii) 49UvEl = Gruppi i cui sottogruppi sono o subnormali o
anormali ;

(iii) & = Gruppi i cui sottogruppi sono pronormali (**).

49W& e § contengono entrambe v ed anzi dalle definizioni
segue immediatamente v = 49vd n § .

(*) Indirizzo dell’A.: Seminario Matematico, Universitd, 35100
Padova.

Lavoro eseguito nell’ambito dei Gruppi di Ricerca Matematica del
C.N.R.

(**) Ricordiamo, per convenienza del lettore, che un sottogruppo H
di un gruppo G si dice anormale in G se HYV H95¢g per ogni ge @G,
mentre H si dice pronormale in G se per ogni ge G esiste un xe H V HY
tale che H* = HY.
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I gruppi in IUvEl sono stati caratterizzati da Fattahi [3], me-
diante il seguente teorema :

TeEorREMA A (Fattahi). (i) Un gruppo nilpotente & in IUvE se e
solo se & dedekindiano.

ii) Un gruppo non nilpotente & in 9UvEl se e solo se & un pro-
dotto semidiretto K(z), con K abeliano, (z)c Syl (G) e tale che x
induce per coniugio su K un automorfismo potenza di ordine p,
privo di coincidenze.

I sottogruppi normali e quelli anormali sono i piu facili esempi
di sottogruppi pronormali e quindi v e inclusa in modo natu-
rale in §. Per un risultato di Peng [10], & coincide con la classe
degli ST-gruppi, cioé dei gruppi risolubili in cui la normalita &
una relazione transitiva. Questi gruppi sono stati caratterizzati [4],
come pure quelli minimali non in & [12].

Un’altra estensione naturale della classe IUvE € la classe 49UvE] :
8i tratta di permettere ai sottogruppi non anormali di essere sub-
normali anziché necessariamente normali. Un teorema di struttura
per i gruppi di g49tvd si trova in [2]:

TeoREMA B (Ebert-Bauman). (i) Ogni gruppo nilpotente & in
49tv@ ; (ii) Un gruppo non nilpotente & in g49TvEl se e solo se & un
prodotto semidiretto K(x), con (x) €Syl (&) e tale che x induce per
coniugio su K un automorfismo d’ordine p, privo di coincidenze.

Scopo del presente lavoro & di determinare la classe & dei gruppi
minimali non in 49Tvél : un gruppo Ge & se e solo se, presi H e K,
sottogruppi propri di G, con H< K, ¢ H subnormale in K o H
anormale in K e G¢49lvél. La descrizione completa dei gruppi
di © é il contenuto dei teoremi 1.1, 3.1, 4.1, 4.2, 4.3, 5.1, e 5.2.

La caratterizzazione degli 49Uv{l-gruppi data nel teorema B sara
usata costantemente nel nostro lavoro, anche senza farne riferimento
esplicito.

1. — Elenchiamo innanzitutto i gruppi non risolubili di &. Si
tratta di una famiglia di gruppi semplici.

Chiamato con Berkovi¢ un gruppo di tipo D, se & risolubile e
8e ogni suo sottogruppo normale & nilpotente, e facile verificare che
ogni 49Uv¢-gruppo e di tipo D,. Non vale tuttavia il viceversa,
ocome prova il seguente esempio. Sia G un gruppo ottenuto ampliando
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quello dei quaternioni Q, d’ordine 8, mediante un automorfismo x
d’ordine 3 ; si tratta di un gruppo di tipo Dy, ma G ¢ 4IUvél, in
quanto x fissa il centro di Q.

Si deve a Berkovié¢ [1] il seguente :

TeoreEMA C. Sia G un gruppo non risolubile e minimale non
di tipo D,. Allora vale una delle seguenti affermazioni :

(i) G ~ PSL (2,2r), con 2r-1 primo di Mersenne ;
(ii) G ~ SL (2,5).

Non ¢ ora difficile provare che :

TEOREMA 1.1. Sia G mnon risolubile. Allora G ¢ minimale non
n 49vE se e solo se G ~ PSL(2,2P) e 2P-1 ¢ un primo di Mer-
senne.

Dim. SL(2,5) contiene un sottogruppo isomorfo a quello descritto
nell’esempio, e quindi va escluso. Consultando poi un elenco dei
sottogruppi propri di PSL(2,2P) (per esempio in [7 ]), con 2P-1 primo,
si vede che tali sottogruppi stanno tutti in 49tvd .

2. — Passiamo ad occuparci del caso risolubile. Premettiamo
aleuni lemmi.

LEMMA 2.1. Sia G risolubile e minimale non in 49vE . Allora
2<|o(@)|<3, ove w(Q) é Vinsieme dei divisori primi di |G| .

DiM. G é risolubile ed & percid esprimibile come prodotto di
Sylow-sottogruppi a due a due permutabili: @@ = P,P,... P,
P; e Sylp;(G) con p; #~p; se iF-j.

Innanzitutto n > 2 perche G é non nilpotente, e per lo stesso
motivo non pud essere PyP; = P; X P; per ogni coppia (i,j) con
i j. Pertanto se n>2, G contiene un 49tvd-gruppo del tipo P P;
non nilpotente, e quindi sard — per fissare le idee — P; = (),
e P; anormale in P;P; (teorema B). Supposto n> 3, per ogni
k #1i,j si ha PP P, e4Ivd e non nilpotente; per il teorema B
sard PP, = P;X Py e x; operera su P, come automorfismo f.p.f.
di ordine primo. Ma allora, ancora per il teorema B, Geg49tvd,
un assurdo.
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LEMMA 2.2. Sia G risolubile ¢ minimale non in 4IvE . Se @G
non ha wna torre di Sylow, allora |w(G)|=2.

DiM. Per assurdo sia |w(G)|= 3. G ha un sottogruppo normale
massimo N; sia [G:N]=p. N non ¢ nilpotente perché G non
possiede una torre di Sylow, e similmente N non & di Hall. N poi
soddisfa la (ii) del teorema B . Se i Sylow-sottogruppi anormali fos-
sero relativi al primo p, allora G avrebbe un p-complemento nor-
male e nilpotente. Allora detti q ed r i divisori primi di |G| diversi
da p, si avra per esempio Qe Syl ,(G)n Syl (¥N) e @<1G, mentre
sara ReSyL(N) n Syl(G) ciclico, e lo possiamo scegliere in modo
da avere RP =PR . Ora QP <@ : infatti, posto B =(x), v norma-
lizza @ ed » normalizza anche P perche (x) Pc49Ulvél e x opera
f.p.f. su P A N # {1} . Dunque @ ha una torre di Sylow, contrad-
dizione.

OssERVAZIONE. Il gruppo simmetrico 8, sta in &, & privo di
torri di Sylow ed & |w(S,)| =2.

Nei tre numeri successivi esaminiamo separatamente i seguenti
casi :
3. Il gruppo G & privo di torri di Sylow.
4. 11 gruppo @ ha torri di Sylow ed & |w(@)| =2.

5. Il gruppo G ha |w(@)| = 3.

3. — TEOREMA 3.1. Sia G risolubile e privo di torri di Sylow.
Allora G é minimale non in 4IvEl se e solo se é un prodotto semi-
diretto K(PQ), ove K ¢ un sottogruppo nmormale minimo d’ordine p»,
CEK) =K, |PQ|=pq con p <q, PQ é non abeliano e, posto
Q = (x), x opera f.p.f. su K.

DmM. In virtd del lemma 2.2., & w(G)={p,q}, P7#q. G ha un
sottogruppo normale di indice primo, N, e sia [G: N]=p. N & un
49tvE-gruppo non nilpotente ed ha per il teorema B wun sotto-
gruppo di Sylow normale. Per le ipotesi fatte & chiaro che tale sot-
togruppo & 0,(G).

Se poi Qe Syl (N), risulta @eSyly (@), @ ciclico e se @ = (x),
x opera f.p.f. su K = 0,(G) e il suo ordine — come automorti-
smo — & q (teorema B). Ora (29) = 0,(N)<1G . Sia P € Syl (G);
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(x9) Pe g9vdl . Se fosse (x9) P+ (#9) x P, P sarebbe ciclico, e G
sarebbe un gruppo a sottogruppi di Sylow ciclici, quindi dotato di
una torre di Sylow. Si consideri ora Iy(Q). Se fosse I Q) = Q,
@ avrebbe complemento normale (Burnside); quindi dev’essere
MN(Q)Z Q. Si consideri un Pe Syl (I(Q)). Poiché x opera f.p.f.
su K , dovra essere P A K = {1} e quindi a meno di coniugio P = PK
e |P|=p. Sia P* un sottogruppo normale minimo di @, contenuto
in K, e si consideri QP*P ; questo gruppo & non nilpotente perché
x agisce f.p.f. su P*. Allora se QP*PZ G, agirebbe f.p.f. anche su
P per cui P < @(Q), assurdo. Quindi K & normale minimo. Infine
9U(Q) = QP & non nilpotente, altrimenti @ < Z(9(Q)), da cui PG,
assurdo. Allora posto P = (y), y agisce f.p.f. su @, per cui p<q.
Inoltre da (x9) P = (x9) X P segue che (9 = {I{ e quindi che
|PQ| =pq.

Una verifica non difficile prova poi che ogni gruppo quale
descritto nell’enunciato del teorema ¢ minimale non in 49tvel .

4. — Passiamo al caso |w(G)|=2, con G dotato di torri di Sylow.
Discuteremo questo caso in tre sottocasi distinti; a tal fine sia
G = PQ, PeSyl,(GF), QeSyly(G) e PQG. I casi sono:

a) G & minimale non nilpotente.

b) G contiene un sottogruppo proprio non nilpotente, con-
tenente @ .

¢) G contiene un sottogruppo proprio non nilpotente, con-
tenente P .

a) B chiaro che in questo caso G & minimale non in se e solo
se G ¢ 49UvEl . Dobbiamo percio escludere dai gruppi minimali non
nilpotenti quelli in 49tve .

Ora i gruppi minimali non nilpotenti si lasciano descrivere nel
seguente modo (si veda [8] o [11]: Sia G minimale non nilpotente.
Allora G = PQ con PG, Q ciclico, D(P)DP(Q)= Z(G), exp P=1p
se p>2, exp P <4 se p=2, e @ opera irriducibilmente su P/D(P).

Ora se in pit Ged4Ivél, dev’essere, per il teorema B,
Cp(@) =1{1}, e quindi @(P) = {1}. In tal caso G & un gruppo mini-
male non abeliano (gruppo di Miller-Moreno [9]). In conclusione
abbiamo provato il:

TEOREMA 4.1. Sia @ minimale mon nilpotente. Allora G é mini-

male non in JIvEl se e solo se non & un gruppo di Miller- Moreno.
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b) TEOREMA 4.2. Sia G = PQ, PeSyl,(G), Q€ 8yl,(G), PG e
G contenga wun sottogruppo proprio mon wnilpotente, contenente Q.
Allora G ¢ minimale non in 4IvEl se e solo se G = P, X P,Q, ove
P,XPy =P, |P|=p e P,Q é un gruppo di Miller- Moreno.

DiM. Sia P,Q, con PI; P, il sottogruppo proprio non nilpotente
esistente per ipotesi. Allora, in virtu del teorema B, & P,®(Q) =
=P, xD(Q), per cui anche PP(Q) & nilpotente (teorema B). Ne
segue che, posto @ = (x) , x induce per coniugio su P un automor
fismo d’ordine q . Allora Cp(x) 7% {1}, altrimenti G e 49Uvd . Affer-
miamo che P & abeliano. Sia per assurdo Z(P) #% P . Supponiamo
innanzitutto Z(P)Q nilpotente. Allora Z(P) A P, = {1}, da cui
Z(P)P, =Z(P) X P, , e Z(P)P,Q non nilpotente implica Z(P) x P, =P,
un assurdo. Resta il caso Z(P)Q non nilpotente. Allora z opera
f.p.f. su Z(P) per cui si ha Cp(x) A Z(P) = {1}. Come sopra si
giunge a Cp(x) X Z(P) = P, ancora un assurdo. In conclusione &
Z(P)=P e P & abeliano. B P, A Cp(x) = {1}, e quindi P,Cp(x) =
=P, X @p(x). Sia P, un sottogruppo d’ordine p di Cp(x).

P,P,Qe 49Wvd e quindi P,P,Q =G e P, = Cp(x). Per concludere
ci basta dimostrare che P, ¢ normale minimo. Sia P normale mi-
nimo in G, con PF < P,.P}P, Q¢ 4I9vél e quindi P¥P,Q = G.
Ne segue che P¥ = P,.

Anche qui e triviale verificare che i gruppi descritti nell’enun-
ciato sono minimali non in 49UvEl .

.¢) TEOREMA 4.3. Sia G =PQ, PeSyl,(G), Qe Syl ,(G), PG e
G contenga un sottogruppo proprio non wmilpotente, contenente P . Allora
G é minimale non in gIE se e solo se ¢ uno dei sequenti gruppi :

(i) @ = (y), dordine ¢*, n =2, P é normale minimo ¢ y opera
come automorfismo d’ordine g%, privo di orbite di cardinalita q .
(ii)) @ = <waf'/lqu =y=1, [z,y]=1, n=> 1>’ <qu?/><G
e G/{x1,y) é un gruppo di Miller- Moreno..
(i) @ = (x,y|a" =y1 =1, av =1+ ¢n>8), (at,y)qE
e G/{x?,y) & un gruppo di Miller- Moreno.

(iv) @ & un gruppo dei quaternioni d’ordine 8 ¢ |P| =1p.

Div. Sia PQ,, {1} # @, ; @ il sottogruppo non nilpotente di G
dato per ipotesi. Usando il teorema B & facile dedurre che & @, <-@
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e, posto @, = (x), che = opera f.p.f. su P. Cosi § ha un sottogruppo
massimo ciclico. Se poi @ avesse due sottogruppi massimi non ci-
clici, entrambi centralizzerebbero P, ed allora @ stesso centraliz-
zerebbe P . Quindi @ ha al pit un sottogruppo massimo non ciclico.
P & normale minimo in G; infatti se {1} 74 P* 2 P e P*<@, allora
P*@Q ¢ non nilpotente e quindi @ & ciclico e P*®(Q) = P* X D(Q)
(teorema B). Ma questo & un assurdo in quanto ¢ ha un sottogruppo
massimo ciclico i cui generatori operano f.p.f. su P.

(i) Supponiamo — come primo caso — che @ sia ciclico. Posto
Q = (y), sard |Q| = q® e y2c Cy(P). Se poi y ammettesse un’orbita
di lunghezza q, y% centralizzerebbe tale orbita; ma y% = 2' con
{r,q) =1, per cui esso opera f.p.f. su P.

(ii) Sia ora @ =(z,y|e" =yi=1, [z,y]=1, n>0).Sen>1,
{x9, y) & non ciclico, e quindi P(z9,y) é nilpotente; se n=1, @
€ abeliano elementare d’ordine q2. Poiché @ opera irriducibilmente su
P, per un noto teorema ¢ @/Cy(P) ciclico, e quindi, scegliendo even-
tualmente nuovi generatori, si pud supporre Cy(P) = (x4, y) =(y).
I1 resto & banale.

(iii) Con (i) e (ii) abbiamo esaurito le possibilitd con @ abeliano.
Poniamo ora @ =(x,y|s" =y1=1, a¥ =g1+td"!, qn>8). In Q
I'unico sottogruppo massimo non ciclico & («%,y) ; osservato que-
sto, si conclude esattamente come nel caso (ii).

(iv) Sia @ un gruppo dei quaternioni d’ordine 8. In questo caso
2« induce su P un automorfismo f.p.f. d’ordine 2, per cui tale auto-
morfismo & linversione. P, essendo normale minimo, ha dunque
ordine p .

Tutti gli altri gruppi non abeliani dotati di un sottogruppo mas-
simo ciclico, hanno piu di un sottogruppo massimo non ciclico, e
quindi — come osservato — sono da escludersi.

Una verifica non difficile prova il viceversa.

5. — Bsaminiamo infine il caso |w(@)| = 3. Anche qui distin-
guiamo due sottocasi:

a) G ha un complemento di Sylow normale e nilpotente.
b) G & privo di complementi di Sylow normali e nilpotenti.

(Ricordiamo che, per il lemma 2.2., G ha almeno un comple-
mento di Sylow normale).
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a) TEOREMA 6.1. Sia G = PQR, con Pe Syl (G), Qe Syl (G) ed
Re 8yl (G), ¢ sia PQ =P X QQG. Allora G ¢ minimale non in
49WE se ¢ solo se G =P X QR , con |P|=1p e QR gruppo di Miller-
Moreno.

Diu. PR e QR appartengono ad 49Uve] e se fossero entrambi non
nilpotenti, G stesso dovrebbe stare in 49UvEl (teorema B). Allora,
per esempio, PR =P X R e quindi G =P X QR. R & ciclico e i
suoi generatori inducono su ¢ automorfismi d’ordine r, f.p.f. Siano
@, e P, sottogruppi normali minimi di ¢, con @, <@ e P, < P.

Se P,Q,R = @, allora, posto R=(x), x agirebbe f.p.f. su P,Q,,
mentre PR = P X R. Quindi QR é un gruppo di Miller-Moreno.
Infine P < Z(G) implica |P| = p, essendo P normale minimo.

Il viceversa & chiaro.

b) TEOREMA 5.2. Sia |w(G| =3 e G sia privo di complements di
Sylow mormali e nilpotenti. Allora G ¢é minimale non in SIEl se
e solo se G = P(z), PeBSyl,(G), con P normale minimo, |z| = qr
con (qr,p) =1 e Ce(P) =

DiM. G ha una torre di Sylow (lemma 2.2):
{IlaP<aPQ<QPQR = G, con P, @, R sistema completo alla Hall
di sottogruppi di Sylow di G. Ora PQ & non nilpotente, quindi
Q = (x), e  opera f.p.f. d’ordine q su P. Sia R, <-R. PQR, &
un 49Uv@d-gruppo non nilpotente, e quindi R, <1 PQR,, da cui

1 < Cg(@). Ma z opera f.p.f. su R, e quindi R, ={I} ed |R|— r.

Sia P, un sottogruppo normale minimo di ¢, contenuto in P.
PIQREA.%va implicherebbe @ anormale in PlQR e Q4AQR, una
contraddizione. Allora P, =P, P e abeliano elementare ed & tra-
sformato irriducibilmente da QR Poniamo R = (y); se y opera
fp.f. su @, deve centralizzare P, altrimenti PQ ammetterebbe un
f.p.f.-automorfismo d’ordine primo, e sarebbe nilpotente. Si avrebbe
allora P X R = Cg4(P)dG, un assurdo. Allora QR =@ X R e
quindi PR =~ P X R. Si consideri PO(Q)R ; R agisce f.p.f. su D(Q)
per cui P(Q) = {1} e |Q|= q . Da qui la conclusione & facile.

Non ¢ poi difficile verificare la safficienza.

OsSERVAZIONE 1. Costruzioni esplicite dei gruppi quali desecritti
nei teoremi 3.1, 4.3(i) e 5.2 si possono realizzare analogamente a
quanto fatto in [12], facendo ricorso alla teoria dei corpi di Galois.
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OSSERVAZIONE 2. Volendo, una caratterizzazione dei gruppi mini-
mali non in 9vE la si pud ottenere intersecando la classe &S con
quella dei gruppi minimsli non in §, determinata in [12].

6. — LE crAssI Ivdél ED 49Uvg8 . Una definizione simmetrica
della classe gruppale 49UvEl & rappresentata da quella della classe

Ivsél = {gruppi in cui ogni sottogruppo & o normale o subanor-
male}{. Le classi 49Uvél e IlvgEll sono a loro volta sottoclassi della
classe 49Uvsé = {gruppi in cui ogni sottogruppo & o subnormale o

subnormale ! (*). Vogliamo in quest’ultimo numero dedicare alcune
considerazioni a queste classi gruppali.

TEOREMA 6.1. Sia § la classe det gruppi risolubils.

Allora risulta : (1) § n (49Uvgdl) = 494 .
(i) & n (Fvgsdl) = & .

Dim. (i) Se G & nilpotente, la conclusione & triviale. Sia G non
nilpotente. Allora G possiede un sottogruppo di Sylow subanormale
e quindi possiede un p-sottogruppo H minimale subanormale. Per
un teorema di P. Hall [6] (**), H é normalizzante di un sistema di
Sylow di G, e poiché i normalizzanti di sistema formano una classe
completa di coniugio, ogni q-sottogruppo di Sylow di @G, con q % p,
é subnormale in G . Allora H = 9(,(P) se P é il p-Sylow-sottogruppo
del sistema normalizzato da H. Ne segue che H & anormale in @,
e tale & quindi ogni sottogruppo che lo contiene. Questo vale per ogni
minimale subanormale, da cui (i).

(i) 8§ n (9vsd) < & n (4Ivsd) < 598, e poiché un sotto-
gruppo proprio subanormale non é mai subnormale, si ha §n
(9tvaél) = .

Per gli eventuali gruppi non risolubili di 49Uvg&l vale la se-
guente proposizione :

PrROPOSIZIONE 6.2. Se G ¢ un gruppo dordine minimo non riso-
lubile di 39Uvs&l , allora G é semplice non abeliano.

Dmv. Sia HI G e sia K< H. Se K fosse subanormale in @,
esisterebbe una catena K = K, < K; <... < K, = G con K, anor-

(*) Si tratta evidentemente di classi tutte chiuse rispetto ai quozienti.
(**) Vedasi anche Satz VI.11.21 in [7].
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male in K, ,,i=0,1,.., n—1. Sia i, 'indice per cui Kio <He
K, 1< H, esia wcK, ,\H. Devessere ve(H,; ,K7) < (H,H") =
= H, assurdo. Allora necessariamente ogni sottogruppo di H & sub-
normale in G. H & quindi nilpotente, per cui anche risolubile.
G/H € 49Tv48 perché immagine omomorfa di un 49vgd-gruppo, e
se fosse |G/H| < |G|, G/H sarebbe risolubile, e lo sarebbe anche
G . Allora|G/H|=|G|, cioé H = {1}.

COROLLARIO 6.3. Se G ¢é un gruppo d’ordine minimo non risolubile
di Ivgl , allora G ¢é semplice non abeliano.

Per il momento non siamo riusciti a decidere se esistono gruppi
semplici non abeliani i cui sottogruppi non identici siano tutti suba-
normali. L’esistenza o meno di tali gruppi equivale all’essere IUv4&l
ed 49UlvgE sovraclassi proprie o meno di Ivd e di 49UvE rispet-
tivamente. Se Ilv4El fosse una estensione propria di Itvd , la con-
dizione di appartenenza di un gruppo ad IUv4E non si erediterebbe
ai sottogruppi :

PROPOSIZIONE 6.4. Sia Ge Ivsl , ma G¢ IwE . Allora G pos-
siede wn sottogruppo H tale che H ¢ Nvsd .

Dm. Sia G wun controesempio d’ordine minimo. Poiche
Ge AN\ I, G & non risolubile (per 6.1(ii)). Se esistesse
N {1}, con N ;L G, per un argomento gia usato nella dimostra-
zione del teorema 6.2, N sarebbe nilpotente, e quindi G/N non
risolubile. Allora anche G/N e IvsANIvA . Ora da |G/N|<|G|
segue che esiste K/N < G/N, con K|/N¢Ilvsél, assurdo perche
K/N ¢ immagine omomorfa di K e 9lvgdl . Pertanto G & semplice
non abeliano. Ogni sottogruppo X di G, X # G, sta in IWvE,
perché altrimenti X conterrebbe un sottogruppo A ¢ Ilvgél, assurdo
perche A < G. Gli 9lvd-gruppi sono supersolubili, e cosi G sarebbe
un gruppo semplice non abeliano a sottogruppi propri supersolubili,
contraddizione.

COROLLARIO 6.5. Un gruppo G é minimale non in IUv4El se e solo
se G ¢ minimale non in IvE .

DiM. Sia M un sottogruppo massimo di G'. Allora M ed ogni
suo sottogruppo stanno in Ilvgll. Per 6.4 M & allora risolubile e
quindi M € 9tvg (teorema 6.1(ii)).
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Viceversa, un gruppo minimale non in 9tv¢] é risolubile e quindi
non appartiene ad 9Ilvsd .

In analogia a quanto visto in 6.4, se & 4Ivsd #~ 49vE , anche
49Uv4E & non ereditaria :

PROPOSIZIONE 6.6. Sia Ge4Ivsl, ¢ G ¢ 49WE . Allora G pos-
siede un sottogruppo H con H ¢ 4Ivs .

Dim. Con lo stesso argomento usato in 6.4 si arriva a dimostrare
che un controesempio d’ordine minimo & semplice, e che i suoi sot-
togruppi propri stanno in 49Yvél . Allora, in virtu del teorema 1.1.,
G ~ PSL(2,2P), con 2P—1 primo di Mersenne. Sia P e Syl,(G). Se P
é anormale in un sottogruppo X < G, allora per un ben noto teo-
rema di Burnside, essendo P abeliano, P ha complemento normale
in X e quindi X % G; allora, per il teorema B, P deve essere
ciclico, una contraddizione.

Terminiamo dimostrando che i gruppi semplici minimali non
stanno in 49Uvsd .

LEMMA 6.7. Sia G un gruppo semplice. Se i 2-sottogruppi di Sylow
di G hanno a due a due interseziome identica, G ¢ 5IvgEl .

DiM. Sia PeSyly,(G) e P sia anormale in X < G. Allora X e
un gruppo di Frobenius, con P complemento del nucleo. Quindi P
& o ciclico o generalizzato dei quaternioni, in contrasto con la sem-
plicitd di G.

TEOREMA 6.8. 49Uvdsll non contiene alcun gruppo semplice mini-
male.

Dim. In base al lemma 6.7 si escludono i gruppi Sz(29), g primo
dispari. Supponiamo allora G =PSL(2, pf), p! > 3. Scelto P e Syl (&),
& noto che P & abeliano elementare ([7] Hauptsatz II.8.27). Sla. P
anormale in X < G . Per Burnside P ha complemento normale in X,
e quindi X # G, e, sempre per [7]1I1.8.27, 'unica possibilita & che
sia X ~ A,. B quindi p=3 e |P| = 3; allora, per questioni di
ordine (su G), rlsulta, pf = 3, assurdo. Resta unicamente il caso
G ~PSL(3,3). E|G| 243313. Sia PeSyl4,(@), e supponiamo
Gedmvda P ¢ anormale in X < G ; sempre per Burnside P ha
complemento normale N in X, e quindi X £ Q.
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Poiché P opera f.p.f. su N, N & nilpotente [13].

13 non divide 2°—1 per n < 4, per cui N sard un 3-gruppo,
e dovendo essere 13| [N| — 1, dovra essere |N| =3 ed N nor-
male minimo in X. Ma N non & abeliano ([7] Satz IIL.16.3).
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