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Integrazione del problema dell’elastostatica
nel caso asimmetrico e con coppie di contatto
Applicazione al problema delle piastre

II= Parte

SERGIO BRESSAN *

Parte 112 — Integrazione del problema della statica delle piastre di
spessore qualunque mel caso asimmetrico e con coppie di
contatto - Caso della piastra sottile.

§ 1. - Introduzione.

Nella 12 parte () di questo lavoro ho esteso, all’integrazione del
problema dell’elastostatica isoterma per un continno di Cosserat con
caratteristiche di tensione asimmetriche e con coppie di contatto,
il metodo di integrazione applicato da G. Grioli per un continuo
classico con «stress » simmetrico. In questa II* parte elaboro la
precedente teoria in modo da renderla pit comoda per affrontare
lo studio di una piastra di spessore qualunque. Sviluppo quindi la
teoria ordinaria della piastra sottile.

(*) Indirizzo dell’A.: Seminario Matematico, Via Belzoni, 7 - 35100
Padova.

Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo Nazionale per la Fisica Ma-
tematica del C.N.R.

(1) S. BRESSAN, Integrazione del Problema dell’elastostatica ... » I
Parte - Rendiconti del Seminario Matematico dell’Universitd di Padova.
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Per mettere in evidenza la profonda differenza dei risultati che
un continuo di Cosserat con rotazioni libere comporta rispetto ad
un sistema classico simmetrico, ricavo in modo esplicito, nel caso
della piastra sottile, omogenea e nell’ipotesi di isotropia elastica, le
espressioni delle derivate seconde della terza componente dello
spostamento (abbassamento) da cui si ricavano le formule fonda-
mentali della teoria ordinaria (momenti flettenti, ece.).

§ 2. - Premesse.

Sia C una piastra di sezione media piana A, ¢ il suo bordo, por-
zione cilindrica colle generatrici ortogonali alla sezione media, ed
Il 'intersezione di o con questa (I & il contorno di A).

La terna trirettangola e levogira 0z, @, x, di riferimento abbia il
Ppiano z, = 0 coincidente colla sezione media della piastra 4. Sup-
poniamo, ad esempio, che detto piano x, = 0 sia orizzontale e che
I’asse x; sia orientato verso il basso. Sia h lo spessore costante
della piastra.

Chiamo inoltre g,(x,,®,) (r =1,2,3) le componenti della den-
sitd di un carico verticale distribuito sulla faceia superiore e 7.(x; , %,)
(r =1, 2, 3) ’angalogo per la coppia di contatto.

Se la piastra appoggia sm una striscia A* della faccia inferiore,
denoto con G,(r =1, 2,3) le componenti della densitd di reazione
vincolare e con R, (r =1, 2,3) quelle analoghe di coppia.

Sia ¢’ la parte in o ove é presente un vincolo di incastro e I
la corrispondente porzione di I. Chiamo @, (r =1, 2, 3) la densita
di reazione vincolare d’incastro e u, (r =1, 2, 3) I’analogo per la
coppia. Siano inoltre f, (r = 1, 2, 3) la densitd di forza superficiale
esterna agente su ¢—o’ ed m, (r =1, 2, 3) I’analogo per la coppia
specifica.

Per le ipotesi fatte le equazioni dell’equilibrio si possono scrivere :

X

r8,s 0

115,1) in € (r=1,2,3)
Nesss tbrpg Xgp = 0

2 / I su o — o'
112,2) S X,n, =

(r=1,2,3)
1=s \(D, su o T
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2 s m, su ¢ —o
I12,3) S Nyn, = < (r=1,2,3)
1=8 Ky su o
b
Hem pma g
/ 3
X,‘_\ 0 » my = (@, ,0) EA—A*
h
— Gy, 2) > @y = ) ) (@, @) €A*
1I2,4) (r=1,2,3)
h
/1',.(.701 ) %) per x; = — 5
/ h .
an\”io YB3 = (@ ,2)eA—A
\ h *
— R ,2) » @ = o H (@ ,m) €A
(r=1,2,3)
§ 3. - Sviluppi generali.
Serivo :
dt h2\¢
11%,5) Q(@;) = Ws (mz - '4—) t=0,1,2,3,..)
. . - . . h
e considero la successione {@,} di polinomi nell’intervallo|{ — TREYA

Si vede facilmente che i polinomi sono ortogonali (2) e che ognuna
delle X,, e delle N,, & sviluppabile in quell’intervallo in serie dei
@, con coefficienti dipendenti da x,, =,.

(?) Se si prescinde da fattori indipendenti da =,, coincidono coi poli-
nomi di Legendre relativi all’intervallo (—h/2, h/2).
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Pongo allora :

<6
Xy = zt ,:;t Q:
II2,6) o= (rys =1,2,8; ¢t=0,1,2..)
< @
Nrs = Z ’]:;t’ Qt
o=t Fi
ove &:
[ h/2
‘frst =f .y Xr.th d‘”a
—h/2
1I%,7) Ve (rs =1,2,3)(t =0,1,2,..)
Prst = f N, Q, dz,
—n2
B2
II2,8) K = Q2 da, t=0,1,2..)

—h/2

Indico con {w,} la successione di tutti i monomi del tipo a7 xf
ordinati in modo che il grado non decresca al crescere di A.
Chiamo poi P, il polinomio ottenuto aggiungendo a w, quella
combinazione lineare dei monomi w,, w,,..w, ; che rende P,
ortogonale in A4 a w,, w,,... w, ;. Sia {P,| la successione di tutti i
polinomi ortogonali in 4 e linearmente indipendenti cosi definiti @).
Si pud scrivere :

b P
§rst = Z Sr“z AP A
0=2 02
I13,9) (r,s=1,2,3;t=0,1,2,..)
Prst = ozl 'z% AP )

ove &:

1 :
A

e il soprassegno indica il valor medio in 4.

(®) Vedi: PicoNE, Lezioni di Analisi funzionale (1946-47).
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Osservo che, colla notazione ad un solo indice (vedi parte I}
Pespressione dell’energia potenziale elastica relativa all’intera piastra &:

ITa,10) Wiot. = > Z 2 Z Z Mys & Py & Py +

o=t Ky o=2 9/1 1=r,8

+ Nys 9Py @ P,

§ 4. - Proprietd di media.

Pongo :
ﬂrt:\\——ger( —Z—) —>in A —A*
\\ .
9:9; ?> + G;Q;( >] — in A*
(r=1,2,3)
IIs,11)

/r,Qt(~ %) in 4 —A*

Vet = N

\ert(— b ) + R&,(%) in A¥—

(r=1,2,3)

Dalle (II2,1, 2, 3, 4) si ricavano le seguenti equazioni valide in A4 :

2
0¢ ,
I12,12) z Sl §r3t = B (r=1,23;t=0,1,2 yeee)
I=s 0%
2 3
op '
I12,13) z LA Prat + z Crpq ";:qpt = Yyt
l=s 0 (] 1=p,q

(r=1,23;t=0,1,2,..)
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ove si deve intendere :

h/2 dQ
rat = . X5 Wt dw,
112,14 M s r=1,2,3;t=0,1,..)
’ hi2 N th d.’D
Pr3t = w2 r3 daw, 3

Conviene modificare le (IT2,12,13) nel seguente modo.

Ricordando le (II2,5) si pud scrivere :

aQ:
A,

112,15) Q= 23 ap 28 ; = 37D ay o7

ove il segno >* sta ad indicare che le sommatorie sono estese ai
valori 0,2,4,...t 0 1,3,5 ... t di p a seconda che ¢ sia pari o
dispari. Conviene porre inoltre :

hj2
Nrsp = e X5 2% du,
112,16) "M’z (rs=1,2,3; p=0,1,2..)
Brgp = \ N, % dw,

Tenendo conto di (II°, 15, 16, 14) con semplici calcoli si vede
«he le (II°, 12) possono essere scritte :

2

" an
I12,17) Ep At z e PNy, 3, p1| = ﬂrt
i-s 0%

(r=1,2,3; t=0,1,..)
e le (IT13,13) :

. 2 99 :
11%,18) 22) Apt lz oL — 20, 3, p— T Z Crim Mmip | =
1=8 6"”3 1=Im

=9, (r=123; t=0,1,..)
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Alle II2,17,18) vanno associate le condizioni al contorno
h/2

f+Q.dz, su 1V
—n2

hj2
NIRRT

112,19) 3% aptzn,s,,n = (r=1,2,3; 1=0,1,...)

hj2

/ m,Q,da:s sul—l
11#,20) ZP apt Z "9rsp g = _\ e (r=1,2,3 ; t=0,1,...)
AN f 14,Q.dw, su U

Pongo infine :
B2

1
1I2,21) ,},57')1 e=—7 { fw'; x; [ (D,.Qt } al 4+
v -

v [ f £,Q; & ]dl + fAﬁ,,w;'w;dA}

e
1 h/2
112,22) Iily=— I{ f o] 2} [ f e Qs dwa] a +
v —h/2
L]
2
+ ] w3 [ f m,Q; dwa} dal 4 f Yy T Ty dA}
-v h A
)
Con semplici calcoli (%) da (118,17, 18,19, 20) e da (I3, 21, 22)
8i ha:

(*) I1 procedimento & analogo a quello usato da G. Griorl, in Rela-
zioni quantitative per lo stato tensionale di un qualunque sistema ..., Annali
di Matematica pura e applicata, Serie IV, Tomo XXXIII, 1952
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I12,23) 25 Ot ML N + D Uy T DT gy, -

+ Z; Qpt P wf .’I}; Nr,3,p—1 — 757%
112,24) 3%y 1 0 By + Dp g T B Dy

* 7 T —_ * N T (7
+ Zp Aps PE] T5 p 3,54 > Apt Ty Ty lZ Crim Mty = 1 (AN
m

ove, al solito, il soprassegno indica il valor medio in A.

§ 5. - Integrazione del problema della piastra di spessore qualunque. °

Per (112,21, 22) le equazioni cardinali della Statica si possono
serivere :

71({())0 =0 (r =1, 2, 3)
Yo — Hdo + Tiha = 0

1.0.0 0.1.0
I12,25) ? (
3 1 2
74())0 — Yobs T F(()())o =0

Yoor — Yomo T Loo =10
Chiamo oY), e P(,,t gli addendi incogniti contenuti nelle espres-
sioni delle y‘” e F,‘,’,)t rispettivamente. Ad ogni scelte dei valori
medi :

nrsp .’]9"17, w‘;’? 171‘822 $;7 m;’ "9131) 0}'", w2 ’ ﬁf&'j’) w717 w;
soddisfacenti (II#,23,24) e dei off), e PU), soddisfacenti le (II?, 25)
corrisponde una scelta di valori medi &, P, @ P, (rs =1,
2, 3). Per ogni ¢t denoto con I,; linsieme di tutte le diciottuple di

valori medi £, P, ¢, P, (rys =1,2,3) cosi costruite per 1 =
=0,1,2..m . Per quanto dlmostrato nella parte I2 posso dire che
ogni soluzione di quadrato sommabile delle equazioni (II#,17,18)

colle condizioni al contorno (II2, 19, 20) & sviluppabile in serie del
tipo (II°, 19) a patto che le costanti &, P, ¢, P, che ivi com-
paiono, appartengano al medesimo I,,. Una volta ricavate dalle
(I12,9) le &5 @ps; le (I12,6) ci danno tutte le soluzioni di quadrato
sommabile delle equazioni (113, 1, 2, 3, 4).
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Ricordando ancora i risultati della Parte I#, dico che la soluzione
effettiva & quella che soddisfa al teorema variazionale del tipo di
quello di Menabrea. Cid comporta, in sostanza, la scelta di quelle
diciottuple &, P;, @, P, che, appartenendo per ogni ¢ all’in-

sieme I,,,, minimizzano la corrispondente energia potenziale elastica.

Osservo che, nelle applicazioni concrete, gli sviluppi (II2, 6,9,
10) vanno arrestati ad un certo termine; ad esempio t< p, 1< gq.

Le approssimazioni, minimizzanti 1a corrispondente energia W (m),
cosi ottenute per le X,; e N,, convergono in media verso la solu-
zione richiesta al divergere di p e gq.

Nel caso della piastra, la piccolezza dello spessore di fronte alle
altre dimensioni, permette in genere di limitare a pochi termini gli
sviluppi suddetti. In una «teoria ordinaria » per i continui di Cos-
serat si considerano solo i termini per ¢ = 0,1, 2.

§ 6 - Caso della piastra sottile.

Premetto che nella teoria ordinaria, in analogia col caso classico
di stress asimmetrico, supponendo la striscia di appoggio A* molto
sottile, si sostituisce il vincolo di appoggio con un vincolo fittizio
agente sul contorno o. In sostanza immagino di conglobare (sul-
Popportuna porzione ¢” di o) nei vettori f e @ e in m e u rispet-
tivamente il contributo dato da @, e R, (r =1, 2,3). Si osservi
che, allora, in (II2,12,13) va posto G, =0e B, =0 (r =1,2,3)
nelle rispettive espressioni di §,; e »,. Inoltre, per gli scopi che mi
prefiggo, suppongo, per semplicitd, che sia: r, = 0 e quindi N,, = 0

h
per w3=:|:—2~; g =0 (r=1,2) e quindi X, = X,; =0 per

h
Xy = :I: -‘5* .
Tenendo conto delle osservazioni sperimentali e supposto piceolo &,

si ritiene lecito, nella teoria ordinaria, arrestare lo sviluppo delle
X, (r,s =1,2) ai termini lineari in x,. Posto:
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h
F
112,26) Yrs =[ X5 @3 davg (rys =1,2,3)
h
Ty
h
2
¢f8 - er T d"”s
_tr
2

da II®, 6,7, 8) si ottiene :

1

12
118, 27) X, = e (xrs + e '/’n“%) (rys =1, 2)

con le x,, e v, [in base a (II3,12) per t = 0, 1] legate dal sistema :

22 OXlrs _
8=1 a ws
112,28) (r =1,2)
o s
Zoa, ="

In base a (II%,1), si riconosce che le X, e le X, (r = 1,2) sono
polinomi di secondo grado in x, e la X, di terzo.

Per la loro determinazione occorre tener conto delle (II%,12,13)
anche per ¢ = 2, 3,4. Si osservi che le &,, sono da ritenersi nulle
per r,8 =1,2 e t > 1 data ’ortogonalitd dei secondi membri delle
(I12,27) a @, Da (II%,12) per ¢ = 2, 3 siricava che le X,, (r = 1,2)
sono date da:

3 442
112,29) X, = E(l - —3) rs (r=1,2)

Le X, sono date da:

1 9  18x? 12z 18022 15
A Xyl ) e (5 - _)Q“']
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ove le yu, ¥y © Dy devono soddisfare le:

2

Xas _
2 om0
2 0Yss h
a —_— = — —
112,31) s§1 o, X33 1 g3
2
oD h? 9 h?
Z( 2+ xas)_'l“ss:_ga

0w, 6 om, 6

8=1

ottenute da (I13,12) per ¢ = 0, 1, 2.
La X, in base a (II3,12) per ¢ = 3,4 risulta essere espressa da -

2 K

10 . 322 3 1
st teng)%

1 3 6 30 120
11%,32) X33 = 3 [ 133(— - ﬁ‘”g) + (? T3 — =4~ $§>%3 +

Inoltre, nella «teoria ordinaria» per i Continui di Cosserat, in
base alla (I1%,1), si ritiene lecito arrestare gli sviluppi delle N,
(rys =1,2) e della N,, nelle (II2,6), ai termini di secondo grado
in ;. Gli sviluppi delle N,.(r =1,2) vanno arrestati ai termini
lineari in «,. Sempre in base a (II3,1), si riconosce che le N, ,(r =
=1, 2) sono polinomi di terzo grado in x,.

Posto :
h
ra
I12,33) 0 = / N, da, (rs =1,2,3)
1
T
h
2
112,34) M, = Ny @ dog (rys =1, 2,3)
h
)
L3
2
112,35) R,y = N,y @3 dary (ry8=1,2,3)
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8i ottengono per le N,, (r,s = 1, 2) le espressioni :

1522 12
3 ) + @y am,, +

1 9
IIa”36) Nrs = 7’,_ [Qrs (_4— - B2 h2

180x: 15
+_ 3———?9"8](7',6‘:1,2);
e per le N, (r =1,2) le:
1 12
112,37) Ny = T <er+ e M, z, ) (r=1,2)

ove le £,,, M, e I, sono legate dal sistema :

2 32 3
Z =+ Z Crpg Xpg = Tr (r=1,2)

s=1 0%  pg=1

2, 9%
E = F Aot — A2 =0

8=1 (9 s
2, 9N, h

1I0,38) > —2 -0, + z brpg Yop = — —— 1 (r=1,2)
s=1 3“'8 P,q=1 4

2
P> ( s _y, ‘92’*) UM, + S epy (12 B

(93 aw& p,q=1
— B Ygp) = 2 WP, (r=1,2)

-ottenuto da (II3,13) per ¢ = 0, 1, 2.
Le N,, (r =1,2), in base a (1I2,13) per f = 3, sono date da:

1 3 6 30 12023
i 5w a3 ) (s

b h?
10 3 3 1
+(——h;$§ + 5 $§+7%—Z)Tr] (r=1,2)

ove le £, e JN,, compaiono nelle condizioni (II#,38).
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Per la N,, bisogna tener conto di (II2,13) per ¢ = 3,4. Risulta :

1/3 6
113’40) Nas = T (? T ) 233

ove £., in base a (I13,13) per ¢ = 1 deve soddisfare la

I12,41) z 38 — a3 + Yo — Y =0.

Alle condizioni (II?, 28, 31, 38, 41) vanno associate le condizioni
sul contorno ! di A. Per oftenrle moltiplico ambo i membri di

h h
(112, 2, 3) per @;dx, e integro fra — — e — - Fra le infinite
8 2 2

relazioni che si hanno al variare del parametro #, considero quelle
che si ottengono ponendo ¢t =0,1,2. Si ha:

3
2
Sl frdmy, sul -0

)
2 T2
2 Ars Mg = r=123)
= h
s=1 L]

1I5,42)

M

/ mydo, saul—1V
Q0 my — (r=1,2,3)
1 13

2
\f Y

n

)

8
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11°,43)

112,44)

2
S (12, —h2  yg)ny =
8§=1

Sergio Bressan

frws . SU 1=0

i (r =1,2,3)
\f D, xy dwy su l'
h
2
/ my Gy d"‘vs sul—V
h
2
(r=1,2)

3
2

\/ Uy Ty dmg s
3

B
// fQ203—1) doy sul -1V
h
oy

N
. / D,(1203—h?) da, su U
a

2
// , Me(1205— 1) day su i -V
\ )

z (12 m’s_hz Qrs)ns = (r - 1, 2)

P N 1
\ 2
\‘f pr(1203— 1) dag su ¥
13
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Si verifica facilmente che le X, date da (II%, 27, 29, 30, 32) e
le N,, date da (II2, 36, 37, 39, 40) in base a (II%, 28, 31, 38, 41, 43,
43, 44) soddisfano le (I12,1) e tutte le condizioni al contorno).

Per determinare gli insiemi I, , I, , I, ricordo che essi sono for-

mati coi valori medi: yx,,P;, ¥,:P;, @ P;, L, P, M, .P,, NP,
cio¢ mediante combinazioni lineari dei valori medi g7, 7 ... ecec.,

legati dalle relazioni che si deducono dalle (II2,23, 24). Si osservi
che é&:

Nrso = Xrs 9 Nrsy = Vs 9 Npsy = ¢rs
(rs =1, 2,3)
07'80 = Qrs ’ ﬁrs, = mrs ’ =N

TSz rs

Ricordo che ai secondi membri delle (IT2,23,24) va pensato
conglobato il termine dovuto all’eventuale vincolo fittizio che sosti-
tuisce 1’appoggio.

Arrestando gli sviluppi (I13,9) al termine di ordine m 4 1 si
ha per t =10,1,2:

P < nrs O'Pl
2

(m) _ z XN A P — z P).
i=0 01 i=0 01
112,45) (rys =1,2,3)
m e.P m 9., P
R(m) rs_A p r80°i p
Ago Q% g lgo 2 *

(m)_z "/’rs z 17-P
9

i=0 91 =0
112,46) (rys =1,2,3)
LR | (O 4 m 9, P
m’(f:) — z f; A-Pl — Z 1'812 Y -Pl
i=0 0@} i=o @)
m @ P m P
D = > '82 2 P=3 ﬁﬂ?l_ P,
i=0 @3 i=0 03
112,47) (r,8=1,2,3)
m NP m 9,.,.P
Ny =3 52 P=3 2L P
i=0 i i=0 93

Dalla (I12,10) facendo ¢ = 0,1,2 e tenendo conto delle espres-
sioni (112,27, 29, 30, 32, 36, 37, 39, 40) delle X,, e N, e degli svi-
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lippi (I3, 45, 46, 47) si ricava l’espressione dell’energia potenziale
elastica corrispondente W, .

Se negli sviluppi (112, 45, 46, 47) si scelgono i coefficienti appar-
tenenti agli stessi I, , I, , I,,, gli sviluppi stessi verificano le
condizioni (II%, 28, 31, 38, 41, 42, 43, 44). Scegliendo fra essi quelli
che rendono minima ’energia potenziale elastica si ottiene la solu-
zione del problema dell’equilibrio della piastra nell’ordine di appros-
simazione della teoria ordinaria.

§ 7. - Caso della piastra omogenea nell’ipotesi di isotropia ela-
stica.

G. Grioli, riferendosi al caso della piastra omogenea ed ela-
sticamente isotropa, ha fatto vedere che le mote espressioni, che
la teoria ordinaria del problema della flessione fornisce per i momenti
flettenti, sforzi di taglio, ecc., sono conseguenza necessaria delle
proprietd di media e dell’ordine di approssimazione concomitante
all’agsunzione delle espressioni approssimate per le caratteristiche
di tensione (3).

Nella teoria lineare dell’elasticitd per un continuo di Cosserat
vanno associate (%) alle equazioni dell’equilibrio le seguenti equa-
zioni costitutive :

II%,48) { Xpg = A&y Op + 2(0 + %) &g — %6,

Ny =a@; 0 + Brs + Vs

ove i coefficienti 4, u, %, a, B e y sono le costanti elastiche op-
portune. Inoltre ¢, ¢ il vettore della microrotazione e si ha:

(*) G. Griori, Integraziome del problema della statica delle piastre
omogenee di spessore qualumque, Annali della Scuola Normale Superiore
di Pisa, Serie III, vol. VI Fasc. 1-11 (1952).

(°) Vedi ad es. A. C. ERINGEN, Linear Theory of Micropolar Ela-
sticity, ONR Report, Purdue University Technical Report 29 (1965),
scheduled for publication in Journal of Mathematics and Mechanics.

A. C. ERINGEN, Theory of Micropolar Plates, Journal of applied
Mathematics and Physics, Vol. 18, Fase. 1 (1967) pp. 12-30.
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1
g Ers = 5 (Uyp,s + ug,,)
I1a,49) !

( Ors = Up,s + €y @y

ove &, ¢ il tensore di Ricei.

Posto allora :

| A+2u—+x A A i a+p+y a a
D = y! A+2u+x A A= a a+p+y o
A A A4+2u+x ’ a o a+p+y
da (II2,48) e (II2,49) si ottiene :
0%, 1 oy U+ % 7
II3,50) —2 = — /8L A2 2—22] -2 —
,0) 8-’17% 4 o, uD {[( +2p +x) ] o,
0Xa2 033 B . 7 )
— A2 Ok Ny — - Ny |-
(”H)(awa * 8%)}+ u(B2—7) ( Bope
02U 1 gy 4 +x { o1 a2
I13,51 = — 2= L " A42 222 == —
,01) o L o, uD [( +2p+%) ] o,
X1 033 xp Y
— 2 — Nyp— -2 N, |-
( ll’+”) (aws + (91'3)} ‘u(ﬁz_yg) ( 12 /3 21)

ms5e) O _ 1 0 mtx
02, 0, u o o, 2 4-2ux

Oz MH% Ofer |
0%, w0y
#2 -2 ux

ud {[(a +8 +7)2““12]N33 —a(B+y)( Ny +N22)} +

+ ,uiD { [(a—{—ﬂ +y)2—a*| Ny, —a(p +7)(N11+N33)} .
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In base a (I8, 27, 29, 30, 32, 36) le (II#, 50, 51, 52) diventano :

0. 1 9 1522\ ¢ 122, o
3 __[(4 h23> X1 + 3 0¥s1 +

112,53 =
/53) oy uh 0%, R om

+(180w§ 15)3%]_ ut+x 1

" W) em | wD

12 B2 {[()‘+2”+” ’12] hz Yu—

12 30 360.’1}2
— M2p+%) [ (Yoo —®3X33) + (F T A )"/’33 +

6. 3
+( 30m3+ w3 ?)g]}-l—
= 1 1(9 16x %
+ ——C w(F—7) 5y [(T 3) (221 - —ﬁ— 212) +

12z, Y 180a2 15
# 5 (oma = o) (5 = 52 (1= )]

ey 2% _ L _ 1598\ g 120} oym
om} ph h* ] 0w, B oz,
180022 ‘u_,_” 1
2 2__ 2] ——
+( e ) ] uD W {[‘” p—22] hg Vo —

30 360{1)2
Pas+

12
— M2p+x) [ e (9 — ‘”3%33)+<h2 -
L
hz X2 h xa—l_? g -

-t - e

12z 180x2 15
(e ) B )
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ey o= ()
(5 -5 Sl e 3 f e T )
+ (P a) %) fumatp+) -
_ 1% ) (211 + La) + o (I, + M) +
R D
+2 {[(a By —a] [(i - 1—51’3) £ +
A h s
n lia'}a 22+ (180.7)3 _ 1h5 )mm] — a(B+y) [( 9 15$2 )211

L 12m 5 (180:03 15

3 622
h2 11+ - ﬁ‘) mn +(7 % )233]}

Nell’ordine di approssimazione della teoria ordinaria & lecito
sostituire alle (II2, 53, 54, 55) le espressioni pilt semplici

2 1 (180x2
112,56) Ky =— ( 8 Y3 15) 8(1531 — ,u,_-l—_n[

2
o~ i - ([(A+2p-+4]

36042
— 212y, — 12428 + X)ps + (30 — —hi) %3] +

xB (1802 v
i () (o= )}
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Puy 1 {( 18023 15) 8D,

Ta,5
II2,57) ot = i

B 0w,

”+ [([A+2y + 2] — 22) 129y, — A2u+ %)12 3, +

3602 % 1802
+(30 T TR 3)'/’33] pi— ’ 2( 2 - 15)( Ry — % mzz)}'

oug 1 { 18022 1 5) 0Dy,
0m, 0wy  puhy h? 0%,

2+ ux + ~+x [ 180x%
+ :I;-ITIZ;clz ("l"m~ ‘uT ’l’m) +IL‘T< n2 2~ 15)(m11+m22> +

% (18022
A4 h?

1Is,58)

_I._

-+ - 15) [— a(f + y) mu + [(a + ﬁ+7)2_ 02] m%J } :

Le condizioni di integrabilitd delle (II2,56,57,58) sono certa-
mente verificate dagli sviluppi (II#,45, 46, 47) minimizzanti in I,
I, , I,, Penergia potenziale elastica corrispondente.

Ricordando che nel caso classico di «stress» simmetrico si ha :

0%u, 12
T T (Y11 — vPa)
1

0%u, 12

112,59) = 73 (Yoo — vpyy)
awg En3 22 11
Fug 12 (1 + )
owom,  ER

dove E e v denotano il modulo di Young ed il coefficiente di
Poisson, si pud porre in analogia :

W(2A+2p+-2) (A4-2u +3x) +2A4u

B = —
(1) (@A+2u+x)

II2,60)
2

- 244-2u % '
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Le (II2, 56, 57, 58) si scrivono allora :

I12,61) a;:g = —El—% (Yo —v"pyy) + 7‘1,73 R,

\ Bijgjcg - 172 (%;u—:;m e ﬂ; : %1) * ;;—3 o
ove e
R, =(18;gxg - 15) [361;;1 + ﬁ;‘_ﬁ 5 (mm_% m’lz) ]

2
R, =(180w3 — 15) {(& + ‘%—[“ a(f+y) Ny, +

+([a+ﬂ+7]2—ag)m22} + ,u;ll-x (9111 + mzz)}”

Manoseritto pervenuto in redazione il 1 dicembre 1976.



