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REND. SEm. MaT. UNiv. Papova, Vol. 57 (1977)

Deduzione della teoria dei fluidi maxwelliani
dalla termodinamica dei sistemi continui

EMILIA SANSONE (*)

Introduzione.

In uno studio sui gas rarefatti ([1]) J. C. Maxwell, applicando i
metodi della meccanica statistica ad un modello molecolare piu
accurato di quello adottato per i gas perfetti, pervenne ad un’equa-
zione costitutiva per il tensore degli sforzi T in cui figuravano,
linearmente, il gradiente di velocitd e le derivate seconde spaziali
del campo di temperatura 6. Fu appunto la dipendenza dalle deri-
vate di 0 a consentire a J. C. Maxwell 'interpretazione teoriea di
alcuni effetti sperimentali rilevati da W. Crookes, Kundt e Warburg
per i gas rarefatti (cfr.[Z]) e da H. L. M. Helmholtz e Piotrowski per
i liquidi (cfr. [3]). Un’ulteriore conferma di tali risultati fu data poi
da O. Reynolds (cfr.[4]).

C. Truesdell, in [5] (cfr. anche [6],[7],[8],[9]) ha ripreso lo
studio dei suddetti effetti nell’ambito della teoria dei continui,
nell’intento di eliminare le ipotesi restrittive proprie della teoria
cinetica. Tale Autore, infatti, considera una classe di fluidi, detti
maxwelliani, per i quali le equazioni costitutive del tensore degli
sforzi T e del vettore corrente di calore h dipendono analiticamente
dai seguenti argomenti :

o sr+1) _
(grad)? ¢, (grad)?0, (grad) =, (p,q,r,s,n =20,1,2,..m) dove

o ¢ la densitd del fluido, 6 il campo di temperatura, x il vettore
di posizione della generica particella e gli indiei (n) ed (r + 1) indi-

(*) Indirizzo dell’A.: Istituto Matematico dell’Universitd di Napoli,
Via Mezzocannone 8.

Lavoro eseguito nell’ambito delle attivitd del Gruppo Nazionale per
la Fisica Matematica del C.N.R.
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cano derivazioni temporali. Soddisfatto ecosi il principio di equi-
presenza, viene imposto anche quello di oggettivitd ; inoltre, intro-
dottii coefficienti di confronto u, e g, di viscosita e conduzione rispet-
tivamente, si sviluppano in serie di potenza di u, le equazioni costi-
tutive per T ed h, adimensionalizzate. Tali serie, arrestate ai termini
del 2° ordine in u, consentono di ritrovare, oltre ai risultati di J.
C. Maxwell, ulteriori previsioni teoriche tra cui ’effetto Brillouin
(dipendenza di h dal grad ¢ al 1° ordine).

C. Truesdell, perod (cfr ad es. [9]), non ricerca le restrizioni su T
ed kb derivanti dall’imporre il principio di dissipazione ridotta. La
termodinamica dei fluidi maxwelliani & invece ’oggetto di un recente
lavoro di M. Carrassi ed A. Morro [11], anche se la classe dei mate-
riali da Essi considerata & piu ristretta di quella analizzata da True-
sdell, poiché viene esclusa la dipendenza di T ed k da (grad)? 6®+0,
(grad)® @+ . Tali Autori, dedotte le restrizioni termodinamiche
imposte dalla disegnaglianza di Clausius-Duhem e dal principio di
oggettivita alle equazioni costitutive di T ed h, ne eseguono uno
sviluppo in serie di potenze di u, e confrontano i rismltati cosi
ottenuti con quelli determinati da C. Truesdell (cfr. ad es. [8] o
[9]). Dal confronto appare che il principio di dissipazione rende
impossibile la presenza, nello sviluppo di T ed kb, di alcuni termini.
Cosi, ad esempio, in T non figura grad gradG (a;l 20 ordine in u,)
mentre h & mdlpendente da grade (al 1° ordine in w,). In [11] si
conclude che la teoria dei continui & incompatibile con la fenome-
nologia dei fluidi maxwelliani che possono, pertanto, studiarsi
soltanto con metodi statistici.

Nel presente lavoro si mostra che tale incompatibilitd non sussiste.
Infatti, per riottenere i rismltati di C. Truesdell & sufficiente sosti-
tuire la disegmaglianza di Clausims-Duhem con quella piu generale
proposta in [12] da I. Miiller (1), nella quale il flusso di entropia
non & h/6 (come nella diseguaglianza di Clamsius-Duhem) bensi

h
risulta dato da i + s, dove s & un extraflusso di cui occorre as-

segnare ’equazione costitutiva (2).

(*) Tale diseguaglianza & stata applicata dallo stesso I. Miiller nello
studio delle miscele in [13] e da A. Romano per la termodinamica dei
dielettrici ([15]) e delle sostanze ferromagnetiche ([16]).

(?) Si noti che gid nella teoria cinetica 1’espressione del flusso di
entropia differisce da h/0 (cfr.[12]).
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Al n. 1 si considera un materiale differenziale del 2° ordine
completo, cioé con equazioni costitutive dipendenti dal gradiente
di deformazione F, dal campo di temperatura 6 e da tutie le loro
derivate prime e seconde, temporali e spaziali e si deducono le
restrizioni imposte a dette equazioni dalla numova diseguaglianza di
dissipazione ridotta (ottenmta utilizzando il 2° principio della termo-
dinamica di I. Miiller), dal principio d’oggettivita e dall’isotropia
(n. 3). Sviluppando poi in serie di potenze di u, le funzioni T ed
h (n. 4), si perviene alle seguenti conclusioni (n. 5):

1) La presenza di un extraflusso s 7~ o garantisce la compa-
tibilitd con la termodinamica delle equazioni costitutive a cui per-
viene C. Truesdell ; il 20 principio precisa soltanto la natura dei
coefficienti figuranti in dette equazioni. Inoltre, detta compati-
bilitd smssiste anche quando si assumano le equazioni costitutive di
M. Carrassi ed A. Morro. Infine, sempre nel caso $ # o, eliminando
in T ed h la dipendenza da F, F e grad F, ma mantenendo la
dipendenza da @, 6, grad @, il tensore degli sforzi continua a dipen-
dere da grad grad0 ed il vettore corrente di calore da gradg, in
accordo con la considerazione che, nel caso di un gas rarefatto, tale
dipendenza mon puod essere connessa alla presemza di viscositd.

2) Se 8 = o le espressioni di T ed h differiscono dalle analoghe
di Truesdell e, come ¢ ovvio, nel caso in cui si elimini la dipen-
denza di T ed b da 0, §, gradd, F si ritrova la teoria esposta
in [11].

1. - Principi della termodinamica ed equazioni costitutive.
Siano Cy e C le configurazioni di riferimento ed attuale di un
sistema continuo 8. Durante tutto il moto di 8 si postula la validitd

delle equazioni del bilancio dellimpulso, del momento angolare e
dell’energia che, in coordinate materiali, localmente, si serivono (3) :

g*é=_1_1*:E—DiVZ'I*+Q*7 , (.Z’*:_I_i"zT*iLFi)f

(®) Con AT si denota la trasposta di una matrice 4 .



42 Emilia Sansone

nelle (1) & (X, t) rappresenta il vettore di posizione, g, la densita
materiale, T, il tensore di Piola-Kirchhoff, b la densitd di forza,
¢ la densitd di energia interna, F il gradiente di deformazione, b,
il vettore (materiale) corrente di calore ed r la densitd di calore
irradiato dall’esterno ; inoltre gli operatori Div e Grad comportano
derivazioni rispetto alle coordinate materiali. Per il continuo 8
viene poi postulato il 20 principio della termodinamica nella forma
proposta da I. Miiller (%) :

r

(2) @*’;]Z Div D, + 0% 0’

h
dove 7 denota lentropia specifica, D, = '—*— + s, rappresenta il
flusso di entropia, dato dalla somma di = 0 e d1 un extraflusso s, (%),
infine 5 denota la densita del flusso radiativo di entropia.

Si supponga ora che il sistema S sia un materiale differenziale
del 2° ordine completo, cioé¢ di equazioni costitutive :

vy =y F,VF,VF,¥,VF,0,0,VG,0,G,6,F)

n =';7 ( » » » )

3) T, =1, » » » )
kb, =1~0, ( » » » )

=§ ( » » » )

)
*
*

con ¢ = ¢ — 0 7 potenziale termodinamico, @ = Grad 0 e V'F = GradF.

Alle (3), che gia soddisfano i principi dell’equipresenza, del-
Pazione locale e del determinismo, si richiede inoltre di soddisfare il
principio di oggettivitd nonché quello di dissipazione ridotta. Questo
ultimo comporta che le (3) verifichino, in ogni processo termoci-
netico {x(X,t), 0 (X,t)}, la diseguaglianza di dissipazione ridotta
ottenuta dalla (1); e dalla (2) eliminando Divh, -+ o,

) i . h -@ .
(4) —9*(w+n0)+f_l’*=lf’—:*—0f—+0DW§*20-

(%) Cfr. [12].
(°) Si noti che per i materiali semplici si pone s, =0.
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2. - Restrizioni imposte dalla diseguaglianza di dissipazione ridotta.

La diseguaglianza (4), tenuto conto delle (3), , si secrive:

i4d U ATy o
( alf"Jr ) +( T aFg)FL’M+ SFTT

+03187’i*M>FLMN Q*;sz, L+( BSLM—}- 3FAZ>FLM+
o Gy o= '“( 0 12*) et
(5) (_@*azw +0:;’=:)9LM & 0‘|‘( 6'0 8;01”)6M
+031§f5 F}JMN+08F3¢8;HF},MHN+0§9¥ 01m +
+0580:97*120’LNM20, (0,M=%---)-

Poiché ogni processo termocinetico & soluzione delle (1), purché
si scelgano opportunamente le sorgenti a secondo membro, la (5)
deve I:isulta,re verificata per ogni scelta delle derivate F, VF,
VEF, F,VF,6,F,6,V%,6,4,6,6,VE,"”F,F,VG,*6.
Con un noto procedimento si ottiene (°):

W _o,%%_y (asg’ L 4 3, ¥
oF} L "\oFfy = oFiy oFiy 0 °* 0Ff yn
oM 2 oy osM 2 9 asM oy
©6) L) LM 00 00 pp, 00 30M
osM o8k osy osM osk os
,LN ,MN LM oFLux  Mygrm g ML
osk
+ =0
) OF iy 1y
(t=1, 2, 3)

(%) Cfr. [12].
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e la restante parte della (5) si scrive :

oy ost\ ..
TL PS4
( o a7 + ) +< T aFL)F

o . oy 9sM 1\,
. 6 —=
o * 3FL ( + 77)0 +( 60, + 20 )0,M
| o .. Y osM osM
YA A DU (. SR i P
% 38 0+( o 7 O + 0 v aFi Frm
osy asM
+6 —*_ + 0 —* 0 >0.
BFi’ Fl un G, ML=

Le (6) comportano l'indipendenza di y da f’ e §. Inoltre la piu
generale espressione per l’extraflusso s, ¢ (7):

3
=1 + VEG) 1 + W(dn 0 45) (QF + X Quxmy Fhrxm
1
(8) +i§;,1=1 Qe yarsn wor) Pl Firop

+ z 'Q%jh(HKM) (NOP) (QRS) FI;,KM F) »OP Fz,RS) .

i,5,h=1
1<j<h

Nella (8) i tensori 2, W, V, indipendenti da §, p2F , 20 , risultano
simmetrici rispetto agli indici in {parentesi ed inoltre verificano le
identita :

Q% axany + ey + QIE(MLH) + 'Q]:{(LHK) =0,00=123)
Wlis + Wy + WEay =0.

(") La presenza nella (7) dei termini in Grad F e Grad Grad F &
giustificata dall’effetto Brillouin che prevede, in un fluido, conduzione
di calore dovuta ad un gradiente di densitd anche in assenza di G.
Tale effetto & riconosciuto anche da C. Truesdell che, in [6], suggerisce
aleuni esperimenti che dovrebbero confermarne 1’esistenza. Una teoria dei
continui che non preveda 1’effetto Brillouin & ottenibile dalla teoria qui
trattata se si suppone s* identicamente nullo all’equilibrio (dove ora

Grad F e Grad Grad F possono essere non nulli) (cfr. [14]).
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Si osservi che in consegmenza della (8), non vale la disegua-

glianza di Fourier, analogamente a quanto accade nella teoria cine-
tica in cui tale diseguaglianza sussiste solo in 12 approssimazione.

La (7), che pud seriversi in forma sintetica
(9) @I ,0,VF,V*F,F,VF,§,G,VG,6,0,F) =0,

1mphca che (p, nulla per PF =2F =F =VF =0'=G =G =
= G =@ = F =0, ammette un minimo in tale punto ; pertanto
tutte le derlvate parziali prime di ¢, valutate in (F,0,0) sono
nulle, in particolare :

9 8
(gg_)o:(*g*a%"l_?*)@’,e,m.. )_0 VF’O

(%)9 - (

Dalle (10) si ricavano le seguenti restrizioni per 7, ed h, :

)(Foo 0)=0, VF,0.

0
_T*(__E?evﬂyo):Q*6—;/:,(_-?,00,...,0),

(11) -
h, (F,0,..,0) =062 a—* (F,0,0,..,0);

- %

le (11) (diversa.mente dalle relazioni ottenute da M. Carrassi ed
A. Morro in [11]) non comportano ’annullarsi delle derivate :

a7, oT,
8I7G@00 0 oV F

oh, oh,
2% (F,0,0,...,0).
oVE = 10 VF( ! )

(,6,0,...0);
(12)
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Pertanto si pud prevedere che in uno sviluppo in serie di T ed
h, compatibile con le (11), figureranno anche termini assenti negli
analoghi sviluppi ottenuti in [11].

3. - Il principio di oggettivita per un fluido isotropo.

Alle equazioni costitutive (3) deve ancora imporsi il principio di
oggettivita, in consegmenza di un cambiamento rigido, arbitrario, di
riferimento ' = Q # +¢; @ = @T. Affinché le (3) soddisfino tale
principio, tenuto conto della (4), deve aversi:

Yy = ";’ (9'724’314, 07_G Vg’é Gy Ay,0 4, )
n :;7 (9’21_1734_4,0’_(}7V9797G’A1’2A1y07A2 )
(13) Z’* = R_T* ( » » » )
h, = h, ( » » » )
8 = .g'* ( » » » )

©)]

dove ¢ = F FT ¢ il tensore destro di Cauchy-Green ed ;4; = ;C
sono i tensori di Rivlin-Ericksen.

Infatti, in relazione al cambia,mento di riferimento z — ', si ha :

F—>QF ,F— (QF +QF), F —»»—(QF+0F) 6—0,6—46,

) —> 0 e tutti i gradienti materiali restano invariati. Deve essere
poi: ¢ =y,y =n,T,=QT, ,h =h,,s =s, e, per loggettivita:

FEV,F.,0,6.)=QFQVF,..,06..)

(C generica funzione costitutiva). Ricordando che F' = E U e posto
@ = RT, mediante facili calcoli si ottengono le (13)

Se il sistema S considerato & un fluido isotropo, ricordando che:

T, =JT@FY , b =JFh, 5, =JF1s, (J = det F)
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si ha, in coordinate euleriane :
v = v (o, grad o, gradgrad o, 0, 9, grad 9, §, grad ¢, 4,, grad 4,)
7 = (o, grad g, gradgrad g, 0, 9,gradd, 0, grad g, 4,,grad 4,, 07 4,)

(14) » » » )

'
I

l

S g,

(
( » » » )
(

» » » )

1%
Il

(9 = grad 0) ;

infatti la dipendenza delle equazioni costitutive da C',, 4,3 4, per un
fluido isotropo deve intendersi specializzata () in una dipendenza
da g, grad p, grad grad p. Inoltre, in conseguenza del principio di
oggettivita, v, n, T, h, s devono risultare funzioni isotrope (°) dei
loro argomenti; in particolare T deve essere funzione pari dei gra-
dienti di ordine dispari e h ed s funzioni dispari di tali gradienti.
Dalla (8) si ricava immediatamente che, per un fluido isotropo,
Pextraflusso s ¢ indipendente da §, grad 9, grad grad g, cioé:

s =s(0,grad 0, 0,9, 0, grad ¢, 4,, grad 4,, 4,).

Ulteriori limitazioni su T ed h verranno dedotte al n. seguente,
esaminando uno sviluppo in serie di tali funzioni.

4. Espressioni del tensore degli sforzi e del vettore corrente di
calore per un fluido maxwelliano.

Si consideri ora un fluido maxwelliano le cui funzioni costitutive,
per definizione, dipendono da u, ed R (coefficiente di viscosita e
costante dei gas) da o, 0 e da tutti i vettori e tensori figuranti in (14),
in modo analitico.

Limitandosi allo studio delle funzioni T' ed h, se ne consideri uno
sviluppo in serie di Taylor, di punto iniziale (g, 6, 0, ..., 0), trascu-
rando i termini che, secondo 1’analisi delle dimensioni fatta in [9],

(%) Cfr. [9].
(°) Ad es. Q.1 (¢, grad o, grad grade,...) = h (g, @ -grad o, € -grad
grad g-97,...).
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risultano di ordine superiore al 2° in u, (1°). Tenuto conto dell’iso-
tropia, si ottengono le seguenti espressioni :

{15)

{16)

T=—p@,0I+pylo,4; +aytrd, I)+ > 0391

( B, grad grad ¢ + B, tr grad grad o I) —|— (Bggrad 9 4
By trgrad g I

(Bsol + B4y + By 6 (tr 4) I) + - (ﬂsi42+
\ +139 (triiz) l)
+— (Bpograde ® grade + B, grado - grade I) +

R02

2
g el @ +puf g1

+ b B 021 +; ’;"0 (Bus Az - Ay + Bro tr (4 4y) +
+ ﬂ17 tr A1)2
+ Bis (tr 4,) 4;) + [ﬂw (grade ® 9 + 9 ® grade) +

+ B grade-91

RG“

(contrd, = A" 4 A2 4 AP);

RO 2 .
Zla=,u07—y1gra,dg + U Ry g +?0‘61gr3'd9 +
2

+‘l;£(62‘!1 + 03 a5, + 9, a)

2 2
i‘; (054, grad ¢ + 9, (tr 4,) grad o) +%(674_41'Q +05(tr 4;) 9)

"

. us .
ob 690!_]+—§2%6100gradg,

_|..

. — m —_ m — m
dove: ay; = pAlkm s Yo = 247 km s %k = 247 mk-

(*°) Si esamina, ciod, il comportamento asintotico di T ed h quando

#o—> 0 (cfr. [7]).
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Nelle espressioni ottenute i coefficienti a; , ay, a3, 1, ...y 2oy V1 9
Yoy 015 ..ey 019 sSONO collegati ad alcune delle derivate parziali 1° e 20
di T ed h, rispetto alle variabili grad ¢, ¢, grad grad o, grad ¢, 4,,
grad 4,, 4,, 6, grad §, §, valutate nel punto (o, 0, 0,..., 0) e
rese adimensionali (cfr. anche [11]).

Le (18) e (16) mostrano che le espressioni ottenute da Truesdell
in [9], per T ed h, sono compatibili con la termodinamica.

Si noti, infine, che ’annullarsi del termine A% nella (16), & do-
vuto essenzialmente al principio di oggettivita.

5. - Confronto con i risultati esposti in [9] e [11].

Caso di un gas rarefatto.

Si sostituiscano le (3) con le equazioni costitutive proposte da
M. Carrassi ed A. Morro in [11], cioé con equazioni del tipo :

-

a7) ( T, =
by

(F,VF,V?F,F,VF,0,G,VG
( » » »
& (

“ﬂl o

l§‘:

% ( » » »

Se nella (4) & ancora s, 7% 0, ma si suppone

8

=*§* (E’VE7 sz,f’, VE,O,Q,VQ),

procedendo come al n. 2 si ricava:

'/’217)(E’07VE’VZE)9

17:13()) » )=—a—0~
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e la (7) é sostituita da:

oy oy osM
(=i o)+ e g+ St

oF}t
Yy os¥
(18) +(‘“T + 6 20 )GM
osM osM
46— * Fi +0—2 S Ff +0 Gray=0;
(9 LM aF{ TMH L LM —

Pextraflusso s, risulta poi lineare in ogni componente di 2F e I26.

Procedendo inoltre come ai n. 3 e 4, & immediato verificare che la
(18) consente di ritrovare in uno sviluppo in serie di 7' ed & per un
fluido maxwelliano tutti i termini previsti dalla teoria di Truesdell,
ristretta al caso in cui le equazioni costitutive non dipendono da
6, @, 6, ¥. Pertanto, in tali ipotesi le equazioni costitutive proposte
in [11] sono adatte allo studio dei fluidi maxwelliani purché si scriva
il 29 principio nella forma proposta in [12].

Se, invece, s, = 0 nella (4) e si assumono le equazioni costitu-
tive (3), si ha:

'/’=17’(£’y7£’,0,§,_ﬁ,6)

e la (7) si modifica in :

oy . oy ..
( &% Tt aFi +T ) Q*WF;‘,M_Q*WFE—
(19)

0 1
—Q*(%-f- )B-i- 36, GL']“’%O - (hilGM)"o— = 0.

La (19) comporta che, nel caso di un fluido maxwelliano, il
tensore 7' non contiene, al 2° ordine in u, i termini in gradgrad g,
gra.dgmd 6 ed b non contiene, al 1° ordine in u,, il termine in
grad ¢ .

B evidente ehe, se 8, = 0 e le equazioni costitutive sono indi-
pendenti da §, §, G, F, s1 ottiene la teoria proposta in [11].
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Si elimini ora la dipendenza da #, I/ F, l?’ nelle (3) (il che equivale
a considerare un gas rarefatto), la diseguaglianza (4) comporta allora :
Yy = '/-:'(E’ 07_(_;7 VQ,O;Q)
oy

(200 T. =1, ( » » » » ), T’I‘I‘ZQ*ZE_’{

n =nF,0,vF,G,p2F,p0,0,4,6)

e:
- (ﬂ + )é+(— +6 ‘”g)G + 2
ex\%6 T aGL 0 ) T a6
h{; asL iw 1 M i
(21) +(“T +0 )GL—[-O o7 iy +0—2t— i 1.
osM

+6 wa 0= 0

inoltre s, & lineare in § ed in ogni componente di /20 e P2F .

Dalla (20), appare che, in un gas rarefatto, T continua a dipendere
da (1) grad grad 0, come & naturale, ma risulta indipendente da grad
grad g, grad g e § ; la (21), invece, non impedisce di ritrovare, per k,
un’espressione analoga a (16).

Quanto detto per T sussiste, perd, soltanto se il comportamento
del gas e descritto mediante equazioni costitutive contenenti le deri-
vate temporali del campo di temperatura §, §, G
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