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REND. SEM. MaATr. Univ. Papova, Vol. 57 (1977)

Sul problema di Cauchy-Dirichlet
per una classe di operatori parabolici
a coefficienti discontinui.

GIOVANNA IDONE (*)

Sia @ il cilindro 2X10, T[(0 < T < o0) con £ insieme aperto,
convesso, limitato di B*,n > 2, di classe A (1),

Detto # = (v, , @5, ... , %,) il punto generico di K", consideriamo
il problema di CAUCHY-DIRICHLET :

au o .
(0.1) th ay (@, 8) ——— o, o, o =f(®,) in @,
u(@,0) =0 in 2,
(0.2)
u(@,t) =0 su o02x%x10,T|.

In questa Nota, supposto f (z,?) € L2 (Q), dimostriamo un teo-
rema di esistenza ed unicitd per la soluzione di classe W31(Q) (per
la definizione di W2!(Q) e della relativa norma cfr [1] pp. 154-155)
di tale problema nelle seguenti ipotesi :

(*) Indirizzo dell’A.: Istituto di Matematica via C. Battisti 98100
Messina.

Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd dell’Istituto Matematico
dell’Universitd di Messina.

(1) Vedi [2] pag. 3.
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i) © coefficienti ay; (ay; = ay 4j = 1,2, ..., n) sono misurabili e
limitati in Q ed esiste un v > 0 tale che :

n
D Wy Ay A= v [A]2 M 2€ R* eq.o0.in Q;
1
ii) denotata con x; = m; (x) la proiezione R™—> R (2), esistono n
funzioni a; (£),ay,(8),...,a, (&) misurabili e limitate rispettiva-
mente in m, (2), 7, (2),..., 7, (2), streftamente positive

0 <my< a;(§) <m, t=1,2,..,n My, m; € RT

ed una costante K €10 , K[ tali che:

n 2
<Zt ay (%) @y (0, t)) »
(0.3) b > 3 o} (x;) — K2 g.0.in @
zij a’%j (w7 t) !
1
— 1 mitl A
dove K=—5—5(M+%,1,j1‘§>—
mitl A  mitl A4, L
— e Am (=
V<M+ m—L B) Yo BT
n . n n
M =sup >;a} (), m =inf ¥, af(x,), B=sup X,a, (z,) ay (v,1),
Q 1 2 1 Q 1
. n
4 = %f 210y (%) ayg (%, 1) ®
1

ed imoltre Uespressione :

n
>4 af (x;) — K2
1

(0.4) .
> ay (@) ag (a0, 7)
1

¢ funzione della sola .

3 m:xz—>x; (1 =1,2,...,n). Nel seguito scriveremo brevemente
ag (x¢) in luogo di a; (4(x)) e col simbolo sup (inf) denoteremo lo pseudo.
estremo superiore (inferiore).
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Queste ipotesi non implicano la continuitd dei coefficienti ed
n 2
. .. ) 0
esprimono una « vicinanza» dell’operatore Y, a;; ———— — — - al-
1 azi ‘9:0j 8t

(92

n
Poperatore >, a; (x;) e h(t) 3% . Tale «vicinanza» & tanto
1 i

maggiore quanto minore & K.

L’ipotesi (0.3) & piu generale delle ipotesi b) e ¢) di S. CAMPA-
NATO (cfr. osservazione I)), mentre l’ipotesi che la (0.4) sia fun-
zione della sola ¢ & una condizione in piu.

Per acquisire il teorema di esistenza ed unicita prendiamo le
mosse dal lavoro di C. MIrRANDA [3] sulle equazioni ellittiche (che,
tra Paltro, estendiamo alle equazioni paraboliche) ed utilizziamo
successivamente una tecnica analoga a quella di [1].

1. - Osservazioni.

I) Sia k() una funzione misurabile e limitata in 1O, T [ tale
che O < A =infh(t) <B =suph () e diciamo K wun numero
o, Tl

lo,7[
tale che

14 YL
A+ B B -

h 2
0 I3} .
Allora ogni operatore a;; (¢,t) ——— — —— che con i suoi
gni op 21:” 17 (1) 6, 63, o

coefficienti verifica ’ipotesi i) ed & tale che

o)

n
Siay(@,t)=h()e ———=>n—K go.in @,
1

n

D1 0
1

goddisfa pure le ipotesi ii) per a; (z;) =1 (¢ =1,2,..., n), ma non
verifica la seconda delle (2.2) di [1].
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II) Ci sard utile osservare per il seguito che, se Ke]0,K [
risultano verificate le seguenti disugnaglianze :

- n+1 J—
M — K? my 2 A —
{1.1) m—K2K< =) B 0 <K< |m
my 2

© viceversa dalle (II) segue K €] 0, K [.

Inoltre risulta pure :

{1.2) < )

IIT) Siano a, (&), ay (§), ... ,0,(§) m funzioni misurabili e limi-
tate rispettivamente in =z, (Q), 7, (2), ..., 7, (2) e tali che

0 <my<a;(§)<m my, m; € R*

e sia h (¢) una funzione misurabile e limitata in ]O, T[ tale che

O <A* — inf h(t) < sup h(f) = B*
10,T[ ]lo, 1|

Sia K un numero dell’intervallo 10, |m [ tale che:

s

M — K2 m, 2

-9 g A £
m, 2

n
avendo al solito denotato con M ed m il sup 2, af (x;) e
Q2 1

Pinf nZt a? (@) (3).
Q 1

(3) Per un siffatto valore di K risulta K < m, .
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L 0% 0
Allora ogni operatore a;; (© ——— — — 1 cui coeffi-
gni op th 17 (@, 1) 52, 2%, pr

cienti soddisfano l’ipotesi 1) e verificano quasi ovunque in @ le
condizioni :

K2
(1.4) au (w,t) == <a,¢ (wi) - W) h (t) 7:= 1’2, eee g n

Kh K2 » 1\
(1.5) | ag (@, ) | < E1IVA (1 - )Y ) ) iF£j

}/ —n n? T 6 (%

soddisfa le ipotesi ii) pur di prendere come funzioni a, (£) le stesse
funzioni che figurano nelle a,; (%).

IV) Avendosi:

(o= () )= 5 )5

n 2
n (Ec ] a'u)
20z ———
! 12;; a3

risulta :

3

n
(% Risultando 3 azay = (>, a; —K?) h(t) si ha:
1

1

2 ai(xg) ag(w, t) > (m — K2) 4%

”

B =sup >. ay(w) ay(x.t) < (M —K?) B*
Q 1

Allora dalla (1.3) segue :

_— L S nt1

MK _m ? JA¥m—KY ™ A

m — K fidad | }/B*(M——K‘) -1 B
m1 2 ml 2

19
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Posto poi:
n 2
(Z} a; (@) ay (@, t))
Bl,t) = —21— ’
i ai (@, 1)
1
n ) l

per le ipotesi i), ii) le funzioni a,f,y € L* (@) e sono stretta-
mente positive.

2. - Un risultato preliminare.
Dimostriamo il seguente

TEOREMA 2.1. Siano date n funzioni ay (), ay (&), ..., a, (&)
definite quasi ovungue rispettivamente in m, (2), m, (2), ..., 7, (2),
i0i misurabili e limitate e tali che:

0 <my<a;(E)sm go.inm (2) (¢ =1,2,...,n),m;, m € R*

e sia data pure una funzione h (t) definita quasi ovunque nell’inter-
vallo 10, T[, ivi misurabile e limitata e tale che :

O0<A<h(t)<B g.0. in [0,T] A, Be Rt.

Allora per ogni f € L2 (Q) esiste una ed una sola soluzione u € Wi (Q)
dell’ equazione :

n

(2.1) 20 (mi) — h(t )——“ = f (2, ¢)

1

¢ 8i ha la maggiorazione

n—1

m, 2 B
2.2 —_— S —1_" “/T 2
(2.2) ”u”('/ 5 ) % a ”f"L (@)
Moy

my
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Come & noto basta acquisire la maggiorazione (2.2) per eventuali
soluzioni di classe W2!(Q) dell’equazione (2.1) per garantire I’esistenza
e l'unicity di tale soluzione, in gumanto sard possibile approssimare
la (2.1) con una successione a coefficienti « regolari ».

Cominciamo a dimostrare che la (2.2) sussiste per ogni eventuale
soluzione della (2.1) « regolare » in @ nulla pert = 0esug2,]0, T [.

Dalla (2.1) elevando al quadrato ambo i membri e dividendo ‘per

L (x)= fl; a; (v;) e per h(?) si ha (%) :

i a; a; h Fi
2.3 4+ — u +2u
(2.3) ;i.f < h P 7 Y= tZ &i Py +

a,i aj

+ th

(PY — Pus Pyy)

Ora si ha (efr. [3] pag. 211):

(2.4) f & f Sy
_f dat ]Zu
[ 4 Gnfoue

dove le X; sono i coseni direttori della normale esterna a §Q2 e @ &
una funzione definita su §f2 che dipende solo da m, m, e 3£2. Essendo
Q convesso, risulta @ > 0 e quindi P’ultimo membro della (2.4) ri-
sulta non positivo.

(pij Pi Pyy) Ao =

— (Xy 05045 — X; Dy Dyy) do =

(°) Per comoditd di scrittura usiamo le notazioni :

oy o oy
=, = s Up = — .
= P T om0 T
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Resta cosi provato che:

n a,
f%i:f 1 2 I (p} — Py Py)dwdt<0.

Si ha pure :
T T
jdtf%—a—'—pudw—fdtfig‘—pXudo
&t oy Puth Oaglt&{itt

7
a 1 o [ a
—f [Zi ‘Pz 8w8t =—‘§fdwf§(2t—d‘—ﬁ)dt
4 d . 1
=__fz el p?(®, T) do < 0.
2 1‘ d b L

Allora si ricava da (2.3) :

n 2
. do dt — at < do dt
/?n Lh Py —|—/dudw A h
Q Q

e quindi :

(2.8) nlez"p” dt + fu,dwdt<—~—’—ff3dwdt
Q

Da (2.5) segue la (2.2). B poi ovvio che la validita della (2.2) 8i
estende subito al caso v € W2 (Q) con un procedimento di appros-
simazione.

3. - Teorema di esistenza e di unieita.

Premettiamo il seguente lemma che estende il lemma (2.1) di [1].

LEMMA. 3.1. Se valgono le ipotesi i) e i) risulia :

n 1/3

Bud-p - IR
(3.1) sup |-t — <
Q My My (M K2) (m —K?) A Ymqy m,
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Per le ipotesi fatte si ha :

n
0< Jia} (@) — B (x?t) <K going.
1

N
Mo My

n
Allora, posto = X,af — B , F(n) = +
1

L ®—g2 B
(M —K2)(m —K2) A’
quindi :

F(n) ¢ una funzione convessa di 7 e

(3.2) sgp VIan) < max

F7(0), /F(K?) g =

= Imax

LS Vi K.
Yy —k2fm —K2 V' B’ Ymym, )

Moltiplicando ora membro a membro la prima delle (1.1) con
la (1.2) ed entrambi i membri della disuguaglianza ottenuta per

B
K VI, si ha:

K2 ]/B -._K
M — K2fm — K2 I 4 }lmom1

da cui segue

(3.3) ma.xS K '/i , K % __K .
(VM — R2Ym — K2V 4 7 Y, m, Ymgm,

La (3.1) é ovvia conseguenza delle (3.2) e (3.3).

Siamo ora in grado di dimostrare il

TEOREMA 3.1. Se valgono le ipotesi ©) e it), allora per ogni f € L%(Q)
il problema di CAUCHY-DIRICHLET

o%u ou

n
@ - — =
6. 20 % aoe, @ !

ue Wi (Q)
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ammette una ed una sola soluzione u € st ha la maggiorazione :

(3.5) "“”(Vﬁ) =

momy
n+1 —
m, ¢ /M —K:V/B 1
= 1 — n—1 _ Ty £l 220
my 2 Jm —K2Y4 —m; 2 VM —K:VBK
- m — K2 — M — K?
do = — —_—_ .
ve A Y , B B
Se u & soluzione del problema (3.4) allora
n
. g @) —E
a, (z,) — — 1 = t
g,‘({)ag y ot af(w’)_'_
p>
a? (x;) — K2
i 3 » o3 £ du
+ 3. a(w) — —ad . ay ———— R —
21:, ¢ (@) e 21:,, Y 3w, o, +\a ” Py
e quindi :
n -1
n 32 zi a'? (wi) - K2 8 n 82
= ay (1) — — % — %) — —
;t i( t) aw% y at (af)+ ;;ai( i) aw%
n -1
2
2@ =K o) e »

9%
—_— L () — — Qa .. @, ——
y at ]Z ¢ () a3 ‘?*' Y o, o,

B~ (g,. af (2) — KZ) ou
% ot

+ = @ (u).
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@ & una applicazione da W' (@) in Wp' (@), in quanto

n -1
n 2 z,' a’% (wi) — K*
1 \ . . N
ay (x pa— — ] & un isomorfismo di L2

su W3! (Q) in virth del teorema 2.1. Dimostrare che il problema
(3.4) ammette una soluzione, equivale a dimostrare che ¢ (u) ha
un punto mnito. A tale scopo dimostriamo che ¢ & una contrazione
qualora si assuma come norma in Wg' (@) la seguente :

wily) 48 eonf_{=————m_]KZ 1§=———-——M_K2-
” “( W) B '’ A
Essendo :
n
0 - m — K2 ?i o (x) — K2 M — K2
B - y - A

in base alla (2.2) si ha per ogni v, w € W' (Q)

n—1 W —_
m, = 1/M — K2 VB n &

—_ < - =

” (v) — o ( W)” moml = moﬁil m—Ke I 4 % a; (%) ow?
b

n 2 - ia":z - K2) —
@2y My )(”—W) + ! o — ) | =

T 0%y 0%; Y o

n—1

—ml‘z M Kz

= A4
2

my

/[l” . at(s‘j_aa‘j) }/m p 82('0_@0)_'_
11 Vmo ml 0 1 aa;‘ aw‘

d 2 1/
(? ) 4 (v —w)

+ i F dz dt\ <
'/ = = V B 8t
1 n
n— - z
0”._*2'1 m — K2 A mom,
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(o= (Set—x)f

. « [ 0% (v—w)

+ ﬁﬁy‘ mym,y ?,-,-( awiamj )‘l‘
+A§(ﬂ%}@)2]dxdt§/2g

n-1 — —_—

m; 2 M—K‘ZVB o[ 62% (v —w)\2
< 1 —_ 7
1 /F (n)[momlg,.,-( 30, o1, )+

mo Q
2 1/,
—I—AB(a—(Z—))]dwdt <
ot
m? /M — K*V
< - sup J F ( —
VA Ve )

Per il lemma (3.1) e per le ipotesi i) ii) risulta

mn'2 M — K2 mn/2 M—_K:1/B K
;z/z 2 V_ sup VF("]) = ;/2 1 <1
my m — K m—KT A Ymm,

e quindi ¢ & una contrazione. Esiste allora una ed una sola % €
€ Wi (Q) tale che u = ¢ (u). Ne segue che il problema (3.4) ha
soluzioni.

Per acquisire la (3.5) basta osservare che :

”—1

M —K2
n+1 l A Iaf"L’(Q) +
Moy my 2

my

llul

m¥: 1/ M — K> V
+ mue m — K2 A V’mo’m] "“”(l/ == )
Moy
e che (cfr [1] nota (3)):

n

?i a; Qyg Z.- Ay
m <

21;.;' ay zl:ﬁ Qg
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