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REND. SEM. Mar. Univ. Papova, Vol. 57 (1977)

Sulle equazioni paraboliche semilineari
di ordine arbitrario in uno spazio di Banach

ENRICO OBRECHT (*)

SUMMARY - We prove, extending a Pazy’s result, a local existence theorem
for solutions of the Cauchy problem for a parabolic semilinear diffe-
rential equation of arbitrary order in Banach space.

1. - Introduzione.

Pazy [4] ha dimostrato 1’esistenza locale di una soluzione clas-
sica del problema di Cauchy in uno spazio di Banach

{ ' = Au + f (t,u),

% (0) = u,,

supponendo f hélderiana in entrambi gli argomenti e A generatore
infinitesimale di un semigruppo analitico e compatto.

In questo lavoro, estendiamo questi risultati a equazioni di
ordine qualsiasi

n-1
(0) u —|—kz Au® = f (tyuu'y..., w1, Biu, B, w, ..., B,_, u®2),
=0

dove la parte lineare & parabolica (cfr. [3]) e i B; sono dominati da
opportuni A4;, in modo da garantire che la «parte principale » del-
Pequazione sia lineare.

(*) Indirizzo dell’A.: Istituto Matematico dell’Universitd, Piazza di
Porta 8. Donato, 5 - Bologna.
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Le tecniche utilizzate sono simili a quelle di Pazy e consistono
essenzialmente nel dimostrare l’esistenza di una soluzione «mild »
del problema per mezzo del teorema di Schauder.

Diamo, ora, un breve riassunto del lavoro. In 2., dopo aver for-
mulato le ipotesi e definito soluzioni classiche e «mild» del pro-
bela di Caunchy per ’equazione (0), dimostriamo che ogni soluzione
classica € «mild ». In 3. dimostriamo 1’esistenza locale di una solu-
zione « mild ». In 4., infine, dopo aver dimostrato ’esistenza di una
soluzione del problema di Cauchy lineare, a complemento dei risul-
tati di [3], proviamo che, se f & holderiana in tutti i suoi argomenti,
ogni soluzione «mild » & anche soluzione classica.

2. - Ipotesi e preliminari.

Siano 4,,4,,.., A, , degli operatori lineari chiusi nello
spazio di Banach complesso X.

Indicato, per semplicita di scrittura, con A4, Poperatore iden-
titd in X e posto, se we€]0,n[, 8, = {Ae C — {0}; |arg | <o},

w
formuliamo la seguente ipotesi, che supporremo sempre verificata
nel seguito.

Irotes! 1. Esistano 0 ]0,n/2[, M € R+, tali che:
n

) Sumce(P)=1he C;IP (1) = (W 4~ e2 ()],
=0

dove con £ (X) abbiamo indicato lo spazio di Banach delle applica-
zioni lineari limitate da X in sé;

b) |A; P (A)|| < M|A| 7,V A€ Soymps j=0,1,...,n.
Sotto tale ipotesi & possibile definire gli operatori
U, ) =02= i)—I/l" exp (At) P71 () dA,t € 8¢y k€ I U {0},
r
dove 0’ € 10,6[ e I' & una curva in C regolare a tratti e orientata

che va da (4oo)exp [—i(0' + z=/2)] a (+o0) exp [i (0’ + =/2)]
«passando a destra dell’origine ». Le funzioni ¢ — U, (f) sono ana-
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litiche in Sy a valori in @ (X), le loro derivate si ottengono deri-
vando sotto al segno di integrale (si ha, quindi, U () = U, (¥),
VkeItu{ol, Vhe N e Viec Sy) e risulta U, (t)z e 9 (P) =

n—1

=ND(4,),Voe X, Vie S e Vke I+ U0} ([3], Lemmi 1,2,3).
h=0

n
Per h = —1,0,..., n—1, poniamo X, = n 9 (4;) e munia-
k=h+1
mo lo spazio vettoriale X, della norma

n
”“]lxh —_;c % I]IAk u” X kb =0, L...,n—1
=h+

In tal modo, gli X, diventano spazi di Banach (perché gli A4,
sono chiusi) e X, |, = X.

Siano, poi, By, ..., B, , degli operatori lineari chiusi in X. Nel
seguito, supporremo sempre verificata I’ipotesi seguente.

Irorest II. @) X;c D (B, j =0,1,..., n — 23
b) esistano C,, C,, ..., O, , € Rt tali che
IlBj w“ S Cf ”w"X1 ) Vx [ Xj ,j = 0,1 9 see g n — 2.

Infine, siano T e R+, Q,, 2,,.., 2, ,, W,,

n—1

n-2
W,y .., W,_, aperti di X,fe C([0, T]X(XQ,)X&XWi);X),
i=0 -0

Ugy Uy g oo y Uy € X

DEFINIZIONE 1. Chiameremo soluzione classica del problema di
Cauchy

mﬂﬁ A u®(@) =@ w(t), ..., @), Byu(t), ..., B,_, un=2(1)),
(k=0

u®O) = uy , b =0,1,...,n —1,

una funzione w: [0,%] — X, dovet, €]0, T],
tale che:

n—1 n—1
1) we n @AY (10, 2,15 X,) n(n @™ ([0, 8] 5 Xp)) 5
h=0 h=0
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2) udt)y e Q,,, Vte[0,t]eperk =0,1,..,n-—1;

3) BuW(t)e W;, Vie [0,t]eperj =0,1,..,n —2;

n
4) 3 Apu®(t) = f(t, w @) ... , uD@), By u(t), ..., B,_, uv=3(t)),
k=0
Vie]0,t];

5) uM0) =u, ,bh=0,1,...,n — 1.

OsSERAZIONE. Dalla 1) e dalla 5) della definizione precedente
segue che i dati iniziali devono essere assegnati in modo che %, € X,,
per h =0,1,...,n — 1.

DEFINIZIONE 2. Sia u, € X,, per h=0,1,...,n — 1.

Chiameremo soluzione «mild» del problema di Cauchy (1) wuna
funzione u: [0, t,] > X, dove t,€]0, T'], tale che:

n—1
1) we nCM([04]; Xp);
=0
2) u® () € Qy, Vte[0,t] ¢ per £ =0,1,..., n —1;

3) Bju (tye W;, Vte [0,t] e per j =0, 1,..., n —2;

n—-1 n
YW =3 3 Uspy®Au +

+/ Uy (t—8) f (s, % (8), %' (8)y ey u®™D(s),

0

Byt (8), By ' (8), oy By_o 4™ (s))ds, V't e [0,1,].

TEOREMA 1. Supponiamo che 9 (P) sia denso in X. Allora, ognt
soluzione classica del problema di Cauchy (1) é anche soluzione « mild »
dello stesso problema.
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DiMoSTRAZIONE. Fissiamo t€]0,¢] e siano ¢€]0,t[, d €
€]0,t —e[. Allora, se u & soluzione classica del problema (1),

si ha: s

[Uo (t—S) f(37 u(s), w' (8)7 ey u(n—l) (8)7
@) ‘ s

n
By u(8); ...y By, w2 (5))ds = 3 [ U, (t—s) Ay u® (s) ds
K=o

Integrando ripetutamente per parti gli integrali al secondo membro
di questa uguaglianza, si ottiene :

t—0

fUO (t—3) (8, u(s); ..y w®= (5), By u(s), ..., B,_, u®=2 (s)) ds =

€

3) 7 n-1 n
= U, (t—s) Aju (s) ds + ' U, (0) A; =D (1—§) —
z h=0 j=h+1 4

— Uy (t — &) A; uli——D (g)].

L’integrale al secondo membro della (3) & uguale a zero, in quanto,
VreRteVaoze 9 (P), si ha:

SU, (1) 4,0 = (2m‘)—1ff/v exp (A1) P~ () A;wd A =
j=0 7 i=0
= (2ni)—1[exp AD) P (AP adi=
r
— (2ni)—1/exp (Av)wd A= 0.

r

Facendo tendere é a zero nella (3), si ottiene (cfr. [3], Lemma 6
e Corollario 3) :

n—1 n
ut) = 3 X Uyt — &) A;ul—n—0 (¢) +
h=0 j=h+1

t
+ f U (t — 8) (8, % (8), e 4B (8), By w (5), ovvy By_gu®=9 (5)) s .
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Facendo tendere ¢ a zero e tenendo presente la 1) della Defini-
zione 1, si ottiene il risultato.

3. - Esistenza di una soluzione «mild ».
Siano a, b € R, a < b, Z uno spazio di Banach, k € N.

Muniamo lo spazio vettoriale @® ([a, b]; Z) della norma

k
lull ¢® a, v1; 2y = X max [[w® @)],.
h=0 [a,b]

In tal modo, @* ([a,b]; Z) diventa uno spazio di Banach.

TEOREMA 2. Supponiamo che :

a) siano soddisfatte le ipotesi I e II ;
b) D(P)=X;

¢) esista A, € o (P), tale che P~1 (4,) sta compatto come operatore
da X a X;;

d) u,€ D (P), per h=0,1,..., n —2, eu, € X;

n—1 n—2
e) fe (o, T]X(jfogj)x(iﬁWf) i X),

dove gli 2, ¢ i W, sono aperti di X, tali che u; € Q;, perj =0, 1,...,
n—1,e Bju;e W;, peri =0,1,..., n — 2.

Allora, esiste t* €] 0, T'], tale che il problema di Cauchy (1) ammetta
una soluzione « mild» su [0, t*].

DiMOSTRAZIONE. Per il Lemma 6 di [3], esistono L; € R*
(k=0,1,..., n—1; i=k+1,.., n), tali che |4; T, @<
< Ly, Vt€]0, T]. Inoltre, poiché gli 2, e i W; sono aperti e per
la continuitd di f, esistono ¢, € R* (h =0,1, ..., » — 1), 0; € R*
¢t=0,1,....,m —2), ¥€]0,T] e N € R+, tali che
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S (up o) =ive X;lo—upl<onlc @y, h=0,1,...,n —1,
S—(—Bt—m =fwe X;[lw—Bw|<ofc W,i=01.,n-2
e || £ (8 Vpy -y Op_qy Woy -y Wy_) | < N, Vs e [0,¢],
Vo,e8 (upyon)s b =0,1,..,n—1, ¢ Vw, €8 (B;u,a,),

2 =0,1,.., n—2. Per i Corollari 2 e 3 e il Teorema 2 di [3], esiste
t, € R*, tale che

1
=<

- @
x 2 h

n—1 n
“ (d/dt)t [ ( 2 Ui Alc) “J‘] — Uy

j=0 \k=j+1

n—1 n
H(d/dt)i [z ( > Up_ i (®) Ak) u; ] — U

f=0 \k=j+1

< 64/(20;),

(2

h=0,1,..,m —1,i=0,1,..,n —2, Vte]O0,t)].

Poniamo #* = min {t', t,, 0¢/(2Ly, N), ..., 04_1/(2Lp 4 1 N),

n n
0,o/(2C,N kgl L)y oy Op5[(20,_oN . E lLk,n—z) I

=n-
n-1
Cid premesso, sia ¥ = n @® ([0,1*]; X,). Posto ¥, =
h=0
={uec Y;u®(0) =u,, u® @) e Su,,0,), h=0,1,..,n—1,

Bu® (t) € 8(B,u;,0,),5 =0,1,..,n —2, Vie [0,t*]],

é evidente che Y, & un sottoinsieme convesso e chiuso di Y.
Sia, poi, Vu € Y,,

n—-1 n
(Fyu) () = Z( 2 Upas @ Ak>um se t €] 0, t*], (Fu) (0) = u,,

h=0\k=h+1
t

(Fau) (t) = [ Uq (t—8) f(8,%(8); .0y W (8), By (8), ... By_, w2 (s)) dis,

0
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se te]0,t*], (Fyu)(0)=0,Fu =F, u + F, u. Pertanto,
Fu: [0,t*] > X,Vue Y,.

Cominciamo col provare che Fu € Y,, Vu € Y, Dal Teorema 2
n—1

di [3] segue che F, u € n @™ ([0,1*]; X,). Inoltre, poiché le
h=0

funzioni (s,t) — A; U, (t —s) f (s, % (8), ..., ™D (8), Byu(s),..,

B, ,u (" (s)) sono continue su {(o, 7)eR?; 0< 7<% 0< o< 7},

n—1
per k=0,1,.., n—1 e per i=k+1,..,n, Fyuec nC®([0,1*]; X,)
t h=0

e risulta (4; F, u)® (t) = /Ai Uy (8—8) f(8,%(8), ooy u®—D(8), Byu (8), ..y

0
B, o u™? (s)) ds, se t €]0,t*], (4; F, w)® (0) = 0, per k = 0,1, ..,
n—1eper s =k +1,.. n—2. Pertanto, Fu € Y e (Fu)® (0) = u,,
per h =0,1,..., n —1. Si ha poi, V t€]0,t*], | (Fu)® (t) — u, || <

1
= 5 On Ft* Ly, N<g,,h=0,1,...,n—1, || B; (Fu)® (1) — B; u; || x <

1 n
SCll(Fw)® () —u; |, < 0, +C;t* N 3 Ly < 0;,i=0,1, ..., n—2.
< k=i+1

Questo prova che Fu € Y,. Dal Teorema 2 di [3] segue che
F, e (XY,, Y,). Sfruttando la continuitd di f e la compattezza di
[0, #*], non & difficile dimostrare che anche F, € @ (Y,, Y,) ; quindi,
Fe (Y, Y,).

Per poter applicare il teorema di punto fisso di Schander, resta
da provare che F(Y,) & relativamente compatto in Y. A questo
scopo, utilizziamo il seguente risultato, che & un’estensione immediata
del teorema di Ascoli-Arzeld per funzioni a valori vettoriali (cfr.,
per es., [1], Teorema 7.5.7).

LeEMMA 1. Condizione necessaria e sufficiente affinché H <
< @® ([a,d]; Y) sia relativamente compatto é che :

a) gli imsiemi H® = {f0;fe H| siano equicontinui, per
t=0,1,..,k;

b) gli insiemi H® (t) = {fO (t);fe H} siano relativamente
compatti in Y, Vit [a,b] e per 1 = 0,1, ..., k.
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Pertanto, & sufficiente provare che gli insiemi {4, ¢® ;g € F (Y,) !
sono equicontinui, per ¢ =0,1,..., n—1 e k=4 4+ 1,..., n, e che
gli insiemi { 4,9® (¢); g € F (¥,)}{ sono relativamente compatti in
Xperi=0,1,..,n—1,per k=4 -+1,..,ne Vie [0,t*].

Siha, Vi, t €10,t*],¢ >1t, Vue Y, Vie {0,1,..,n—1}e
Vike{i+1,.,n}:

|21
[ 44 B0 0) = 44 (P00 )| = [ 143 T = 0]
to
[ F (85 % (8)y ooy w1 (8), Byt (8), ..oy By_p u®D (s)) || ds +
to
—[—/H A U (b — ) — A U (8 — ) || [1F(s,%(8), ...y u®D (8), Byu (8),...
0

—1 n
B, ou™ = (s))ds + 3 X | Ap Uj_pypiy (t) —

w
h=0 j=h+1

3
— A Uj i () 14l = m§-:1 T

E immediato che I, < L, N (t, —1,) ” tT)OO' Inoltre, I,— 0,
1=l |

per | &, —ty | =0, perché 4, U, € @ (R+; £ (X)), per k =0,1,...,
nere It U {0}, in virth dei Lemmi 1 e 3 di [3]. Per lo stesso
motivo e per il teorema di convergenza dominata, tenendo presente
che || A4, U;(t, —s) — A, U;(t, — ) || < 2L;;, anche I, tende a
zero per |t —t, | — 0. D’altra parte, se t €] 0, ¢*], si ha, per ¢ =
=01,.,n—1ek=1¢+1,..,mn:

n—1 2
4, (Fu)® (8) — Ay (Fu)D (0)]|< ||hz0 . % AUy iy () Ajup—Aguy| +
=0 j=h+1

t

+ | [4x Us (t_s)f(sv % (8)yeeey D (8), By % (8), ..y By o w2 (8))d3”‘
0

Il primo termine tende a zero, per t — 0 4, per il Teorema 2
di [3] e il secondo tende a zero, perché si maggiora con tLy; N. Questo
prova l’equicontinuitd degli insiemi {4,9®; ge F (Y,)}, peri =
=0,1,..,n—1leperk =14 +1,..,n.
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Inoltre, gli insiemi {4, ¢'? (0); g € F (Y} = {4, u;}
sono compatti per ¢ =0,1,..., n —1 e per k =1 + 1, ..., n. Sia,
ora, t €10, t*] fissato. Poiché gli operatori U; (r) sono a valori in
DP), VreRt e Vie{0,1,.., n — 1}, le funzioni s— P (4,)
Uyt —8)f(8y%(8)y ., w2 (5), By (3), ..., B,_, w2 (s)) sono con-
tinue e, quindi, integrabili su [0,¢ — ¢], Ve£€]0,¢[. Dal Lemma 6
t—e
di [3] segue allora che I|fP (A) Uy ¢ — 8) (s, u (3), ...,
0
w®=V (g), By (8), ..., B,_, w2 (s)) ds|| < Ct* N ¢—i—1, dove C & una
opportuna costante, Vue Y, e Vie {0,1,...,n — 1}. Ne viene
t—¢
che gli insiemi {4, f U, (t—8) f(s5%(8)..., w2 (s), Byu (s), ...
0 t—e
B, _pu®—2 (3)) ds;ue Yof = {4, P~ (Ao)/P (2) U@ — 8) f (37 u(8)y - s
0

w1 (3), Byt (8), ..., B, _, w2 (s)) ds; u € Y} sono relativamente
compatti Vee]0,t[, Vie{0,1,....,n —1} e VEke {i +1,...,n},
in quanto ognuno di essi & immagine, attraverso 1’operatore compat-
to A, P! (4,), di un insieme limitato.

Sia, ora, d € R*. Scelto ¢ < d/(2Ly; N) e posto Gy 4 . (t)w =
t—e
:/Ak U;(t— s)f(s, U (8)y ooy D (s), Byu (8), ..., By _ou®2 (3))d37

0
risulta || A, (Fou)® (t) — Gy o, W u| <eLy N < ;— 3.

Poiché gli insiemi {G; ; ,(f) %; u € Y} sono relativamente com-
patti e, quindi, totalmente limitati, esisteranno wg,, ..., Uy, € Yo,

DPig 1
tali che {G; , ,(Hu;ue Ylc U S(Gi,k,s(t) Ugrej s —2—6), per i =
J=1
=0,1,..,mn —1leperk =14 +1,.., n. Ne viene che {4, (Fyu)® (t);
vk
ue Yol < U 8(G;, 5, () uy;,0), peri =0,1,...,n —1eperk =
J=1

=14 +1,.., n. Allora, questi insiemi sono totalmente limitati e,
quindi, per la completezza di X, relativamente compatti. Questo
prova che gli insiemi {4, (Fu)® (f) ; € ¥,} sono relativamente com-
patti in X, Vte]0,¢*], Vie{0,1,...,n —1lleVikeli +1,..,n!.
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Allora, il teorema di Schauder assicura Desistenza di un punto
fisso di F, cioé di una soluzione « mild » del problema di Cauchy (1),
definita in [0, t*].

4. - Esistenza di una soluzione classica.

LeEMMA 2. Se UIpotesi I ¢é verificata, si ha
g Up ¢ +B) — Apyy Up )] < Mbet,
per k=0,1,...,n —1, Vi,he Rt ¢ Vaec[0,1].

DimosTrRAZIONE. Infatti, dal Lemma 6 di [3] e dal teorema del
valor medio, si ha:

(4) [ Agr U @ +h) — Ay Up ) | < 20544, s

per k =0,1,..,n—1 e Vi he RY,

(5) | Agps Up @ +0) — A U (0 | < h[ft‘il})‘] [ Agr Upsn (0) | <
< M, k', per k=0,1,..,n —1 e Vi he R

Elevando la (5) alla potenza a e la (4) alla potenza 1 — a e molti-
plicando si ottiene il risultato.

LemMA 3. Se UIpotesi I ¢é verificata ¢ se ge L? ([0, T]; X),
per un p €11, 4+ 0], posto

¢
vy, () ='/-A,C+1 Up(t—s)g(s) ds, se t€]0,T], v, (0) =0,

0

per k = 0,1, ..., n—1, le v, risultano holderiane su [0, T di esponente
B < (p')7, dove p' é Vesponente coniugato di p.

16
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DIMOSTRAZIONE. Indichiamo con | - ||, la norma in I# ([0, T]; X).

Se h €]0, 1], si ha, per la disuguaglianza di Holder :

h h

lop () — o (0) | = || [Agss U (h—8) g (s)ds || < Ly | | g (8) || ds <

0 0

(6)
= Lk+1,k hl/p' ” g “p < Llc+1,lc ” g ”p hﬁ’ per k= 07 19 ey M — 1.
Sia te€ ]0,T[. Se he ]0,1] ed e tale che t +h< T, si ha:

t+h

B0 =) = [ Ay Uyt +h =) glo) @s +

t
i

+f[A,,+1 Up+h—8) — Ay, Uy (t — )] g(s)ds = Iy + Iy

0
Ragionando come si & fatto per provare la (6), si ha :
[ ey | < Lgyai | 9 [l P2

Per il Lemma 2, ove si prenda a = f, e la disnguaglianza di Hoélder,
si ha poi:

t
||Ik2”3/”Ak+1Uk(t+h“3)_Ak+1 U =98] llg@®] ds<
0

11 i

up’
sMhﬁf(t —8) B g || ds<s M ﬂg”p(f(t—s)“ﬂpf ds) h8 =
0 0
— W' g, B W< M | g, T

Da quanto gia provato e dal fatto che I'intervallo [0, 7] & limitato,
segue facilmente il risultato.
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TEOREMA 3. Supponiamo che sia verificata UIpotesi I e che Q) (P) =
= X. Allora, se g € Q ([0, T]; X) & localmente hilderiana su] 0, T1,
di esponente a, la fumzione

t
u(t):on(t—s)g(s)ds, se te 10, T, u(0) =0,

1}

¢ soluzione classica del problema di Cauchy

‘ % Aku(k)(t) =g(#),te]0,T],
(@) =
( uM (0) =0, h=0,1,..,m —1.

DIMOSTRAZIONE. Per quanto provato nel corso della dimostra-

n-1
zione del Teorema 2, w € n @™ ([0, T]; X,) e soddisfa le condizioni

h=0
11

iniziali ; inoltre, A, u(® (t)=fA, U, t—s8)g(s)ds, Vite [0, T],
0
Vke{0,1,.,n—1} e Vie {k+1,...,n}

n—1
Dimostriamo che w € n @*+D(]0, T1; X,). Sia K un inter-
n=0

vallo compatto contenuto in ]0, 7] e fissiamo d €] 0, min K [.

Poniamo K, = [min K — J, max K] e, Ve€]0,8[, v, ,(t) =
t—¢
=/Uk(t—s)g(s)ds,teK,k=0,1,...,n—1.
0

Evidentemente, A, ., v ,(t) —> 4;,,u® (t), Vie K e
&—>0+

VEkei0,1,..,n — 1}, Ay, v , € @D (K; X) erisulta 4, v; , () =

t—e

= Ax 1 Up(e) gt — o) +fAk+1 Ugir (8 —8) g (3) ds,

(]



244 Enrico Obrecht

VieKeVkei01,..,n —1}. Dal Teorema 2 di [3] e dalla
compattezza di [0, T'] si ottiene che

A U (e)g(t —e) —>0, k=0,1,...,m — 2,

e—>0+
(8)
U, (gt —e) —>g (),

e—>0+

uniformemente su K. Poiche g & localmente hélderiana su K, e questo
& compatto, ¢ risulta holderiana su K, e si ha, se 0 <eg” <&’ <94,
utilizzando il Lemma 6 di [3]:

PR t—e
I fAkH Ut —8)g(s)ds || < ||fAk+1 Uy (t —5) [9(s) — g(O)] ds| 4

t—s/ t—e!
& "

t—
+ | fAk'H Upir (8 —8) g(t) ds || < Mf(t —8)r1ds +
t—s/ t—e!
+ | Agrr Upe') gt — &) — Agyy Uy(e”) gt — ") || = (M [a) (e — ") +
+ | Agly UpleNglt — &) — AL, Uplt — em) gt — &) | —> 0,

e, &" >0+

uniformemente su K, per k =0, 1,..., » — 1, come si vede tenendo
presenti le (8). Pertanto, 4;,, v , converge uniformemente su K .

n—-1
Ne viene che uen @+ (]0, T]; X,) e risulta
h=0
t
Ay u® (t) =fAk U, (t—8)g(s) ds, k=1,..,n — 1,
¢t
u™ (1) = g(t) + f U, (t — 8) gls) ds .

0

Si ha, poi, utilizzando le stesse notazioni di prima :

t—e/ t—e

I [ 40Uy —5)g0) as = | [ 4y Ty ¢ = 5) lg) — gt0) @ | +

t—s/ t—s/
t—e

41 [ 40 Uott — ) gt ds | .

v
t—e/
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Il primo integrale si tratta in maniera analoga a prima ; il secondo
¢ nguale, per il Lemma 4 di [3], a

n t—e/
— 721 f A; Uy (t —s) g(t) ds ——isg;—> 0, Der quanto gia dimo-

t—e/

strato. Pertanto, u(f) € 9 (4,), Vit €10, T]. Da quanto finora di-
mostrato e dal Lemma 4 di [3] segue poi che % soddisfa ’equazione
differenziale in 10, T].

Con cio, il teorema é completamente provato.

OSSERVAZIONE. Il teorema precedente permette di estendere i
risultati di [3] anche al caso di equazioni non omogenee ; nell’appli-
cazione ai problemi misti per equazioni paraboliche secondo Petrov-
skii si riottengono cosi completamente i risultati di Lagnese [2].

TEOREMA 4. Supponiamo che le Ipotesi I ¢ I1 siano verificate e che

D(P)=X. Allora, se up € D(P), per h=0,1,..., n —2, u, ;€ X

n—1 n—2
e f:[0,T] x ( X .Qj) X < X W,i)—> X ¢ holderiana in tutti i suos

i=0 i=0
argomenti, ogni soluzione « mild» in [0 ,t*] del problema (1) é anche
soluzione classica dello stesso problema.

DIMOSTRAZIONE. Sia # una soluzione «mild» del problema (1).
n—1

Allora, w € n @™ ([0,¢*]; X,) e soddisfa le condizioni iniziali.
h=0

Utilizzando le notazioni introdotte nel corso della dimostrazione del
Teorema 2, si ha () = (F, u) (t) + (Fyu)@), Vte [0,t*]. Per il
Corollario 3 e il Teorema 2 di [3], F, w ¢ soluzione classica del
problema (1) con f = 0. Poiché le funzioni w,u,.., u®»2e
€ @W([0,¢*]; X), sono sicuramente hélderiane in [0, ¢*] con qual-
siasi esponente a €]0,1]. Inoltre, poiché w,w, .., w1, Byu,
B, W,y ..., By yu® e C([0,t*]; X),la funzione s — f(s, u(s), ...,
w0 (s), By u(s), ... , B,_,u®™ ) (s)) & continua e, quindi, appar-
tiene a L~ ([0 , t¥]; X) Il Lemma 3 e I'Ipotesi IT assicurano allora
che (Fyu)®—0, By Fyu, ..., B, o (F,u)®» 3 sono holderiane su [0, t*]
di esponente B,V f]0,1[. Inoltre, per il Teorema 2 di [3] e
PIpotesi II, (F,u)» 1, ByF, u,..,B, ,(F,u)* 1 sono local-
mente holderiane su]0,?*] con qualsiasi esponente a€]0,1], in
quanto sono ivi di eclasse @M. Pertanto, «w® D, Bju,B u,...,
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B, _, ™2 sono localmente héolderiane su ]0,¢*] di esponente f§,
VBe]0,1[. Ne consegue che la funzione s —>f(s y U (8)y euny
w1 (), Byu(s) , ..., B, , u® 2 (s)) & localmente holderiana su
10,t*). Allora, il Teorema 3 assicura che F,u & soluzione classica
del problema (7), con g(s) =f(s s U(8) 5 weey D) (8) , By u(s), ...,

B,_, ™2 (s)). Questo prova il teorema.
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