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REND. SEM. MAT. UNIv. PADpOVA, Vol. 57 (1977)

Un teorema di I? continuita
per certi operatori pseudodifferenziali

PI1ERO PLAZZI (*)

Introduection.

Beside the results about Hormander’s classes L)'y, the best
known result concerning L2 continuity of psemdodifferential opera-
tors is perhaps the Calderdn-Vaillancourt theorem [1], which states
that a psendodifferential operator whose symbol is C~ and bounded
with all derivatives is L2 continuous.

There are several variants and improvements of this result (see
e. g. [2]): they require grow conditions for the derivatives of the
symbol, up to a certain order.

Though similar results which do not rest on the smoothness of
the symbol are available ([3] , [4]), they do not deal directly
with L2 conditions ; on the contrary, in this paper, which deals
with the one-dimensional case only, we require mostly L2 conditions
for the symbol in order to assure L? boundedness : hence the weak
smoothness assumptions in the main theorem (Theorem 1).

This result is then used to show the L2 continuity of a class of
pseundodifferential operators whose symbols are not square integrable
(Theorem 2).

NoTAZIONI. Se A < R & (L—)misurabile, la norma musunale in
L?(A), 1< p< + oo, si indichera con | |, 4 o pilt semplice-

(*) Lavoro eseguito mentre 1’Autore godeva di una borsa di studio
per laureati del CNR.

Indirizzo dell’A.: Istituto Matematico « S, Pincherle », Piazza di
Porta 8. Domnato, 5 - Bologna.
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mente con || |, se non vi & possibilita di equivoco; I(Z), o I3
indica lo spazio delle successioni complesse a indici in Z di quadrato
sommabile : la sua norma verra denotata ancora con | |,.

Se 9 (R) indica lo spazio delle funzioni C~ (R, C) a supporto com-
+ o0

patto e F(g) (x) = [ e~y g(y) dy , x € R, & la trasformata di Fourier

—c:o + o0

. . N 1 .
di g € LY(R), si porra ¢, D) f(x) = P fe”‘g o, & &(f) (&) d§
per fe D(R), x€ R, se ¢: R2— C & tale che l'espressione scritta
ha senso ; per operatore pseudodifferenziale di simbolo ¢ si intendera

I'operatore f— ¢(x, D) f, definito su P(R).

Per brevita, si porra nel seguito I = 1= x,n[, L? = L2 (I), y,(x) =

= V2— enr (xe I, ne Z); infine se € R, [¢] denota la sua
7
parte intera: [#] =max{ye Z, y<x{.

§ 1. — Alla dimostrazione del teorema 1 é opportuno premettere
due lemmi.

LEMMA 1. Sia ¢ = (¢,)nez Una successione in L2; condizione
necessaria e sufficiente affinché la serie

@) Sq;fIZ <f7"/’n>‘pn"/"n

nezZ

converga in L* per ogni f e L* ¢ DVoperatore lineare f— 8, f sia L*

continuo & che, posto ¢, = < QuYPu ) PpYp > = Cp 5, TiSUlLI:
i) ¢, = (g, pkez € ¥Z) Vme Z;

ii) posto T (&) = ( kzz%,n Epdnez Por & = (§))4e2 € (Z)
€

T, sia lineare e continuo da 12 a 12

DIMOSTRAZIONE. @) Sufficienza. Supponiamo che ¢ soddisfi i e ii,
e che sia A < Z finito.
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| Z<fsv>ontnlli =<2 <fs¥>Fn¥ns Z<f,w,>¢;w,>—

NneEA neEA

Z<f7"/’n>(z <f7 "/’j>cj n)<

nEA
S(SI<fo > 9 (S 3 0rn <Frw > 190
= | 7l (nél <fryn>19)-

Se si sceglie A = Ay 7 =1{p,p+1,..,p+q;—r,.., —r —s|
per p,q,r,8 € N, si riconosce che la serie (1) converge V fe L2;
€ ora lecito nella disegnaglianza precedente scegliere A = Z, da
cui si ha che S, & continuo e

(2)

b) Necessita. Supponiamo che (1) converga in L’ V fe L* e che 8§,
sia continuo. Allora Vke Z

1
[<8,frweve> =12 <frva>cni | = =18 1fl ol
nez VQJZ

e poiché, per il teorema di Riesz-Fischer, (< f, v, > ),c» € un’arbi-
traria successione in 2, si ha che, fissati k€ Z e & = (§));c5 € 13
converge < &, ¢ > —z & ¢y -

Il teorema di Banach-Stelnhaus ora implica ¢, € I?, e percio
<, € 12
Dunque vale i e 7, é definito su 2
Poiché || T,(&) |, =sup|< T,(£),n > |, ove 5 & una successione
7

<on un numero finito di termini non nulli e |y, = 1 (£, 5 € I?), ed
esistono funzioni f, g € L taliche <f,y; > =§;, <g,y;,> =
Vie Z(Ifle=1&lzs lglls = lImlly = 1) risulta

I <Tc(§)7"7> IZI Z (z ck,nék);]nl
n keZ
= | EkZZ < Qe Wiy Pa¥n> <fr > <G, 9> | =
n €.

=13 <8 FsPu¥u> <g,vu>|=|<8,f,8,9>|<
n

< WS PN f Ul lle =18 111 & Mss
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percid T, & continuo, e
®3) 1Tl < 18l

La dimostrazione é ora completa ; si noti che da (2) e (3) segue
I8l =TI

OSSERVAZIONI. 1. Se le ¢, sono costanti h, i e ii sono equi-
valenti all’unica condizione che (h,),., sia limitata. Infatti in

tal caso ¢,; = bty (6 & il simbolo di Kronecker) e T,(&) =
=( gz halOnrEnliez = (| he[*6x)rez -
$/4
(]h,| < costante = i e ii) & evidente.
Viceversa, se vale ii & (X |h,]*&,]|D)2< @ (2 |&,]2912; se
nezZ nez
(hp)nez non fosse limitata vi sarebbe mna sottosuccessione (h,,k)keN,

|ng| = + oo, divergente (lim |k, | = 4 co) tale che |h, | >

k->o

>k V ke N; posto allora .f-nk = &, = 0 altrimenti, & £ € 12 ma
& 1
2 k| &a]? = 2|y |* — = + oo il che & assurdo.
nez k=1 k
In questo caso [|S,||= sup|h,|.
nezZ

2. Una condizione necessaria & ||p,|l, < costante Vne Z: se infatti
8, ¢ continuo si ha, Vn e Z,

1
}/—— ”¢n||2 :”(pn 'Pn”z =” z Pr Ve < Yus Ve > “2 :”Sqa 'I’n”z = “ SW" :
27 kez

3. Una semplice condizione, largamente sufficiente, che implica
ieii@ (|loglla)nez € B poiché vale la maggiorazione

1
Jonal = 5 Il lelle Vo, k€ 2.
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E infatti immediato che essa implica i; si ha poi

V2@ = (31 3 onn &9 = (3 3 leeal) - (3 |l <
neZ kezZ neZ keZ kezZ
1 | .
=16l G (3 Sleall leeld™ = 5 (Slol) - el Vet

1
e dunque vale ii con [[T,]<—— 3 [¢;?.
27 jez -

4. Segnaliamo, nel caso che le ¢, siano tali che risulti ¢, ; =
= < @pVpnyPp Ve > = dg_, Der certi d; € C Vn, ke Z, un’altra
condizione necessaria e sufficiente :

(4) (dy)ez € lz-(g) e
(5) la serie V2n > di y, (1), convergente in L2, definisce una
kez

funzione d(t) € L (I).
Infatti & noto ([B], vol. I, p. 168) che se vale (4) e Ty(§) =
= (X y_t Ek)nez» Tq © lineare e continuo da I* a I2 se e solo se
kez

ae) = Vé?kz @ v, ) € L° (I); in tal caso [Tyl = ||d]. -
cZ

Poiché in questo caso T, = T, si ha |8,|=|d|L.

Lemma 2. Siano ¢ € C (R, C), N > 0. Allora

neZ, (<N

N
n 1
¢(7)7—>f¢(y)dy per iA— 4 oo
-N

DIMOSTRAZIONE. Poniamo
N

SN, = > Y i?'IN"_‘ o(y) dy ;
nezZ,|n|<Ni A A

non & poi restrittivo supporre ¢ : R—R.
Si considerino la scomposizione ¢, di [— N, N] definita da

k
o, =i+ N} U{—A—; k= —[NA,.., [Nl]}, di intervalli com-
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ponenti I, (1) = [% , 731—_1] (k= —[NA),..., [NA] — 1), Jy(4) =
= [— N, — —[%TA—]J, Ji () = [[—l\;ﬂ, N} e la relativa somma
NA — [N2A WA-1 k NA—[N2
S, 00 = -0 AL TS 2 g 1) 4 eun T,
k=—[NA]
come ¢ noto, S(p,0;)— Iy per 1— 4 oo.
Allora, da | X (N, 4) — S(p,0;)| =
NA—[N2A NA—[NZ Ni
=l—<p(—N)—3[——]—c,v(N) l[ ] +<p([ ]>—I_

3 .
< — max |¢]| segue il lemma.
A o_N,mM

TEOREMA 1. Sia ¢ : R?— C continua e tale che

i) lp@, &)] < Clx)d + &)P@2 Vg, Eec R

Si ponga (p’},(m)=<p<lac,—1;) per xeI,ne Z, A>0; sup-

posto che, almeno per una successione divergente di A, le ¢}, soddi-
sfino le condizioni del lemma 1, siano T2 i relativi operatori da
12 a 12; ebbene, se

ii) lim inf | T2 || < + o0

A>+ o
Voperatore pseudodifferenziale di simbolo ¢ é L* continuo su D(R) .
DIMOSTRAZIONE. Per fe D(R) e 4> 0 poniamo f,(x) = f(A2);

consideriamo solo i A per cui supp f, = I.
Se 8% e loperatore determinato dalle @}, risulta

(85 1) () = EZ (P(M' ' 7 ) (ff(lt g—int dt) enr, pe 1.

Per una successione di 4 per cui le ¢, soddisfano le ipotesi del
lemma 1 si ha

(6) 185 fal3, 1= N8e P NF4 13, 0 = N Tell 1£4l3, 2
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400
fz ”2,1 —f| z Gy ( %) etnz (/f(ﬂt) e—int dt)|2 dx .

Fissato « € R la serie converge puntualmente ed assolutamente :

ove

nez (1 + n2)ek

2(a7)/2 Cra
ZZI¢(M )llerfl>(n)|<0(zw)z< I) s < oo

poiché q pud essere scelto ad arbitrio.

Allora
:'.M
. 1 i 21
185 0= [ |3 oy, )T [0 Sy
o neZ 27 A
—nA
poiche &

152 18, 2 —fwt) ot = —fmumdu_

la (6) diviene

+OO
1 n.1 n 2
ZZ . ¢(y,%> e' 7 1,7 (ff(u)e ““du)
ne

passando al lim inf e applicando il lemma di Fatou
A>+ o0

An

o |

dy < | Te|fI2, =

+ oo BN
1 L m .1 i r 1/2
(8) —2;(/11m inf | 3 <P(y, %) ol :l/7 (l/‘f(“)e 7 du)lz dy)

A->+ o0 neZ
< O f g,

—00

ove si & posto C = lim inf |77 .

A>+ o0

Resta solo da provare che, fissato y € R, esiste
-+ oo
i r ilyir AR i
(9) llm(z¢(y, )t 7w ( 1))—j¢(y,5)eev$(f)(§)d5.

A->+o0 \NEZ
—o0
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Si fissi un N > 1 e si ponga
n iZ 1 n
—_ - )=
2 ong) < 3e0(3)

ily 1 n . ,
- (|n|§>:1vz+ |n|<m)¢(y’ 7)6 ’ 2 §(f) (7) =3y+ 2n-

Risulta allora Vge N

1 n2 \p®)/2 C},q
AR IS Rl 5 e

quindi per A>1 e ¢ = p(y) + 2 si ottiene

n2 —1
1+ <
n;N).( 12)

<A Y wt=C£(2,[NA),

n > [N2]

|

IZNI = C”(y’f)

o0

ove {(s,a) = >

n=o (M +a)t
Riemann generalizzata. Per essa vale la disegumaglianza ((h, v) <
< 0"~ per v = v, > 0, h > hy > 1, mentre C, dipende solo da h,
e v,: questa diseguaglianza segue immediatamente da

(s>1, a>0) & la funzione zeta di

+o0

_ = —h+1
S ngo (n +o)P = +f(w Top wh 1—h =

1 1
<|— 1=k
- ("’0 + ho—l)v

0

Dunque risulta infine

I le < o' 2 [Nl]l—z < Qm N—1



Un teorema di L? continuitd per certi operatori 225

Per il lemma 2, poiché & — ¢y, &) ¢ F(f)(§) & continua,

N
ZI’V _>f¢(?/ , £) e F(f)(&) d6 per A, 4 co; allora

-N
;"

+oo
1 i-
‘ /q’(?/,f) et F(f)(8) dé — 3 799(% %)6 Y E(f) (%)

<

nezZ
N

< { Ply , &) ¥ F(f)(§) dE — Zﬁvl+ | 2nl +'f¢(?/75)6iy5 F(H (&) d&l-
N le1=n
Fissato ¢ > 0, per N > N, il secondo ed il terzo termine scritti
si maggiorano con —g— ; fissato in tal modo N, il primo termine si
maggiora con-g— se 1> 4, da cui (9). Si noti che nell’applicare

il lemma 2 si & supposta ¢ continua solo nella variabile &.

§ 2. — Il teorema 1 viene ora impiegato nel dimostrare la L? con-
tinuitd di una classe di operatori pseudodifferenziali ; per chiarezza
si premette un lemma elementare sulle serie di Fourier.

o

1
LEMMA 3. La serie 3, > sen (kt) converge V ¢t € R ad una funzio-
k=1

1
ne limitata e || 3 - sen(kt) ||, p =7/2.
E=1

DIMOSTRAZIONE. Basta considerare lo sviluppo di Fourier della
1
funzione f(t) = > (m —1t), te]0, 2xn[,f(0) =0 prolungata su R

con periodicitd 27 .

TEOREMA 2. Si consideri il simbolo @(z, &) = F(x) €@ ove a,
F e 0, a ¢ dispari e a valori reali, F ¢é pari oppure dispari.
8i ponga b(y) = a(y) + y ; supposto b'(y) = 0 V y € R, sia yp(y) =
_ |F@*
b'(y)

. Allora se

15
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An
1
i) lim inf |F(y)|*dy < 4 oo
A> 40 27[1
—An
. 1 ’lpl ’
ii) G € L>(R), by/, (T) e LY(R)

Voperatore pseudodifferenziale @z, D) f (x) = F(x) f (b(x)) (f € D(R))
¢ L2 continuo.

DIMOSTRAZIONE. Dalle ipotesi segue che |F|2 & pari, b dispari e
quindi &' é pari, v pari, ¢’ dispari.

Posto ¢i(z) = q)(lw, %) per ze I, 2> 0, ne Z si dimostrera

che i coefficienti ¢, , = < ¢} v,, ¢}y, > sono della forma d;_,

per una successione (d;);cz in I%(Z): quindi bastera provare che

d(t) = D dei*t & una funzione di L* (R) e che lim inf [|d]j. < + co:
kez A>+ o0

il teorema 2 segue allora dal teorema 1 per 1’osservazione 4 al

lemma 1. Cidé premesso, si ha Vk,ne Z

k11

1 —
Cn,k =2—nfq; (lx, %)eimq)(ﬂm, %) ek dp =

-n

= 2—171—'/ [F(ﬂ.x)]2 exp (’i (%a (Ar) — —7;— a ()\:L'))) e n—k)T Jp —
An

1 ’ . _-ﬂb”
— 57 [Pl T 0 — g,

—Ain

An
1
ove d, = d_, = m/]ﬁ’(y)P cos (% b(y)) dy (re Z).
—An

An
1 7

Se k=0 ¢ doz—m/IF(y)l‘zdy;se kE#0
—An
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in
1 d k
dy = —— — —b ) dy =
=5 [ ) ( 2y (sen (5-00) ) y
—Ain
An

Y=—Ain

1 k Yy=Ain 1 . k
= o [1/’(?/) sen (7 b(y))} iy ¥'(y) sen (—}: b(y)) dy =
—An
in

1 k 1 %
= y(Am) sen (/1- b(ﬂm)) 5 /1/"(?/) sen (7 b(y)) dy =
—in

1 k
= dk(l) -+ dk(2)7 ove d;cl) = 7 y)(ln) sen (_ﬂ,_ b(h)) »
J

An

1 k
@ - _ ! -
s el RAC) sen( ; b(y)) dy .

—An

Cio6 prova intanto che (d,),., € I* e percid esiste in L2
dt) = Y dp ekt = q, + 2 E dy, cos (kt) = d, +
K€z

2 > db) cos(kt) + 2 Z aP cos(kt) = dy +
i E=1

2 i k
;. g ( 7 b(ln)) cos (kt) +
An
121 , k
- kgl - ( ./y; (y) sen (7 b(y)) dy) cos (kt) = d, -+
—An

2 1
+ ;"/’(}'75)21 - - 22-

Risulta ora per i lim inf d, < -+oco0 ; & poi hm mf |p(y)| < +oo:

A=+ o0
se infatti fosse lim inf |y(y) | = too, si avrebbe lim |y(y) | =
Y->+ oo Y->+oo

= +oo e percido fissato n € N ad arbitrio esisterebbe C,, positivo

tale che |p(y)| >n se y > C,; d’altra parte per ii 31,— € L*(R) e
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percid per A > C, si avrebbe

nA

An An
1 1 k
— tdy> — [ |by|dy = — d
2ml/llq’(y)l yz — flbwldy_ I /Iw(y)l y >
—An aCy,

aC,,

Kn C 1
> — (wh — 7Cy) =Kn<1 ""f)’ ove K=t = | o5 lle, 3

in
1
da cid, per l'arbitrarietd di », lim inf —— f |F(y)| 2dy = + 0,
A->+ o0 27A
contro i. —hn

Dunque i e ii implicano lim inf |p@y) | < + 0, cio
lim inf |yp(in)| < + 0. Yy>teo

A>+ o0

k 1 b(An)
Dalla formula sen (—1— (b (An))) cos (kt) = Y sen ( k (t + _T)\) +

+%sen(k(t—g%n—)—)> si ha

121 b(A) 1 2 1 b(Ax)
—— Y = t 4 -y = k(t — 22 ).
=5 2% Sen(k( T3 ))+ 52T Sen( ( p )
quindi, per il lemma 3, 3, converge puntualmente V1 e Vi a una
funzione di L*(R): VA> 0|2 [le,r < —Z— - Resta ormai solo da

provare che 22 converge a una funzione di L*(R) maggiorabile
in valor assoluto con una costante indipendente da 4> 0. B

Az

\

2= 2 - ( / ¥'(y) sen (~ b(y)) dy | cos (kt) = 3 ay, , cos (kt)
k=1 k l k=1
—An

(la serie converge in L?); posto per g € L, (R)
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F(9) (@) = / gly) -2 (:(b)y)) dy siha, Vke N e Vi>0

1 k
Gy 2 = —];‘j ¥'(y) sen (7 b("J)) dy = T F,(by") (7)
Zin

Risulta ora per mna C > 0 indipendente da A > 0 e x € R
(10) | F3(by") (@) < CQA + 2?71

Infatti & immediato che | F,(by')(®)| < |[by'||, . r V2 € R e Vi> 0;
inoltre

in

@ F, (by')(@) = f Z’((Z)) (ab'(y) sen (zb(y))) dy =

An

. v'(y) )
_[ ) ° (a:b(?/))LpM f———-,(y )cos (wb(y)) dy =

>

An
¥’ (An) / ( ¥'(y) )
= — 2 cos (xb(An —=—1) cos (xb dy =
@) oy v (eb(y)) dy
=P, +P,.
Per lipotesi ii si ha |P| <2 “‘WT' [Py < |‘(£’)
b" i, r l b ) i,

e percid resta provata (10).

1 of1+ k2
A A2
che ¥,, V1, converge totalmente su R ad una funzione continua
di periodo 2z . Infine

—1
Ne segue che |a; ;| < ) e cid comporta intanto

00

2 \—1 0
|Zﬂ£0ﬁ126~+%) <02 A+ k2= C @A) < Cr
k=1 k=0

e cio prova il teorema.
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