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REND. SEM. MAT. UN1v. Papova, Vol. 57 (1977)

Alcuni risultati di teoria spettrale
per D’operatore di Laplace
in regioni non limitate con frontiera non regolare

ANTONIO BOVE (¥)

SUMMARY - Some theorems are proved about the canonical diagonali-
zation of the Laplace operator in unbounded regions, in 2 and 3 di-
mensions, the boundary of which presents corner points.

Introdnzione

In [1] G. Bottaro ha studiato lo spettro dell’operatore di Laplace:
in regioni non limitate, quali R”, il semispazio, la regione esterna ad
una sfera di raggio assegnato. In tale lavoro ’autore si & servito di
un metodo dovuto a Gel'fand, Kostynéenko e Garding [2], che per-
mette, in nn certo senso, di estendere agli operatori non limitati con
spettro continmo tra spazi di Hilbert talune considerazioni che si.
possono fare per operatori dotati di spettro discreto: in partico-
lare questo metodo fornisce un analogo dello sviluppo di un vettore
in serie di antovettori dell’operatore assegnato.

In questo lavoro si vuole estendere ’esame del Bottaro per 1’ope-
ratore di Laplace a certi casi in cui la frontiera della regione non sia
regolare, e presenti punti angolosi.

Nel primo paragrafo si studia il caso cosiddetto retto in gene-
rale : il metodo & un elementare adattamento di quello seguito per
regioni del tipo del semispazio.

(*) Indirizzo dell’A. : Istituto Matematico « S. Pincherle », Piazza di
Porta S. Donato 5, 40127 Bologna.
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Nel secondo paragrafo si studia il caso dell’angolo piano e si uti-
lizzano certi risultati dovuti a P. Grisvard [7] per l'operatore di
Laplace nel poligono e il suno indice.

Nel terzo paragrafo si studia il caso di una regione di tipo pira-
mide triangolare infinita.

1. - 11 caso retto.
Siano 1< 4, <ty <.. <%,<m , 1<v<mn, numeri naturali e
Nty rty =175 ER" 2, > 0, 1 < K<
3 My ..., 1» = frontiera di Ay 4

2
con domi-

n

In L (A, ,) consideriamo l'operatore A =3

j=1

nio H(A; . 4) 0 Hy (A, 0,)- Siano jy e, jo, quelli, degli indiei 1,

2 yery M, distinti da 4, ,..., ¢,. Conveniamo di porre z = (z}, ,_,),

OVe @) = (By, yerey By)y B = (Tgy youey Bppy) Sia Uz L2 (A, 4,) = LX(RB")
definita da

ox;?

2 v/2 !/ ” . rooar i 12
Ulp) (&) = (—7;) fei(zn—v, En—v” sin &, @, ... Sin & @y @, @,_,) da, dy, _,
R:_ X Rn—v

ovviamente si ha che, se e D(A) = H2(Ay,.. o, NH5(Aqgy,....0.)s
(U (Ap)) (&) = — &2 (Tp) (§) , &> = I&N* + [€n-l®* e quindi si

pud ragionare come in [1].

2. - 11 easo dell’angolo piano

Sia aE]O,—g—[. Poniamo
A=1{@y;2>0,0 <y < (tang a) z|
o, = {(@, 0); >0}, 0, = {(, (tang a) ) ; © = 0}

N = 0, U o,
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DEFINIZIONE 2.1 Sia y € Rt U {0} . Definiamo

L2 (R*)={¢@; ¢: Rt —C, ¢ misurabile ¢ tale che ||z*¢(@)| s r+) < + 0o}
PrOPOSIZIONE 2.2. CP(R*) é denso in LYRY), ¥ y >0

Dimostrazione. Sia fe L}(R*). Poniamo

(r+5)2

(Pl f) @ =1 (e7) ¢

Si ha PH% f:R—>C e ”Py+-1—f”L’(lR) = fllz3r+-

P, % : LER*) — L%R) & un isomorfismo algebrico e topologico.

Risulta

(=r+3)

-1
(P, 1) (@) =e¢ p(loge) , geR*

Ovviamente P, ; peCYR) , VypeCCP(Rt), e analogamente

-1
per P, % . Con cio 'affermazione & provata.
DEFINIZIONE 2.3 Sia f:R+t—>C , veR*. Poniamo ¥ &€ R*

+o0
B, (f) (§) =[f(w) J, (&) @ dw
0
supposto che Vintegrale esista. Qui J,(.) denota la funzione di
Bessel di prima specie di ordinev > 0.
Si ha il

TEOREMA 2.4. ([3], p. 456). Sia ¢ € C7 (RY)
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Ha senso allora considerare

+ 00
B,(5) (6) = [v @) 7, (60) 2 da

0
(enfatti | J,(®) | <1, ¥ veRt, ¥ x>0)

Vale la formula di inversione seguente :

+ 00

¢ (@) Z/Bv(¢) (&) J,(x§) EdE , ¥ weR*

0

TEOREMA 2.5. La trasformazione di Bessel si puo prolungare

in una isometria su L3, (RT) ; ossia

fe L}, (R+) = B, (f) € L} » (RY)
1fllzeyar+ = 1By (F)z2ysn 0+

DiMoSTRAZIONE. Sia ¢ € Oy (R*). Poniamo

+o00 £z

. 1 d ' _ 1
== = J. )Vt d = dx.
? (&) 7z déof(o/ L)Vt &) ¢ (@) s

Si ha:
g +o0 Ez
f}’?a; () dt =/(/J,, (¢)V ¢ dt) q)(a})V—_l_ dx =
X
0 0 0
to E

0

+0 &
:/x ([J,, () Vu du) @(x) de .
0 0

=/( J, (wu) You @ du) (@) Vlz—dw =
@
0

(2.1)
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Ora (z, ) —> w]/a?J, (zu) p(x) & sommabile su R+ X[0, &], * &e
€ R+, quindi per il teorema di Fubini si ha

14 £ +eo
Vo = [ ([ J, (wu) op(@) do) Vu du
8 § o

Derivando entrambi i membri dell’uguaglianza rispetto a & si
ottiene :

+00
VEp &) = VE [T, @8) wp(a) dw = VEB, (9) (5),
0

ossia 9 (&) = B, (¢) (£§), ¥ @eCF (RY).

Proviamo ora che la trasformazione (2.1), che su Cp (R*) coin-
cide con la trasformazione di Bessel ordinaria, definisce funzioni di
L}, (RT) se ¢ eL%l,2 (R*), e che tale trasformazione & isometrica

([4], cap. 8).

Sia fe L}, (R*). Poniamo

fo 0 =Vt f.
Allora f, e L2 (Rt) e quindi M (f*)( + zt)eL'2 (R).

Con M (-) si & indieata la trasformata di Mellin.

+00

M (f) 65) = [t1x 0 @t , f€ g, 2 (RY),
0

che ammette ’inversa

Res+ixo

f*()—**fM(f* ) (s)t—5 ds

Res—io

ove entrambi gli integrali si intendono convergere nel senso di L2
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Si ha

1-s —
M (J) (5) =(%) r(% — —g—)(r(l +5 - Zi)) ", per
—v<Res<~?.

(Si veda [5], p. 93), quindi

— /1
M(J,(r)Vr)<?+it)=M(J,)(1 +it) =
_oup(r L AN SN
=2 F(2+2 +@2)[F<2 Tty
Poiché - + = > 0, risult
oiché — 2> , risulta

{M(J,(T)}/‘?) (% —{—z't) =1.

Inoltre, poiché f, € L2 (R*), se ne conclude che
M (J,(z)V7) (% + z‘t) M (f.) (1 - %— it) =

= M (J () V7) (—;— + it ) M (fy) (% — it)e L2 (R).
Sia g, D'antitrasformata di Mellin di questa funzione :
—_ 1 )
gs (@) = M~ (M @, V7) (%-r z‘t) M (f,) (? —~ zt))(w) =

1
E+ia,

= L2 — lim —1— M (J,(7) l/;) )M (fe) A —s)xsds.
a—>+o0 27
L

) —ia

Risulta g€ L? (R*). Conveniamo di indicare con H la funzione
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di Heavyside, cosi definita :

1 set>0
H(t):<
0

set <0

Per la relazione di Parseval relativa alla trasformazione di Mellin
8i ha ([4] p. 95).

z +oo
]9*(00” ny*(t)H(w — 1) dt=
0 0

%+ioo
1 —_
~ f M (J,(0)VT)(s) M (fy) (1 — 3)
1

— —joo

2

xl—s
1—s

ds .

2

_1 _
Ora poiche (% - it) M (J,(7) l/r) (%—I— z't) e L* (R), posto

M (J,0) V) (% + it)
1

2

I,(x) = M (@) ,

— 4t

si ha che I, (x)e L? (R¥).
x
1 —
Di piti risulta che I,(z) = — [t Vit at
0

(lg relazioni sono sempre vere quasi dappertutto). Infatti oJ(f)
Vte Wi (RT) (W% (R*) & il completamento di Cy (R*) rispetto

+00
alla norma ”u”;;(,Rﬂ = /92(8“—"—1/2) |u®(o)|?do, [6]) e I,(x)e

i=0
0

€ I? (R*) = W{; (Rt), quindi, come si vede prendendo la trasfor-
mata di Mellin di ambo i membri, vale la relazione

A+ aD,) I =J,@) V.
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Da quest’ultima, osservando che I, € L?(R*), si conclude nel
modo desiderato.

Dalla relazione di Parseval si ha allora :

1
1~+ioo

/(1 —8) 1 M (J,(v) Vr)(s)M(f,,= 1 —s)r'—sds =

=i
2 0
+oo Y

= [ ( fJ,(t) Vi at) fuly)—

0

(si veda [4], p. 54). Si pud allora ottenere che

“+o00 ZY

g@) = o' Pgy(e) = 22— / ( fJ @Vt ar)f @) V“ € Lip(RY).

Inoltre

]|9”L2,/2(IR +) = ||9*||L2(|R +) =

_ ?17; 1M (7,(7) V?)(—;— + it)M (f+) (% - it) Nz20ry =

= L (— —u)||m.m—nf*um oy = 1 By -

e quindi si ha ’isometria. Con cid il teorema & provato.

Prendiamo come dominio di A in L2 (A) l'insieme H2 (A) n H} (A).

DEFINIZIONE 2.6. Per ogni f € L2 (A) indichiamo con f,: R+ X
X 10, a [ C la funzione cosi definita : f, (0, 0) = f (o cos 0, o sin 0).
Indichiamo anche con & Vapplicazione : L2 (\) — L}, (R*) ® L2 (0,a)
definita da =: fr—>f,.
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DEFINIZIONE 2.7. Per ogni fe L?(A) poniamo

o “+ 00
T (f) (5, %’3) = (%)' f ( f sin 52—0 T (£2) f, (@, 6) @ dw) a6
0 0

EcR+, keN.

Osserviamo che l’integrale sopra scritto & ben definito. Infatti
2> f (x,0) € L}, (R*) q. d. rispetto a 0, e quindi la sua trasfor-
mata di Bessel € L,(R™).

TeOREMA 2.8. Risulta T (f)e L}, (R*) Q13 ¥ feL(A) ¢ di
piu, vale la relazione

T (f)

(L%, (R*) @1 si intende normato con :

LysRH®e = | f lzaay

I linmerde = 3 f |9 (& k) | Ede).
0

DIMOSTRAZIONE. f € L% (A) = f, < L}, (RY) @ L2 (0, a).

Allora esiste una successione di funzioni del tipo ¢, (%) v, (0),
O €L (R+), v, € L2 (0, a), tale che ¢, v, 755 f, nella topologia
di L3, (Rt) ® L2 (0, a).

Per densitd & sufficiente ragionare su ¢, (z) v, (0).

Si ha:

3 k
| T(pn ¥a) (5 ’ —) 13ar0&r = Z | T(®n ¥n) (5 y {-) [2Edé.
0

k k
Ma T(p, u) (f : —f—) = By, (g0) () 5,(v2) (7”)

ove &, denota la seno-trasformata finita di Fourier.
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Per la relazione di Parseval relativa alla trasformazione di Bessel
si ha:

1 ffl T(gy 'l’n)( ) |2dé = Z | @n 172000 + | 53(%)( )|2 =

= ” Pn ”izllz(fﬂ—) " Yu ”L2(0,a)

e quindi

| T(f) llzey,ry@ 12 = Il fr Loy, R+ & 200,00 = I S 22y -

LEMMA 2.9.

03 (N)=lo;9eC°(A),9|o,=0, supp ¢ limitato |
¢ denso in H2 (\) nHY (A) con la topologia di H? (A) .

DiMOSTRAZIONE. Poiché {u;ue HXA)nHy(A), supp « limitato |
¢ denso in H2%(A) nHy(A), basta provare laffermazione per gli
w e HX(A) n H)(A) con supporto limitato. Sia v = Au. Allora
MeeRt Foe 0L (N, ||v — 0y <e-

Sia A, =ANnj{z;2eR, ||z|<a}l, acRt.

Sia a tale che A, > supp % U supp. v .

Sia b>a + 2.

Consideriamo il problema
Au = n A
{ “ lop, =0
Per [7] si ha che ue CF (Ay) ={@;90€0°(As), 9 |ap, =01,
e vale la maggiorazione

1% = lap < 1 45" 0 — 45" oluzap = €15 = 0 lscap <

SO”";_””L?(A)<G£'
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Sia we €= (A) tale che

/1 in un intorno di A,

o(x) :\
0

in un intorno di AN\ A, -
Sia w, il prolungamento di  con zero fuori di A,. u€ C(A) .
|ty — By = | 0% — 0 Bgny + | 0% — @ [ ng +
+ o ug — ulEeasny = | 4= w [Eary + | @ % a0 <
< —wlheng + €1 lennng < (€ +1) [ % —w iy <
<(C'+1) ¢

TEOREMA 2.10. Sia fe Q) (4); allora si ha

7(4f) (s, '“T’f) — e T(f)(é, "T’f)

0* 1 0 1

o0 +?55+ o (-)192>f (0,9 €

DIMOSTRAZIONE. fe D (4) = (

Ly, (RY) @ L0, a) = L2 (A).
(z* denota ’aggiunto di =).
Per densitd basta supporre fe 07 (A).

E sufficiente quindi valutare

400 @«

21/2 . k?to 32 li iﬁ

(;) //sm . Jli_n(:fe)e 892+g 894— & o0 f.. (0,0) do d6,
00

ove fe 0% (N)-

Eseguendo delle integrazioni per parti, tenendo presente che
valgono le formule (si veda p. es. [8], p. 360)
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/.\
ro| w
\,{

J, (2) = perz—>0, v+ —1, — 2, ...

I'(v+1)

si ottiene che

ron(s )2 [on e

( 62 1 0 k2n2

0 @ de  a¥®

)Jkn (o) dopdb — — & T ( f)( ":)

poiché J kx (&p) & soluzione dell’equazione differenziale (di Bessel)

@

I (E2) 4+ — 7, () +(1 — )J (E2) =0.

&w &

Si & cosi provato che la trasformazione T diagonalizza 4 in modo
non canonico, e che 7' & isometrica.

OSSERVAZIONE. T ¢ unitaria e

T* (f) (2,) —n*((a)/zk (ff(é, "”)Jkn (ef)fds)sm ——)(w,w
-1

ove
* — }/ 2 2 _y_

a* (f) @,y) =f{le* +9* , arctang —

Cerchiamo di diagonalizzare 4 in modo canonico.

a) Supponiamo «€]0, % [ \\ @7 ; risulta allora impossibile

. . 1 7
verificare con k, k' € N la relazione k— =k' — +2m=n, me I.
a a
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s gs . krn .
Se ne deduce quindi che le coppie{é, — |, £€R*, ke N, costi-
a

tuiscono un sistema di coordinate di tipo polare per l’insieme

kn . kn
A={(qvq2) =q; ¢ =&cos o g, = &sin —a—}

Indichiamo con 7 1’applicazione

k [ s
T(f(‘f’ Tn)) (91 ) =12 (@15 ) =f(}/ﬁ +Q§7

arctang % + -2£ (1 —sgn (q) + g (1+sgn (g,)) (1—sgn (25)) +2ln)

1

epe fa s a
ove l & 'unico intero (positivo) per cui & intero — arctang 2 +21a.
7 q

Allora

(T (4) (@1, &) = — |42 7T (0, 0y ¢ = (415 Q)
Per t>0 sia A, =1{q; |qg|2=t,qe A}l
Sia

¥4) ={¢; ¢:4,—C, [@|py4) <+ oo, essendo

1 3 ry km — . kn
\|¢||?2(A,)=—2‘k§1[¢<}/tcosT, VtsmT)lﬂ

Denotiamo con < -, - >, il prodotto scalare in 2 (4,).

Sia {e; (t); j€ N| una base ortonormale per I? (4,).

Poniamo ®

L= /l2(A,)dt

R+

14
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(L=\{g@; R atr>g(t)e 1¥(4,); ¢,(t) & misurabile % j e | @) |24,
& misurabile e f I p(®) s,y @ < 4+ 0o} ove g,(t) &il coefficiente di

iR+
Fourier j-esimo per ¢ e si identificano due campi vettoriali che coin-

cidono quasi dappertutto)
V: Ly RY)QB—L
sia D’applicazione cosi definita

(Vf)j ¢ = <f(}/7, ')7 é; (t) >

Si ha che
V*: L— L%, (RY) & I2
¢ data da

0

(V¥) (€, k) = 2 (&) (k) w; (&),

Jj=1

ove la serie converge in L}, (Rt) @ 1, w; il coefficiente di Fourier
di w rispetto alla base ¢,
Infatti

~

<Vf,'w>L=f<(Vf)(t),w(t)>t dt:j
R+ R+

2 (V) @) wy (t) dt =
j=1

= f jzl <f(}/73')7 (1) (+) >, w;(t) dt =
R+ 77

= [ <SGT,), T ) () wf) >, @t =
R+ =1

I

mlr—a

% lf(v’T,k) i 1(t) (k) wy(t) J at =
k=1 j=1

R+

20

—[ 160 3 o) () we) ¢ ac.

j=1

=

IR+



Alcuni risultati di teoria spettrale

Proviamo che V ¢& unitaria. V & isometrica :

IVAR = [ <(V) (@), (V) () > dt =

IR+

S1<f(7)s 0> 2= [1F(T, Yy dt =
IR+

R+ 171
= ”f”szu’;(lR',')/élz ¢
V & suriettiva :
sia g eL
*+44) 9 (1) = z )95 (@), 6 (@) (1) >4 = g (2).

Poniamo W =V T. W diagonalizza — A4 in modo canonico
Infatti.

(W (= A1) =[V(Z (= AN O = <tT(N(Vt,), 6,0 () >, =
= [V(T ()] & =t (W (), ®),

e a questo punto si possono applicare i risultati di G. Bottaro, sulla
sintesi spettrale.

b) Sia ae]O,% [nQ+,a=£con P, q primi tra loro.
q

k km
L’insieme {(5 cos Tn , £sin ——) EeRt ,keN } & costituito da
a

una stella di p semirette uscenti dall’origine, se ¢ & pari, di 2 p semi-
rette uscenti dall’origine, se q & dispari.

km
Le coppie <§ y ~—a—> (0 in maniera abbreviata (£, k)) rappresenta-
no un sistema di coordinate per l’insieme sotto specificato
Sia

B=0R=RIpRp.OR®.

heN

211
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In B consideriamo il sottoinsieme
A = {(0,...,(Ecos _kg , £sin—%§) , 0, ...);K: G—1p+1,..,jp
1 7 J+1
se q & pari, oppure K = (j —1)2p +1,...,2jp,
se ¢ & dispari, je N,&¢€ R’f}

A questo punto si possono ripetere le considerazioni fatte al
punto a).

3. IL CASO DEL DIEDRO.
Sia A, = AXR ove A < R? & definito al punto 2.

Per ogni ¢ € L?(A\,), poniamo

T1(‘P) (5? k)C) =

V2n< )/2fdgfd0 /dzsm __eJk,, (£0) e—# o @0, 0, 2)

ove ¢, 0,0,2) =¢@(ocosb,psinb,z).

Per quanto ¢ stato detto al paragrafo precedente si ha

I Ty @) 2oy (R+) & 12 &2y = N @ llz2cmy) -

[T.(— Ap)] (£, %, ) = (8 4 83 Ty(g) (£, %, 0)

quindi 7', diagonalizza 4 in modo non canonico.
Basta ragionare come sopra con ovvie modifiche.
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4. I CAS0 DI UNA REGIONE DI TIPO PIRAMIDALE NON LIMITATA.
Sia
r, una semiretta del piano x, y, uscente dall’origine, che forma con

Passe delle x (positive) un angolo ¢,

7, una semiretta del piano x,y, uscente dall’origine, che forma con

Passe delle x(positive) un angolo ¢, > ¢, ¢, ,p, € |0, g— [
r, una semiretta non appartenente al piano i,y , uscente dall’ori-
gine, individuata dalle coordinate angolari (polari) ¢’ , 0,,¢ €

7
€le, p[,06, € ]0’ 7[

Sia 7, il piano di 7 ,7r,: 7 quello dir, e r;, @, quello di
Ty © Ty

Sia A la piramide infinita (= (R*)?) delimitata da =, , 7, , &, .
o A\ sia la frontiera di A .
3 2
Consideriamo 4 = Y i,z in L*(A\) con dominio H2(A) n H} (A) -
j=1 0%j

In coordinate polari si ha:

A
agz+gag+ ,

essendo

F—Anjoe®, o] =1]=Ang

1 a 1 o*
Ar = sin 0 60( no W)—l_ sin? 6 gg?

Poperatore di Laplace-Beltrami su 82

Poniamo

x = log (tang %)
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Ay si serive allora

02 0°
ox? + o @*

(cosh X)ﬁ( ) =4,4,, (4.1)

ove A, denota loperatore di moltiplicazione per (cosh x)* e Am
il laplaciano nelle variabili ¥, ¢ .

Sia I" il trasformato di I'.

Ora we H2(A)n H} (A)=>u/8% € H: (I'Yn H} (I

e quindi
w (0 Xy @) |o=€ H (") nH (I"),

poiché il cambiamento di variabili & C* con tutte le derivate limitate.

Ora Doperatore 4, & continuo in L%(I") e dotato di inverso con-
tinuo. D’altra parte, per [7], loperatore 4, : H?(I")nHg(I")—
— L2 (I") & un isomorfismo algebrico e topologico ; dunque ammette
inverso. Sia ¢; H: (I")n HL (I"") — L* (I").

Per il teorema di Rellich ¢ ¢ compatta. Poniamo B =10 A ].
B & compatta = ha spettro discreto = A4, ha spettro discreto.

D’altronde — 4, > 0=-0 € g (4, ) = le autofunzioni formano
un sistema completo e ortonormale.

Siano 1,, » € N, gli autovalori e u, (¢,0) le autofunzioni di
Apin T.

Per u € L2 (A\) consideriamo

+o0
1

T (u) (§,m) = [ [J AL (é0) 7= uy, () u (g,w) ¢* dp dw
P ( it y) Ve

((59)‘1’ 1 (_ At % )l/2 (59) risolve I’equazione '’ + ~z— w +A,u= —Szu).

Ragionamenti analoghi a quelli fatti nel caso piano danno che,
posto per ¢ € L% (RY)

B.(9) (§) = % f J, (£0) @ (0) @'/* do

Rt
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si ha

B,: L} (Rt) — L? (Rt) isometrica,
¢ quindi

T:12(N)— L2 (RY) @ B2 isometrica
poiché L (N) = L2 (RY) @ L2 ()

Si possono, a questo punto, ripetere con ovvie modifiche i ragio-
namenti gia fatti nel caso piano.
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