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Alcuni risultati di teoria spettrale
per l’operatore di Laplace

in regioni non limitate con frontiera non regolare

ANTONIO BOVE (*)

SUMMARY - Some theorems are proved about the canonical diagonali-
zation of the Laplace operator in unbounded regions, in 2 and 3 di-
mensions, the boundary of which presents corner points.

Introdnzione

In [1] G. Bottaro ha studiato lo spettro dell’operatore di Laplace,
in regioni non limitate, quali Rn , il semispazio, la regione esterna ad
una sfera di raggio assegnato. In tale lavoro l’autore si è servito di
un metodo dovuto a Gel’fand, Kostyucenko e Gàrding [2], che per-
mette, in un certo senso, di estendere agli operatori non limitati con
spettro continuo tra spazi di Hilbert talune considerazioni che sL

possono fare per operatori dotati di spettro discreto : in partico-
lare. questo metodo fornisce un analogo dello sviluppo di un vettore
in serie di autovettori dell’operatore assegnato.

In questo lavoro si vuole estendere l’esame del Bottaro per l’ope-
ratore di Laplace a certi casi in cui la frontiera della regione non sia
regolare, e presenti punti angolosi.

Nel primo paragrafo si studia il caso cosiddetto retto in gene-
rale : il metodo è un elementare adattamento di quello seguito per
regioni del tipo del semispazio.

(*) Indirizzo dell’A. : Istituto Matematico « S. Pincherle », Piazza d
Porta S. Donato 5, 40127 Bologna.
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Nel secondo paragrafo si studia il caso dell’angolo piano e si uti-
lizzano certi risultati dovuti a P. Grisvard [7] per l’operatore di

Laplace nel poligono e il suo indice.
Nel terzo paragrafo si studia il caso di una regione di tipo pira-

mide triangolare infinita.

1. - Il caso retto.

Siano i , numeri naturali e

consideriamo l’operatore

ovviamente si ha che, se

può ragionare come in [1] .

2. - Il caso dell’angolo piano

Sia « E ] 0,n [ . Poniamo
2
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DEFINIZIONE 2.1 Sia y E R+ U ~O~ . Definiamo

PROPOSIZiONE 2.2. denso 2n

Dimostrazione. Sia f E ~y(~+). Poniamo

è un isomorfismo algebrico e topologico.

Risulta

Ovviamente e analogamente

Con ciò l’affermazione è provata.

DEFINIZIONE 2.3 Sia f : I~+ -~ ~ ~ y Poniamo

supposto che l’integrale esista. Qui J v ( . ) denota la funzione di
Bessel di prima specie di ordine v &#x3E; 0 .

Si ha il

TEOREMA 2.4. ([3] , p. 456). Sia g~ E Có (R+)
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senso allora considerare

Vate ta formula di inversione seguente : t

TEOREMA 2.5. La trasformazione di Bessel si può prolungare
in una isometria su L /2 (R+) ; ossia

DIMOSTRAZIONE. Sia Poniamo

Si ha: O O
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è sommabile su

quindi per il teorema di Fubini si ha

Derivando entrambi i membri dell’uguaglianza rispetto a ~ si

ottiene :

ossia

Proviamo ora che la trasformazione (2.1), che su C§q (R ~) coin-
cide con la trasformazione di Bessel ordinaria, definisce funzioni di

~/2(R~) se e che tale trasformazione è isometrica

([4], cap. 8).

Sia f E L1 ~2 (~ + ). Poniamo

e quindi

Con M ( ~ ) si è indicata la trasformata di Mellin.

che ammette l’inversa

ove entrambi gli integrali si intendono convergere nel senso di L2.
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Si ha

(Si veda [5], p. 93), quindi

Poichè risulta

Inoltre, poichè f* E L2 (R+), se ne conclude che

Sia g* l’antitrasformata di Mellin di questa funzione :

Risulta g* E L2 (R+). Conveniamo di indicare con H la funzione
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di Heavyside, cos  definita :

Per la relazione di Parseval relativa alla trasformazione di Mellin
~si ha ([4] p. 95).

Ora poichè posto

si ha che I, L2 (R+).

Di più risulta che

(le relazioni sono sempre vere quasi dappertutto). Infatti J,,(t)
W-112 (R+) (R+) è il completamento di C’ (R+) rispetto

E L2 (R+) = (R+) , quindi, come si vede prendendo la trasfor-
mata di Mellin di ambo i membri, vale la relazione
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Da quest’ultima, osservando che I~ E L2 (R+), si conclude nel

modo desiderato.

Dalla relazione di Parseval si ha allora :

(si veda [4], p. 54). Si può allora ottenere che

Inoltre

e quindi si ha l’isometria. Con ciò il teorema è provato.

Prendiamo come dominio di A in L2 (A) l’insieme H2 (A) f1 Hó (1B).

DEFINIZIONE 2.6. Per ogni f E L2 ( /~ ) indichiamo con f ~ : R+ X
x ] 0, a [- C lac funzione cos  definita :
Indichiamo anche con n l’applicazione:
definita da n: f H fn.
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DEFINIZIONE 2.7. Per ogni f E .L2 ( /~ ) poniamo

Osserviamo che l’integrale sopra scritto è ben definito. Infatti

(x , (R+) q. d. rispetto a 0, e quindi la sua trasfor-

mata di Bessel E 

TEOREMA 2.8. Risulta

più, vale la relazione

si intende normato con :

DIMOSTRAZIONE.

Allora esiste una successione di funzioni del tipo

Per densità è sufficiente ragionare su 99. (x) (O).

Si ha :

ove 8ta denota la seno-trasformata finita di Fourier.
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Per la relazione di Parseval relativa alla trasformazione di Bessel
si ha:

e quindi

LEMMA 2.9.

è denso in H2 (A) f1 gó (A) con la (A).

DIMOSTRAZIONE. Poiché {u ; U E H10(A), supp u limitato} 
è denso in H2(A) n H&#x26;(A) , basta provare l’affermazione per gli
w e H2( A ) n H§( A ) con supporto limitato. Sia Allora

Consideriamo il problema

e vale la maggiorazione
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Sia 000 ( n ) tale che

in un intorno di

in un intorno di

TEOREMA 2.10. sia allora si ha

(n* denota l’aggiunto di n).

Per densità basta supporre f E C* (/B).

È sufficiente quindi valutare

ove j

Eseguendo delle integrazioni per parti, tenendo presente che

valgono le formule (si veda p. es. [8], p. 360)
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si ottiene che

poichè (Ee) è soluzione delPequazione differenziale (di Bessel)
«

Si è cos  provato che la trasformazione T diagonalizza J in modo
non canonico, e che T è isometrica.

OSSERVAZIONE. T è unitaria e

ove

Cerchiamo di diagonalizzare L1 in modo canonico.

a) Supponiamo risulta allora impossibile

verificare con k, k’ E N la relazione
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Se ne deduce quindi che le coppie (fy costi-g, hp 
B a ) &#x3E; &#x3E;

tuiscono un sistema di coordinate di tipo polare per l’insieme

Indichiamo con T l’applicazione

arctang

ove 1 è l’unico intero (positivo) per cui è intero -

Allora

Sia

essendo

Denotiamo con  . , . &#x3E; t il prodotto scalare in t2 

(t) ; j ~ una base ortonormale per l2 (At).

Poniamo
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è misurabile i ove 9’j(t) è il coefficiente di

Fourier j-esimo per q e si identificano due campi vettoriali che coin-
cidono quasi dappertutto)

sia l’applicazione cos  definita

Si ha che

è data da

ove la serie converge in , Wi il coefficiente di Fourier
di w rispetto alla base ej

Infatti
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Proviamo che V è unitaria. V è isometrica :

V è suriettiva :

sia g E L

Poniamo W = V T . ~ diagonalizza - 4 in modo canonico.
Infatti.

e a questo punto si possono applicare i risultati di G. Bottaro, sulla
sintesi spettrale.

L’insieme è costituito da

una stella di p semirette uscenti dall’origine, se q è pari, di 2 p semi-
rette uscenti dall’origine, se q è dispari.

Le coppie E, 
kn 

(o in maniera abbreviata (E , k)) rappresenta-a
no un sistema di coordinate per l’insieme sotto specificato.

Sia
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In B consideriamo il sottoinsieme

A questo punto si possono ripetere le considerazioni fatte al

punto a).

3. IL CASO DEL DIEDRO.

Sia 1B x R ove A c R2 è definito al punto 2.

poniamo

ove

Per quanto è stato detto al paragrafo precedente si ha

quindi T~ diagonalizza L1 in modo non canonico.
Basta ragionare come sopra con ovvie modifiche.
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4. IL CASO DI UNA REGIONE DI TIPO PIRAMIDALE NON LIMITATA.

Sia

rx una semiretta del piano x, y, uscente dall’origine, che forma con
l’asse delle x (positive) un angolo 991

r2 una semiretta del piano x , y , y uscente dall’origine, che forma con

l’asse delle x(positive) un angolo

r3 una semiretta non appartenente al piano x , y , uscente dall’ori-

gine, individuata dalle coordinate angolari (polari) p I 9 °1, 9 99’ e
i lTr r

Sia ~o il piano di r~, r2 : n~ quello di r~ e r3 , 1 n2 quello di

r2 e r3.

Sia A la piramide in f inita ~c ( ~+ ) 3 ~ delimitata da 
a A sia la frontiera di A .

Consideriamo con dominio i

In coordinate polari si ha :

essendo

l’operatore di Laplace-Beltrami su Sz.

Poniamo
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LI r si scrive allora

ove Ax denota l’operatore di moltiplicazione per (cosh X)2 e A,,,,
il laplaciano nelle variabili X , q.

Sia 1~’ il trasformato di .h .

.e quindi

poiché il cambiamento di variabili è 000 con tutte le derivate limitate.
Ora l’operatore Ax è continuo in L2(Fl) e dotato di inverso con-

tinuo. D’altra parte, per [7], l’operatore L1x,qJ: H2 (T’) n Hà (.h’)-~
- L2 è un isomorfismo algebrico e topologico ; dunque ammette
inverso. Sia i ; Hz (I~’’) ~ Hó (1~’) -~ L2 (T’).

Per il teorema di Rellich i è compatta. Poniamo B = i O 
B è compatta =&#x3E; ha spettro discreto =&#x3E; ha spettro discreto.

D’altronde - =&#x3E; le autofunzioni formano
un sistema completo e ortonormale.

Siano A., n E N, gli autovalori e un (99 , 0) le autofunzioni di

L1 r in .1~.
Per u E L2 (A) consideriamo

Ragionamenti analoghi a quelli fatti nel caso piano danno che,
posto per 99 E 
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si ha

isometrica,

e quindi

isometrica

poichè

Si possono, a questo punto, ripetere con ovvie modifiche i ragio-
namenti già fatti nel caso piano.
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