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Integrale monotono

GABRIELE H. GRECO (¥)

Introduzione.

Sia f: A— [0, + co] una funzione misurabile rispetto ad

una misura  su A. La funzione f é& yp—integrabile e f fay =
= ./ y)({ : flx) > f) dr , cioé integrale della funzione f & 1’1ntegrale

elementare della funzione g¢(tr) =y {«:f(x) > v}| monotona in 7.
In modo naturale si ottiene una estensione del significato di inte-
grale di una funzione f: A — [0, 4+ o] al caso che y sia solo una
funzione d’insieme non decrescente ; cioé poniamo, per definizione,

'+ 00
[ fidy = f plaxec A: f(x) > v}{dr, qualora f sia una qualsiasi fun-
A 0
zione di 4 in [0, 4+ co] e p una funzione non decrescente di §(4)
in [0, 4 oo].
Sia a: §(4)—> [0, + co] una funzione d’insieme monotona,

+ o0
cioé a(z)=0 e a(B)<a(C) se Bc C, poma.moffda —fa lxe A:
f(®) > = } dv per ogni fe [0, + co]4. 0

(*) Indirizzo dell’A.: Ist. Matematico Universitd di Trento.



150 Gabriele H. Greco
Sia B< [0, + co]4 con la proprieta
1) Ae[0, +0), geB=>1g,9ANA, gV i —AcB
Si vedrd in seguito che 1’applicazione 7 : B — [0, + co] & rap-
presentata da una funzione d’insieme monotona y, cioé T (f) =

f fdy Vfe B, se e solo se T verifica le proprieta
4

2) T(f) < T(g) se f<yg
3) T() = AT(f) se A€ [0, + oo)
8 I() = TEAD + TV A — )
5) I(f) = lim T(f A n)

6) T(f) = lim T(f v i)

n

Quando le proprieta 1, 2, 3, 4, 5, 6 sono soddisfatte, diciamo che
P’applicazione 7 & un «integrale monotono su B». Inoltre se T &
un integrale nonotono su B, una funzione d’insieme monotona y
rappresenta T se e solo se fp <y < ap, dove i, e ap sono le funzioni
d’insieme monotone, definite dalle posizioni

ap(B) =inf {T(g9): g B,9=>¢g! , VBc A

Br(B) =sup {T(9): geB,g< g} , VBc A
Occupano un ruolo importante nello studio delle proprieta del-
P’integrale monotono gli insiemi B < A tali che ap(B) = fp(B) <
< 4 oo. Diciamo che questi insiemi sono T'-regolari; indichiamo

con R, la famiglia degli insiemi T-regolari e con J, la restrizione
della funzione a, alla famiglia K. Se T & un integrale monotono e

/ fdap = / fdBp allora ’insieme { H:H={x:f(r)> 7| per qual-
4

che 7€ )0, 4 co] e H non e T-regolare & numerabile.

Nel teorema 2 si dimostrera che per un integrale monotono
T:B—[0, + oo0) con la proprieta

NfANg,fVg,fVg—geB se f,g€ B e limitate
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esiste una rappresentazione y che rende le funzioni fe& B y-misura-
bili se e solo se

8) T(fy=T(fNg)+T(fVg—g) se f,fANg,fVg—geB

Inoltre se le proprieta 1,2,3,4,5,6,7,8 sono verificate, si
ottiene che la famiglia degli insiemi 7-regolari R, ¢ un anello di
insiemi e la funzione 6, & additiva in Rp, cioé dp(4 UB) =
= 0p(4) + 6p(B) se ANB=g.

Se l'integrale monotono 7': B — [0, + 00) soddisfa le proprieta
1,2,3,4,5,6,7,8 e

9) T(f) = f T(f,) se f,f,€B limitate e f< ffi
t=1 i=1

esiste mna misura esterna u, cioé una funzione d’insieme monotona
e numerabilmente subadditiva, tale che 7 (f) = /- fdu e ogni fun-
a

zione f e p-misurabile. -
In questo caso d, €& numerabilmente additiva, cioé ép( U H;) =
© i=1

= Y Op(H;) se HieRp ¢ HynH; = per i%j; la misura
i=1

esterna u & definita da

u(B) = inf { 2 0p(H): HeRy, UH; 2B}, VBc A.
t=1 i=1

3

Una interessante applicazione dell’integrale monotono e il teo-
rema di Riesz sulla rappresentazione di funzionali lineari su spazi
di funzioni continue.

Le notazioni e la terminologia sono quelle usuali. Indichiamo
con @y la funzione caratteristica di un insieme B e con N l’insieme
dei numeri naturali. Inoltre poniamo 0:(+o00) =0 e inf (g) =+ o0 .

Ringrazio il prof. MARIO MIRANDA per avermi suggerito questa
ricerca.
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1. Proprieta e assiomi dell’integrale monotono.

DEFINIZIONE 1. Dato un insieme A, sia F(A) Vinsieme delle parts
di A. Diremo che uno funzione dinsieme a: §(A)—> [0, 4+ co] ¢
monotona se verifica

(i) a(2) =0
(i) X,Ye@4), Xc Y =aX) <a(Y)

DEFINIZIONE 2. Diremo che una applicazione T: B— [0, 4 0],
dove Bc [0, 4 co]4 é un «integrale monotono su B», se per ogni
A€ [0, + o0) e per ogni g,f€ B valgono le seguenti proprietd :

(i) AgeB
(i) gAi,gVA—1€B
(iii) g < f=> T(g) < T(f)
(iv) T(4g) = AT(9)
(v) T(9) =TGN+ T@gVAiI—2)
(vi) T(g) = lim T(g A n)
1

(vii) T(g) = lim T(g\/ % - 7@_>

Se T é un integrale monotono, chiamiamo a, e B, le funzioni
d’insieme monotone definite in §(A4) dalle posizioni :
ap(B) = inf {T(g9): 9 B, g=> ¢p} per ogni Bc A
Br(B) =sup {T(9): g€ B,g< gg{  per ogni Bc 4
Inoltre indichiamo con [f; , ap] la.famiglia delle funzioni d’in-
sieme y monotone, definite in &(A4) tali che Bp(B) < y(B) <
ap(B), V Bc A . 8i noti che [f;, ap] # o perché B, < ap.
ProOPOSIZIONE 1. Sia « una funzione d’insieme monotona, defi-

nita in F(4), e sia,f— da: [0, + c0]4d— [0, +oo] Dapplicazione
A

+ o0
definita da f fda = f wfw:f(x) > v}dr. Valgono le sequenti pro-
4

0
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prieta :

\

(1) / — da & un integrale monotono su [0, + co0]4
4

@) Affda = lim —;— éla{ @ flw) > —Z}

(8) Se per ogni me N la successione | gp \ nlren converge
uniformemente in A alla funzione g A n, allora .

f gdo < minlim / gx da
A koo
(4) Se la successione | g,l,en < [0, + 00)4 converge uniforme-

mente alla funzione ge [0, 4 co)d, se esiste fe [0, + co]4 tale

che g, <f VneN e ffda<—|—oo, allomfgda:limfg,,dw
a a "4

ProvVA : le proprieta (1) e (2) sono ovvie conseguenze della defi-

nizione di f — da , la validita della (3) segue da (1), tenendo conto
a

che per ogni ¢,d0€ (0, + o0) eon & > minlim/(gk An)da si ha
Eooa

f [(gAn) Ve —¢e] da< 6. Infatti per I'uniforme convergenza della.

a

successione | g, An } ken esiste k(¢) € N tale che g A n < I\ "+ €

e f(g(k,)An)dasé.
4

Dunque (GAn)Ve—e<gyyAn e /[(g/\n)v.s —¢g]da <
i
< / (9r( A\ M) dx < 6. Percid per ogni n€ N e per ogni 6 > minlim
k

4
f(gk/\n)da si ha chef(g/\n)da:lim [(g/\n)Va—e]daSé
4 4

e>0+
A

(vedi proprieta (iii) e (vii) della definizione 2).
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Quindi f (g A n) da < minlim / (g9, A m) da < minlim / gpda. In-
k 3 .
a 4 A

fine per la proprietd (vi) dell’integrale monotono, si ha [ gda =
= lim /(g A n) da < minlim/gk da . A
n . k ;4

Per verificare (4) & sufficiente provare che maxlim [ gy da < / gda .
n .

Sia & 6€ (0, 4 c0) con § < maxlim |g,da. Per la convergenza
n

uniforme della successione {g,! esiste n(e) € N tale che g, <

<g—+e e 6</gn(e)da Percid 6<fgn(e)da—fg,,(s)/\e)da+
4
—I—f(g,,(,)\/e —¢&)da < [(f/\ €) da + /gda, passando al limite

per ¢— 0t si ha d < lim /(f/\e)da-{—/gda: [gda, poiché

e>0+

i [0 0= i [ a0 (100 ] 0 fran=o.

>0+ 4 >0+

Dunque per d€ (0, 4+ co) si ha 6<math/gﬂda,=>6§fgda.
" 2 a
Quindi maxlim f g, da < f gda.
"4 4

TEOREMA 1 Sia T: B — [0, + co] un integrale monotono su
Bc [0, + co0]4. Una funzione d’insieme monotona y, definita in

8(A4), rappresenta T, cioé T(g9) = f gdy per ogni g€ B, se e solo se
Y€ [Br, ag] A

ProvA: La condizione «y€ [fyp,ap]» & necessaria. Infatti se

v & tale che 7'(f) =ffdy per ogni feB si ha

A
9<9p=f,9€B,feB=T(9)= fydys f% dy=y(B) S/fdy=T(f)-
A 4 4
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Quindi per ogni Bc A si ha Bp(B) < y(B) < ap(B), ciog

v € [Br, ag). _
Ora proviamo che se y € [fp, ap] allora T(f) = / fdy per ogni
A

feB. La funzione d’insieme monotona y verifica le seguenti pro-
prieta :
a) ge B, g< gpp=> T(g9) < y(B)
b) g€ B, g=gg=> T(g9) = y(B).
Per la proprietd (v) della definizione 2, per ogni { B;}. < $(4)

1<i<n

con B> B, >... 5B, e per ogni {4} c [0, + co) si ha

A <PB;) dy

M=

(a") geB,gSt_Z 11‘7’3,-=>T(9)Sf(

Z A y(By)
4 i=1

i

I

1

M

Ay v(By)

" n
(') geB,g=> tz A g, > T(9) 2/({2 A ‘pBi) dy =
=1 =1

4 i

1

10 cAs0. Sia g€ B, limitata e y {x:g(x) > 0! < + co. Suppo-
on

niamo che sia g < 1. Per ogni n € N siha Y on ol @ glx) >1i2—n! <
1 LA | -
<g< 5;99399:9(90) >0f+ 3 %¢§w:g(w)>i2—’”$ e le funzioni
i=1
n 1
In = 2 on @ {@:g(xr) > 12— convergono uniformemente a ¢ in 4.
{=1

Quindi da (a’) e (b') segue/g,, dy < T(g) < 2% yiw:g@) >0} +

+/%@-
A

Per la proprieta (3) della proposizione 1 si ha lim [ g, dy =
n
a

A

L .1
=fgdy. Perclb/gdyS T(g) shiné—;y {z:g@) > 0} +/gdy .
A 4
Essendo yjz:g(@) > 0} < + oo si conclude con 1'uguaglianza ri-
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chiesta T(g9) = [ gdy, qualora geB limitata, y {x:g(x)> 0} <
A
< +4oco0o e g<1.
Se la funzione g < M, si ha ancora I’uguaglianza T(g) = / gd y
4
per 'omogeneita dei due integrali monotoni T' e / —dy.

4
20 cAS0. SiageBey{w:g®) > 0} < -+ co. Dal 1° caso segue

T(g A\ n) =[(g Am) dy per ogni € N. Quindi per la proprietad (vi)

4
della definizione di integrale monotono si ha 7(g) = lim T(g A n) =
n

=lim[(g/\n)dy=/gd7~
4 A

30 cAs0. Sia geB. Se per qualche 7> 0 accade che
yie:g@)>1} = 400. Allora 7¢),. 4>, <¢; quindi per (b)
si ha T(g)=tyi{xz:g(x) >71} = 4+ 00 e per la monotonia del-

Pintegrale monotono /— dy si ha,/g dy 2/(1 (p;z:g(z)>,$) dy =
A A 4

=ty{wig®) >1}=—40co. Percid T(g9) = [gdy. Invece se per
4
. | 1 1
ogni 7>0¢&yi{x:g®) > 1} < + co, la funzione gV % " om ri--
cade nel caso precedente.
Quindi per la proprieta (vii) dell’integrale monotono si ha

T(g)_hmT(gV~—~—)—llm/(yv————>d)’ /9‘17-
A

Esgmpio 1°. Sia ¢ (R?) Pinsieme di tutte le funzioni continue,.
non negative e a supporto compatto in R”. Sia y una misura di
Radon su R”. Sia T': C {(R") — [0, + oco) Papplicazione definita da

T@g) = / gdu. Allora T & un integrale monotono continuo per

R™ _
successioni crescenti. Se B < R® & limitato si ha ap(B) = u(B) e

Br(B) = w(B).
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EseEMp1o 2°. Sia C7(R") come nell’esempio 1°. Sia T': O} (R") —
— [0, + c0) una applicazione con le proprieta :

(1) T(A4g) = AT(g), per A€ [0, +0) e ge C}(R")
(2) g<f=>T(9) < T(f), per g, fe CH(R")

(B) T(9)=T@gANA+T(@gVA—2), perie[0,+c0) e ge CH(R")

Allora T é un integrale monotono continuo per successioni cre-
scenti. Inoltre se B — R* & un insieme limitato e y rappresenta T,
si ha fr(B) = fr(B) = lim y(B)) e ag(B) = az(B) = lim y(BY),

e—>0+ o0>0+

dove B,= {weRr:d(x,R* —B)>9p} e B, ={zcR?:d(z, B)<p}.

EseEmpio 3°. Sia (4,>) un insieme diretto e sia B =
{fe[0, +col4: lim f(x) esiste}.
ZEA

L’applicazione 7 : B — [0, +oco] definita da T(f) = lim f(x) &
2€4
un integrale monotono su B. Le funzioni monotone a; e f, verifi-

cano le umguaglianze [ fdap = maxlim f(x) e ] fafp = minlim f(x)
4 xEA 4 x2€EA

per ogni fe [0, + col4.

EsEMpPIo 4°. Sia X uno spazio topologico e C+(X) l'insieme delle
funzioni continue non negative. Ogni funzionale M : C+(X)— [0, 400)
lineare, cioé M(Af) = A M(f) e M(f+g) = M(f)+M(g), ¢ un inte-
grale monotono su C+(X). Le proprietd (i), (i), (i), (iv), (vi),
(vii) segnono direttamente dalla linearitd di M .

Per verificare la (vi), consideriamo una funzione fe C+(X). La

funzione g = ¥ i[fA¢ —fA (i —1)] & una funzione continua in X
=1

e per ogni neN si ha n(fVn —n)<g. Percid n M(fVn —n)<
< M(g) < + oo per ogni neN; dunque lim M(fV»n —n)=0.
n

In conclusione M(g) = lim [M(g An)+ M(g\Vn —n)] = lim M(gAn).
n n
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2. — Linearita dell’integrale monotono e insiemi regolari.

In questo paragrafo studiamo le relazioni esistenti fra l’integrale
monotono lineare e la misurabilitd di funzioni. Piu precisamente nel
teorema 2 si dimostrera che un integrale monotono 7' e lineare in B
se e solo se esiste una funzione di insieme a che rappresenta 7' e che
rende le funzioni di B a-misurabili. Iniziamo con la definizione di
insieme misurabile secondo Cathéodory.

DEFINIZIONE 3. Sia a una funzione dinsieme, definita in &(A).
Diremo che Be @A) ¢ a-misurabile se a(X) = a(BnX)+a(X — B)
per ogni X € $(4).

Si deduce facilmente dalla definizione 5 che un insieme B e §(4) &
a-misurabile se e solo se ] fda = ffda + /fda, Vfe[0,4+o0]4
A B A-B
(N B. si pone f fda = f fos da) , quando a & una funzione d’insieme
B A

monotona in § (4).

PROPOSIZIONE 2. Sia a una funzione definita in S(A) tale che
a(a) = 0. Allora gli insiemi &, A sono a-misurabili e Uunione, in-
tersezione, la differenza di due insiemi a-misurabili sono ancora a-mi-
surabili.

DEFINIZIONE 4. sia a una funzione d’insieme definita in S(A).
Sia fe[0, + co]4. Diremo che f ¢ a-misurabile se UVinsieme

7€ (0,+00): {we A:f(®) > 1| non é a-misurabile } & numerabile.

Osserviamo che ogni f a-misurabile e limitata & limite uniforme
di una successione di funzioni semplici che sono combinazioni lineari
di insiemi misurabili.

DEFINIZIONE 5. Sia T wun integrale monotono su B < [0, 4 co]4.
Diremo che un insieme B @(A) é T-regolare se ap(B) = fp(B) <+ co.

Indichiamo con R, la famiglia degli insiemi 7-regolari e con dOp
la funzione d’insieme definita in &, dalla posizione d,(B) = an(B).
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Se l'integrale monotono T definito in B & finito, cioe¢ T(f) < + oo
per ogni feB, si ottengono le nguaglianze: ap(B) = inf {dp(H):
HeQRyp,H>B} e Bp(B)=sup {dp(H): He Ry, H= B} per ogni
Beg(4).

PrOPOSIZIONE 3. Sia T un integrale monotono su B < [0, + col4.
Sia fe[0, + c0]4 e/fdaT < 4 oo. Allora [fd P = ffd ap se e solo
4 A A

\

se Vinsieme K = {1€(0, 4+ c0): {w: f(x) > 7} non & T-regolare} &
numerabile.

PrOVA. Posto o¢(7) = ap{w:fx) >t e (7)) = fpiw: f(®) > 7}

per T (0, + c0), si ha/fdﬂT = /+1;o(-r) dr e /fdaT = ftp(x()r) dr.
A 0 4 0

+ 00
Se K = {re (0, + 00): ¢(t) 7~ p(7)} & numerabile, si ottiene | y(z)dr =
0

+ 00
= [ ¢(7), quindi f faBp = f fda, . D’altra parte, supponendo / fapy =
0 4 4 4

= / fdap, basta provare
A

(1) Pinsieme C = {re (0, + co0): ¢ — p & continua in -r} € nu-

merabile.

(2) @(r) = () per ogni 7 ¢ C.
per dimostrare che ’insieme K é numerabile. L’insieme C & numera-
bile perché le funzioni v e ¢ sono monotone. Le funzioni ¢ e y
soddisfano la relazione 0 < y(7) <¢(t) <-+oco per ogni 7€ (0, 4 c0),

perche [fdaT <4+ o0 e Bp<ap. Quindi ¢(r) — y(zr) =0 perz >0
4

+ 0
e da f fapr = f fdop segue f (p(z) — p(z)) dz = 0.
A A (1]

Percid ¢(t) = @(t) per ogni 7€ C, percheé in ogni 7€ ( la funzione
@ — @ & continua.

PROPOSIZIONE 4. Sia o wuna funzione monotona d’insieme defi-
nita in S(A). Poniamo B = {fe [0, +col4:f & a-misurabile e
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/ fda < + o0} e T(f) = f fda per ogni feB. Alloruw per Vinte-
4 A
grale montono T valgono le sequenti proprietd :

(1) / fapp = / fdap < + co=>f & a-misurabile
4 4

@) [(f+9) da = [fda+ [gda, per ognif e geB
A A A

3) Sef, geB=>fVyg, fAg, f+geB

(4) Se f, geB e f,g sono limitate in A=>fVg—geB

ProvA

(1) Tenuto conto della definizione 4 e della proposizione 3, &
sufficiente dimostrare che ogni insieme T-regolare & a-misurabile,
per ottenere (1). Sia G un insieme 7T-regolare. Esistono due insiemi
J e H a-misurabili tali che J oG oH e a(J) —e¢ < o(@) < a(H) + ¢.

Quindi per ogni B e @(A) si ha (@) +a(B) = a(J) +a(B) — e >
>a(InNB)+aJUB)—e=a(GNnB)+a(@UB)—e, ea(@) +a(B)<
< a(H) +a(B) +e< a(GnB)+ a(@UB)+ e. Dunque per ogni
insieme Be §(A) & verificata 'uguaglianza ao(@)+ a(B) =a(B n @)+
+ a(@ U B), cioé P’insieme G & a-misurabile.

(2) La linearitd dell’integrale monotono f — da sulle funzioni

4
semplici a-misurabili, cioé sulle combinazioni lineari a coefficienti
positivi di funzioni caratteristiche di insiemi a-misurabili, & ovvia.

La linearita di f — da sulle funzioni ae-misurabili limitate, si
a
dimostra facilmente poiché ogni funzione a-misurabile limitata &
limite uniforme di funzioni semplici a-misurabili.

Infine la linearita di f — da sulle funzioni e-misurabili non li-
4
mitate, segue dalla linearitd di / — da sulle funzioni limitate e
4
a-misurabili e dalla disugnaglianza (f +g)An<fAn+gAn<f-+g,
valida per ogni f,ge[0, 4 co]4.
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(3) Siano f,geB. Le funzioni fVg,fA g sono a-misurabili
perché {z : [fAgle)>zl={e:fle)>Tin{c:g@>1! e
te:[fVelw) >t} ={x:fl®)>7!nr:g@) > 1} e intersezione
o unione di insiemi a-misurabili & misurabile. Se f e g sono limitate
e appartengono a B, esiste una successione {s,| di funzioni sem-
plici a-misurabili tali che {s,{ converge uniformemente a f g

es,<f+gper ogni ne N. Quindi f(f—{—g)dﬁT =lim/s”dﬂT =
4 n 4
= lim [ $pdap = [ (f + 9)dap, cioé f 4 g & a-misurabile per la
n 4 4

proprieta (1). Se f e g sono funzioni qualsiasi appartenenti a B,
anche le funzioni fAn,g An appartengono a B. Quindi

[+ apr< [ (f+9) dag =tim [ (£ +9) A ndag <
A A ” 4
glim/f/\ndaT—{—lim/g/\ndaT:limff/\ndﬁ,_,.+
" 4 L] n 4

—{—lim/g/\ndﬁT:/fdﬂT—l—/gaﬁTS f(f—l—g)dﬁ:r,
L’} A 4 4

perche (f+gAn<fAn+gAn<f-+g, ff/\ndﬂrz
a

:/f/\ndaTe fg/\ndﬁ,_,.:fg/\nda,[_
4 1 A

Percid f+ g & una funzione a-misurabile, poiché f (f+9) dfp =
A

= [(/+ 9 dag < + 0.
A

(4) Siano f, g funzioni limitate, appartenenti a B. Dimostriamo
che f\VVg —geB. La funzione f\V g —g & il limite uniforme di una
successione {s,{ di funzioni semplici a-misurabili tali che s, < fVg
per ogni n € N. Per la proprieta (4) della preposizione 1 si ottiene

[ (Vg —9) by =1im [ 5, 4y =1im [ 8, dag = [ (f Vg —) day.
A " A L] A
Percid la funzione f\ g — g €& c-misurabile.

11
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TEOREMA 2. Sia T:B— [0, 4 o0) un integrale monotono su
Bc [0, + c0]4. Se per ogni paio di funzioni f, g limitate, apparte-
nenti a B valgono le proprietd.

Q) fANg,fVg,fVg—geB
@) I =TfAND+T(fVg—9

allora (1) la famiglia Rp degli insiemi T-regolari é un anello di
insiemi ap e Pp-misurabili.
(2) per ogni fe[0, + oo)4 con / fdap <400 si ha Vuguaglianza
a

/ fdpy = / fdayp se e solo se f é una funzione ap e Pp-misurabile.
A A

PROVA. Siamo G,F e $(A). Per ogni ¢g,g,f,feB tali che
gsgesg<l e f<gp<f<1 si ha T(f) + T(9) = T(fAg) +
+T(fVg-g) +T9) = T(f A9 + T(fV 9 = ap(@ UF) +ap@nF)
e T(f) + T(g) = T(f V §) + T(F A §) < Br(G U F) + Bp(G n F).

Quindi ap(@) + oap(F) Sap(GUF) 4+ ap(GNF) e Bp(GUF) 4+
+ Bp(@ N F) > p(G) + Br(F), per ogni G,FeFA). Percid
Br(@) + Br(F) < p(G UF) + Bp(@ N F) < ag(G U F) + apn(G N F) <
< apl@) 4 ap(F), per ogni G e Fe $(A), perché fp< ap. Per-
tanto se G e F sono insiemi T-regolari si ottiene f;(Q) + S (F)
= Bp(@UF) + pp(GNF) = ap(GUF) + ap(GNF) = ag(6) + ap(F
dunque gli insiemi GUF e GNF sono T-regolari e dp(G) + dp(F)
= 0p(GNF) + 0p(GUF).

Siano @ e F insiemi T-regolari e sia @ > F . Allora G-F & T-regolare.
Infatti per ogni & > 0 esistono delle funzioni ¢, g, f,f appartenenti
a Btali che g<gs<g<1, f<gp<f<1, T(9—T( <c e
T(f) — T(f) < ¢. Le funzioni g-f e g\ f-f appartengono a B per
la proprietd (i) e sono tali che g-f > @pg_p =g V f-f. Allora T(g-f) —
— TGV ff) =T(g) — T(f) — Tg V f) + T(f) < [T(f) — T(f)] +
+ [T(9) — T(g')] < 2¢. Dunque linsieme G-F ¢ T-regolare e la
famiglia &, & un anello.

I

~

r
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Per dimostrare la misurabilita di un insieme 7'-regolare G rispetto
alle funzioni d’insieme a, e B, , & sufficiente verificare che

(*) ap(B) = ap(@ n B) + ap(B-G) per ogni B< 4
(**) Bp(B) = Bp(G@ n B) + Pp(B-G) per ogni Bc A

Le disngunaglianze oap(B) < ap(BN @) 4 ap(B — @) e fp(B) =
> Bp(B N Q) + fp(B — @) sono state verificate nella prima parte della
prova del teorema in questione. Percid restano da verificare le disu-
guaglianze opposte: ap(B) = ap(B N G) 4+ ap(B—G) e fp(B)<
< Bp(B N Q) + Bp(B — G) per ogni B < A. Siano H e Z insiemi 7T-re-
golari tali che Hc Bc Z . Si ha 64(H) = 6,(HNG) + 6p(H — @) <
< Bp(BNG) + Bp(B — @) e 0p(Z) =07(ZNG) +67(Z — G)=ap(BNG) +
ap(B—@). Quindi ap(B)=ap(BNG)+ap(B—G) e pp(B)<pp(BNG)+
+ Bp(B — @), percheé ap(B) =inf {0,(Z): Ze Ry, Z > B} e Bp(B) =
= sup {0p(H): He Ry, H > B}. Dunque ogni insieme G T-rego-
lare & ap-misurabile e fp-misurabile.

Per completare la prova del teorema rimane da dimostrare la
proprieta (2). In virtu della proposizione 3 e della definizione 4, &
sufficiente verificare la (2) quando f & la funzione caratteristica gg,
di un insieme B < A. Percio sia B < A tale che ap(B) = fp(B) < + oo.
L’insieme B & T-regolare. Quindi I'nguaglianza ap(B) = B,(B) im-
plica che linsieme B & ap e fp-misurabile, per quanto seritto sopra.

Invece se B ¢ un insieme a, e 8p-misurabile, risulta che B & T-rego-
lare, cioé ap(B) = fp(B). Infatti esiste un insieme G T-regolare che
contiene B, perché ap(B) =inf {6p(H): He Ry, H > B}. Per la
proprieta (1) sappiamo che G & a; e fBp-misurabile. Dalla misurabi-
lita di B segue che f4(G) = Bp(B) + Br(G — B) e ap(@) = ap(B) +
+ ap(@ — B). Dunque By(B) + fp(G — B) = ap(B) + ap(G-B), cioé
ap(B) = Bp(B) perché ap = Pp.

OSSERVAZIONE Sia 7 unn integrale monotono, soddisfacente le
ipotesi del teorema 2. Non & vero, in generale, che per ogni y € [f5, apl
le funzioni fe B siano y-misurabili. Infatti si consideri l’integrale
monotono 7, descritto nell’esempio 3, quando 'insieme diretto (4 , >)
& I’insieme dei numeri naturali N dotato dell’ordinamento usunale. La
funzione d’insieme y € [f; , ap], definita sugli insiemi B non 7-rego-

dove mp = min {n € B}, non

1
lari dalla posizione y(B) = W
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rende misurabili gli insiemi 7'-regolari; mentre gli insiemi 7-regolari
sono y-misurabili per ogni y e[y, ap] che rende y-misurabili le
funzioni feB.

3. — Integrale monotono e misure esterne.

In questo paragrafo diamo le proprietd necessarie e sufficienti
affinché un integrale monotono sia rappresentabile come un inte-
grale associato ad una misura esterna.

Per misura esterna y intendiamo una funzione d’insieme mono-
tona u: (4) — [0, 4 co], numerabilmente subadditiva, cioé u(H) <

0 =]

< > uH,) se Hc U H;.
=1 i=1

TEOREMA 3. Sia T:B— [0, + o©0) un integrale monotono su
B < [0, 4 co]4. Se valgono le sequenti proprietd

i) gANf,9gVSf,gVffeB se g,feBeg,f sono limitate

(i) T@) =TGAf)+T@gVff) se g,fesBe g,f sono limitate

(iii) T(9) < > T(g;), e g, 9:<€B, §<3g;, geg; sono limitate
i=1 t=1

-allora la funzione d’insieme p definita da
w(B) =inf {3 6,(H,): He Ry eFllHi > B} per ogni Bc A
i=1 =

¢ la massima misura esterna che rappresenta T e ogni feB ¢é
p-misurabile.

ProvA. Per il teorema 2 gli insiemi 7'-regolari formano un anello
e 0p & additiva in R, cioe op(H U Q) = 6p(H) + 04(G) se H e G
sono insiemi 7-regolari disgiunti. Gli insiemi T-regolari sono u-mi-
surabili. Infatti sia He Ry, ¢ Bc A con u(B) < + oo. Per ogni

e>0 esiste {H, | c &y tale che w(B)= 3 dy(H,)-c. Quindi
) 0 i=1

W(B) + &> iz Sp(Hy 0 H) + 3 0p(H, —H) =z w(BNH) + u(B—H).
=1 =1

Percido u(B) S u(Bn H) + w(B — H).
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Da quest’nltima disngnaglianza e dalla subadditivitd di u segue
che u(B)=uBnH)+ uB —H) per ogni Bc A e He Ryp.
Dunque gli insiemi 7-regolari sono u-misurabili. Per il teorema 1 la.

funzione d’insieme u rappresenta T', cioé T(f) = f fadu per ogni
a

fEB, se e solo se u(H) = 6,(H) per ogni insieme H T-regolare.
Per avere u|QRp = 0y, © sufficiente dimostrare che 6, & nume-
rabilmente subadditiva in &, . Allora sia Hc UH; con He Ry

e Hyec Ry, proviamo che Op(H)< ZéT(H ;) . Per ogni geB,

g < @y e per ogni g; € B, oy, <gi<1s1 ha g<2gi Quindi per

la proprieta (iii) si ottiene T(g) < z T(g;), cioe ﬂT(H zaT(Hi

Essendo H e H; insiemi T- regolarl, si ha d,(H) < 2;61. H ), cioé dop
<

¢ numerabilmente subadditiva e la funzione d’insieme u coincide con.
O, sugli insiemi 7T-regolari.

OSSERVAZIONE

Altre espressioni della funzione d’insieme u descritta nel teo-
rema 3 S0OnO :

1) w(B) =inf{3 Tig):9:€B e 3 g;=g¢p| per ogni B 4
=1 =1

2) u(B) = inf 3;1 T(g:):9:€B e supg, >gp| perogni Be A

3) w(B) = inf {lim T(g;): { g;}, < B, 9; < g;,,,limg; > pp| se B
[ i
¢ chiusa rispetto alle somme.

4) u(B) — inf gif; Bp(H,): Hye P(4), LI H, 5B}, dove P(4)

¢ la famiglia degli insiemi H = {x:f(x) > 7} per qualche feB
ete (0, + o0).

5) w(B) =inf {fp(H): He P(A),H > B}, Se P(A) ¢ come in 4)
ed & chiumso rispetto alle nunioni numerabili.
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EseMpIo 5°. Sia X uno spazio topologico e C+(X) I'insieme delle
funzioni continue non negative. Ogni funzione M : C+(x) — [0, +00)
lineare & un integrale monotono [vedi esempio 4] che verifica le ipo-
tesi del teorema 3. Se si indica con P(X) la famiglia degli insiemi
aperti H = {o:f(x) > v} per qualche fe C+(X) e 7€ (0, + ),
la misura esterna u definita dalla posizione w(B) = inf | fn(H):

HeP(X),H>B}, & tale che M(f) — /fd,u per ogni f e C*+(X)
e ogni fe C+(X) & p-misurabile.

Manoscritto pervenuto in redazione il 4 marzo 1977.



