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Eine Kennzeichnung einiger einfacher
Gruppen vom Charakteristik 2-Typ

MICHAEL WESTER (*)

Einleitung.

In einer endlichen einfachen Gruppe G gibt es entweder im
Zentralisator einer Involution z eine quasi-einfache Komponente,
oder ist 2-constrained. Über den ersten Fall haben
neuere Ergebnisse viel Aufschluß gegeben. In den bekannten ein-
fachen Gruppen liegt im zweiten Fall häufig die Situation vor,
daß trivial und 02(CG(z» extraspeziell ist. Insbesondere
führt diese Situation zu einer Fülle einfacher sporadischer Gruppen,
nämlich zu den Gruppen -H12 1 J2 , 1 1 ~’124 , He, Sz, Ha, T, e02 1

9 M(24)’, J4 , BM und MM.
In der von Thompson entdeckten Gruppe T hat die extra-

spezielle Gruppe °2( °G(z) die Weite 4, und ist

isomorph zu A . Ähnlich sehen die Zentralisatoren zentraler Invo-
lutionen in den Gruppen Ls(2 ) und Us(2 ) aus : 02(CG(z)~ hat Weite
4, und ist isomorph zu L4(2) beziehungsweise U4(2).
Die drei Faktorgruppen haben also alle Sylow 2-Untergruppen vom
Typ Ag. Diese Situation soll in der vorliegenden Arbeit untersucht
werden. Man erhält eine Charakterisation der einfachen Gruppen T,
Ls(2) und Us(2).

Ferner wird ein Fehler in einer Arbeit von U. Dempwolff berich-
tigt. G. Stroth machte darauf aufmerksam, daß außer den in
dieser Arbeit angegebenen orthogonalen 8-dimensionalen A8-Moduln

(*) Joannes Gutenberg Universität Mainz Fachbereich Mathematik.
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ein weiterer existiert. In Lemma 2.1 werden dieser und die drei
bisher bekannten Moduln beschrieben, und es wird gezeigt, daß
dies alle Moduln dieser Art sind.

Die Bezeichnungen, die in dieser Arbeit vorkommen, sind in der
Regel dem Buch von Gorenstein [8] entnommen. Insbesondere
bedeute

AutG die volle Automorphismengruppe der Gruppe G,
InnG die innere Automorphismengruppe der Gruppe G,
0(V) die Gruppe aller regulären orthogonalen Abbildungen

des Vektorraums V in sich, wobei V mit symplektischem
Skalarprodukt ( , ) ausgestattet sei,

AT die Transponierte der Matrix A,
J(T ) das Erzeugnis aller elementar-abelschen Untergruppen

der p-Gruppe T von maximaler Ordnung,
/ , -~ ist Teiler, bzw. ist kein Teiler von,
G das Kranzprodukt von G mit H.

Eine Involution w aus einer 2-Gruppe T heiße extremal be-

züglich der Gruppe H, falls .g &#x3E;_ T und 1 für alle

xii w.

SATZ : Sei G eine endliche fusionseinfache Gruppe mit 0(G) - 1,
sei z eine Involution aus G und H der Zentralisator von z in 0.
Der größte 2-Normalteiler E von H sei eine extraspezielle Gruppe
der Weite 4, und H sei eine treue Erweiterung von E durch eine
einfache Gruppe mit Sylow 2-Untergruppen vom Typ A8. *

Dann ist G isomorph zu ~(2), Ug(2 ), T, oder zu einer der beiden
möglichen treuen Erweiterungen einer elementar-abelschen Gruppe
der Ordnung 32 durch L,(2). Hierbei bezeichnen wir mit T die von
Thompson entdeckte einfache Gruppe der Ordnung 215.310.53.72.13.
19.31.

1. Vorbereitende Ergebnisse

Im folgenden bezeichne G immer eine Gruppe, die die Vorausset-
zungen des Satzes erfüllt. Während der ganzen Arbeit halte ich an

folgenden Bezeichnungen fest: H = HIE, H = Faßt man
E = als Vektorraum über GF(2) auf, so definiert bekanntlich

e2) - r mit lel e2] - zr für e1, e2 aus E ein symplektisches
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Skalarprodukt ( , ) auf E, und g(e) - s mit e’ == Z8 für e aus E

definiert eine quadratische Form g auf E. Damit wird zu einem
regulären orthogonalen Vektorraum über GF(2). Ist E vom Typ
( -~-) und somit ein zentrales Produkt von vier Diedergruppen der
Ordnung 8, so hat E maximalen Index, besitzt also isotrope Un-
terräume der Dimension 4. Ist andererseits E vom Typ (-) und
somit ein zentrales Produkt von drei Diedergruppen der Ordnung 8
und einer Quaternionengruppe der Ordnung 8, so hat E Index 3,
besitzt also isotrope Unterräume der Dimension höchstens 3. Weiter
liefert [13, Theorem 11.3c], daß E* genau 135 isotrope und 120

anisotrope Vektoren bzw. genau 119 isotrope und 136 anisotrope
Vektoren enthält, je nach dem, ob E vom Typ (+) oder ( -) ist.

Das folgende Lemma bestimmt die Struktur von H.

LEMMA 1.1. Die Gruppe ii ist isomorph zu As, A9 oder

PSp (4, 3).
Beweis. Nach Voraussetzung ist H einfach, und es gilt CH(E)  E.

Also ist H isomorph zu einer Untergruppe von .4utE/InnE, wobei
bekanntlich diese Gruppe isomorph zu 0 g (2) oder 0 8 (2) ist, je
nach Typ von E (siehe [14, S. 357]). Die einfachen Gruppen mit
Sylow 2-Untergruppen vom Typ A8 sind in [7] bestimmt. Aus dieser
Liste befinden sich als Untergruppen in 0~(2) bzw. Og (2) nur
die oben aufgeführten Gruppen.
H enthält Sylow 2-Untergruppen von G, denn ist S eine Sylow

2-Untergruppe von H, so gilt Z(~S)  C,~ (E) _ ~z~. Um die genaue
Struktur von g zu bestimmen, ist es nötig, die möglichen Opera-
tionen der Gruppen A9 und PS p (4,3) auf einem orthogonalen
8-dimensionalen Vektorraum zu untersuchen. Ist dies geschehen, so
führt in der Regel einer der folgenden Sätze zur Bestimmung von G
oder zu einem Widerspruch.

SATZ 1.2. In H gibt es keine nichtabelschen Normalteiler der

Ordnung 8.
Beweis. Siehe [19, Theorem 3].

SATZ 1.3. Hat die Involution z keine G-Konjugierten in E~~z~,
so ist G isomorph zu einer der Gruppen ~(2), .L4(3) oder Co2.

Beweis. Siehe [21, 1.3. ].

SATZ 1.4. Ist H eine zerfallende Erweiterung von E durch
Ag mit 2, so ist G isomorph zu -Le(2) oder zur zerfallenden
treuen Erweiterung einer E32 durch L5(2 ).
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Beweis. Ist G einfach, so ist G nach [3] isomorph zu Ls(2). Sei
also G nicht einfach und N ein minimaler Normalteiler von G.

Wegen O(G) = 1 ist 2 ein Teiler der Ordnung von N. Also ist
Y = N f1 H ~ 1. Nach [3] ist H isomorph zum Zentralisator einer
2-zentralen Involution aus L6(2) und besitzt deshalb nur Normalteiler
isomorph zu E32 oder E.

Es sei zunächst E32 . Ist N eine elementar-abelsche 2-

Gruppe, so folgt N = V. Weiter hat man dann CG(N) - 
- N und H  G  E~~L~(2). Es ist .H/N isomorph zu einer maxi-
malen Untergruppe von .L5(2 ), und g zerfällt über N. Also ist G

isomorph zur zerfallenden Erweiterung E32L5(2 ). Da weiterhin eine
Ag nichttrivial auf N operiert, kann N kein direktes Produkt von
einfachen Gruppen sein.

Sei nun V = E oder V = H. Im ersten Fall ist wieder N ein
direktes Produkt einfacher Gruppen, auf dem eine Ag als Gruppe von
äußeren Automorphismen operiert. Das ist nicht möglich, also enthält
N die Gruppe H und ist somit einfach. Mit [3] ist N isomorph zu
L6(2) und N  G  AutN. Das ist aber ein Widerspruch zu der

Tatsache, daß eine L6(2) keine äußeren 2’-Automorphismen besitzt.

SATZ 1.5. Sei G eine fusionseinfache Gruppe mit 0(G) - 1, die
eine Untergruppe L isomorph zur eindeutig bestimmten nichtzer-
fallenden Erweiterung einer elementar-abelschen Gruppe der Ord-
nung 25 durch L5(2 ) besitzt. Dann ist G = L, oder G ist isomorph
zu der von Thompson entdeckten Gruppe T.

Beweis. Ist G einfach, so folgt mit [18] T. Sei also G nicht
einfach und N ein minimaler Normalteiler von G. Wegen 0(0) = 1
ist V = N n L ~ 1. Die Struktur von L liefert Y = L oder V ~ E32 .

Sei zunächst V = L. Dann ist N eine einfache Gruppe, die L

enthält, mit [18] folgt N ^_, T. Das ist nicht möglich, da T keine
nichttrivialen äußeren Automorphismen besitzt.

Sei nun V ~ E32. Ist N eine elementar-abelsche 2-Gruppe, so

folgt N = V. Mit CH(N) - N erhält man G = L. Weiter
kann N kein direktes Produkt einfacher Gruppen sein, da eine .L5(2)
auf N eine Gruppe nichttrivialer äußerer Automorphismen bewirkt.
Damit ist die Behauptung bewiesen.

SATZ 1.6. Ist K ein Normalteiler von H vom Index 2, so ist
E in g enthalten.

Beweis. Siehe [19, Theorem 1].
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Das folgende Kapitel behandelt gemeinsam die Fälle 

Es wird sich zeigen, A. zu G = L.(2) oder

Zunächst wird die Operation von H auf bestimmt. Sei dazu Y
ein regulärer orthogonaler Vektorraum der Dimension 8 über GF(2).
Das folgende Lemma bildet die Grundlage zu diesem Kapitel.

LEMMA 2.1. Sei L eine Untergruppe von 0 ( Y) mit _AS
Dann liegt einer der folgenden vier Fälle vor :

(I) Der Raum V ist von maximalem Index. Auf V operiert
L fixpunktfrei, reduzibel und vollständig reduzibel. V
= V, (B Y2 ist eine L-invariante Zerlegung von V in
isotrope Unterräume der Dimension 4, dabei sind die

Darstellungen von L auf Y1 und V, kontragredient zu-
einander. Unter L wird V* in drei Bahnen von isotropen
Vektoren der Länge 15y 15y 105 und eine Bahn von an-

isotropen Vektoren der Länge 120 zerlegt.
(II) Der Raum Y ist von maximalem Index. Auf V operiert

L fixpunktfrei, reduzibel, aber nicht vollständig reduzibel.
Dadurch ist die Operation von L auf V eindeutig fest-
gelegt. Es gibt genau einen isotropen L-invarianten Un-
terraum V1 der Dimension 4. Die Darstellungen von L
auf Y1 und sind kontragredient zueinander. Unter
L wird V* in zwei Bahnen von isotropen Vektoren der
Länge 15 und 120 und eine Bahn von anisotropen Vekto-
ren der Länge 120 zerlegt.

(III) In V gibt es einen Unterraum V, der Dimension 2, der
von L zentralisiert wird. Es ist V = V, Q V2 eine L-
invariante Zerlegung von V, dabei operiert L irreduzibel
auf dem 6-dimensionalen orthogonalen Raum Y2 von
maximalem Index. Je nach dem, ob V ein Raum von
maximalem Index ist oder nicht, ist V, eine hyper-
bolische Ebene oder ein anisotroper Raum.

(IV) Ein Unterraum V, der Dimension 1 in V wird von L

zentralisiert. Eine Kompositionsreihe von V als L-
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Modul ist 0 c V1 C V2 C Y mit dim V2/Vl = 6. Dabei
ist V unzerlegbar als L-Modul.

Beweis. Mit [3, S. 476] liegt einer der Fälle (I), (II), (III), oder
die folgende Situation vor:

In V besitzt L einen nichttrivialen Fixvektor vo , und V besitzt
keine L-Bahn der Länge 15. Ist B eine Untergruppe von L, die
isomorph zu einer Frobeniusgruppe der Ordnung 21 ist, so hat CY(B)
-die Dimension 2 und ist nicht L-invariant. Es sei Vo = Cv(B). Ist
dann v ein Vektor aus YoBwo), so liegt v in einer L-Bahn der Länge
8. Der Raum Vo ist regulär.

In dieser Situation existiert tatsächlich ein weiterer L-Modul V,
dieser wurde in [3] vergessen. Wir wollen diesen unter (IV) aufge-
führten Modul weiter beschreiben. Sei dazu X = CL(v). Da v genau
8 L-Konjugierte in V besitzt, ist X ür A7 , ferner operiert X auf
Yo - wo , v). Der Raum Yo ist regulär, also existiert eine X-inva-
riante Zerlegung V = Vo wobei V- ein regulärer 6-dimen-
sionaler orthogonaler Raum von maximalem Index ist. Ferner zerlegt
X den Raum V-1- in zwei Bahnen von isotropen Vektoren der Länge
7 und 21 und in eine Bahn von anisotropen Vektoren der Länge 35.
Damit können wir die Längen sämtlicher X-Bahnen in V bestim-
men. Ist V von maximalem Index, so gibt es 7 Bahnen von isotropen
Vektoren in V* unter X mit den Längen 35, 35, 35, 21, 7, 1, 1 and 8
X-Bahnen von anisotropen Vektoren mit den Längen 21, 21, 21, 7,
7, 7, 35, 1. Ist hingegen V vom Index 3, so haben die 7 X-Bahnen
von isotropen Vektoren die Längen 35, 21, 21, 21, 7, 7, 7, und die 8
X-Bahnen von anisotropen Vektoren haben die Längen 35, 35, 35,
21, 7, 1, 1, 1.

Sei W der eindeutig bestimmte irreduzible 8-dimensionale Per-
mutationsmodul der A9 . Eine Untergruppe der A , die isomorph
zu A8 ist, operiert dann auf W wie im Fall (IV), das liefert die

Existenz des vierten Moduls.

N N

Die Operation von g auf E ist damit für A8 geklärt.
Sei A9 . Eine A9 besitzt nur eine Klasse von Unter-

gruppen isomorph zu _A,* Mit Hilfe von Lemma 2.1 läßt sich dann
die Operation von -Ü auf E festlegen.

LEMMA 2.2. Es sei Ä btl A9 und IJ eine Untergruppe von H

_mit ~7 ~ _A 8 . Dann operiert IT gemäß (II) aus Lemma 2.1 auf E .
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_ 

Beweis. Wir nehmen an, daß Ü gemäß (I), (III) oder (IV) auf
E operiert.

Fall 1. Ü operiere gemäß (I).
Da die Gruppen Ag und L4(2) isomorph sind, kann N nicht

mehr reduzibel auf E operieren. Weiter besitzt eine A9 keine Unter-
gruppen vom Index 30, also sind alle isotropen Vektoren aus E,
das sind alle e E E * mit_e2 =_1, unter -Ü konjugiert.

Sei E = mit EI n E2 = 1 und EI6 eine ZI -
invariante Zerlegung. Sei weiter S eine Sylow 2-Untergruppe von

U. Operiert .L4(2) in natürlicher Weise auf einem 4-dimensionalen
Vektorraum über GF(2), so zentralisiert eine Sylow 2-Untergruppe
der L4(2 ) genau einen von null verschiedenen Vektor. Somit gilt

= mit Involutionen ei , i = 1,2. Es folgt Z( 03B2) = e2~.
Weiter gilt ii - i2 unter .H . Eine Sylow 2-Untergruppe der A8 bzw.
A9 besitzt genau eine elementar-abelsche Untergruppe der Ordnung
16, deren Normalisator in A9 genommen den Normalisator in A8
genommen nicht übersteigt. Wir setzen N = Nach einem
Satz von Burnside kontrolliert N die Fusion in Z(03B2). Es gilt N =
= = NÜ~J( S)~, also folgt N  [j. Man erhält
den Widerspruch e1 ~ e2 unter U.

Fall 2. Ü operiere gemäß (III). 
_

Sei E = E1.E2 mit EI n E2 [ - 26 und IE21 [ - 22 eine Ü-
invariante Zerlegung. Wir wählen ein, Ä Ü und setzen Ü1 = Ü
Sei weiter E = mit E-, 1 , 1 -gj I - 2s und |E’2| = 22 dieel wel er E 2 ml 1 n 2 = , 1 

= un 1 -K2 = le

entsprechende Ü1-invariante Zerlegung von E . Dabei wird nach
Lemma 2.1 E2 von Ü und .E2 von l71 zentralisiert. In E_ gibt es

Untergruppen .I’2 und _.F’2 mit I’2  E2 , 1 .F_’2  E2 und El 
= j~~2. Da U auf und C~ auf operiert, operiert auch

(U, U1~ auf Eine A9 besitzt keine lineare 7-dimensionale

GF(2)-Darstellung, somit ist wegen EI  bereits E = 

Folglich hat die Gruppe E1 n _.E1 die Ordnung 24. Da aber TI n Ü1
isomorph zu A.7 ist und auf EI f1 Ex operiert, f1.Ei isotrop
der Ordnung 16 sein. Das ist aber nicht möglich, denn E1 war
ein orthogonaler Vektorraum vom Index 3. Damit ist auch Fall
2 zum Widerspruch geführt.

Fall 3. Ü operiere gemäß (IV).
_ 

Nach Lemma 2.1 gibt es in E einen isotropen Vektor e, der von
U zentralisiert wird. Demnach gibt es in k eine H-Bahn der Länge
9, denn ~.9 ist nicht in .L7(2 ) als Untergruppe enthalten, operiert
also irreduzibel auf E. Die Bahn der Länge 9 erzeugt folglich jE7 als
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Vektorraum. Somit ist E der eindeutig bestimmte irreduzible 8-

dimensionale Permutationsmodul der A9. Zur Feststellung der

Bahnlängen sei dieser Modul kurz beschrieben. Sei dazu Y ein 9-

dimensionaler Vektorraum über GF(2) mit Basis ..., Läßt
man A9 in natürlicher Weise auf den Indices der Basisvektoren

operieren, so liefert V’1 - w1 + v2 , v1 + v3 , ... , vl + v.~ den 8-di-

mensionalen irreduziblen Permutationsmodul. Die mehrfache Tran-
sitivität der A 9 liefert folgende Bahnzerlegung in diesem Modul:
es gibt vier Bahnen mit Vertreter Vl + ’V2’ vi + v2 + v3 + V4’ 9 v1
+ v-. + v3 + V4 + v5 + V6 und v1 + v2 + v3 + v4 + V5 + V6 + V7 + v8 ,
die entsprechenden Bahnlängen sind 36, 126, 84 und 9, schließlich

sind die entsprechenden Zentralisatoren in .A.9 isomorph zu 17,
(A4 X As)Z2, (A6 X und As. Insbesondere ist dieser Modul

orthogonal von maximalem Index.
Es gibt also in E zwei Bahnen von isotropen Vektoren unter H-,

diese haben die Längen 9 und 126. Wir wählen nun Involutionen e1
und e2 aus E als Vertreter der entsprechenden Bahnen. Es soll

gezeigt werden, daß z keine Konjugierten in unter G besitzt.
Sei dazu e eine Involution aus EB~z~ mit z - e.

Zunächst wird die Abschätzung ~2(~(~))/~(~)t ~ ~ bewiesen.
Bekanntlich gilt ,~3 (siehe etwa [16, Lemma 2.5]).
Ist also S eine Sylow 2-Untergruppe von CH(e), so kann man eine
Sylow 2-Untergruppe So in e~) finden mit S  So ~ .g. Wir
wählen ein Element x aus SOES und setzen F = CE(e)-’ n CE(e).
Dann wird I’ von x normalisiert, also liegt (z) nicht charakteris-
tisch in 1~’. Somit ist I’ elementar-abelsch, und es gilt 25.
Da 02(CH(e)) von x normalisiert wird, gilt 
~ CE(e)/F. Aber C.(e)IF ist wegen F ]  25 eine

Gruppe der Ordnung ~ 23, das liefert die Behauptung.
Es sei nun eHe1 angenommen. Wegen A8 gilt

1, das ist aber wie eben gezeigt nicht möglich.
Also muß eHe2 gelten. Die Gruppe ist isomorph zu
(A4 X A5)Z2. Somit erhält man auch hier einen Widerspruch, denn

hat die Ordnung 4.
Wir haben gezeigt, daß z keine G-Konjugierten in EE(z)

besitzt. Mit Satz 1.3 ist das jedoch ein Widerspruch. Somit führt
auch Operation (IV) im Fall Ü = .~9 zu keiner fusionseinfachen

Gruppe G, und das Lemma ist bewiesen.
Damit ist auch für den Fall H A9 die Operation von ir

auf ~7 bestimmt. Sei nun wieder Ü r Ag oder A9 und ü eine
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Untergruppe von g mit As. Zunächst bestimmen wir G für
den Fall, in dem Ü gemä3 (I) auf E operiert.

SATZ 2.3. Operiert U gemä3 (I) auf E, so ist G isomorph zu

L6(2 ) oder zur zerfallenden treuen Erweiterung E32Ls(2).
Beweis. Der Beweis des Satzes wird über eine Reihe von Hilfssät-

zen geführt. Nach Lemma 2.2 ist H = ZT, also JT = A8 » Das

nächste Lemma legt die Struktur von H weiter fest.

LEMMA 2.4. Die Gruppe -ä zerfällt über E.
Beweis. Nach Lemma 2.1 besitzt E Untergruppen EI, 9 E2 mit

g f ür i = 1,2.
Weiter operiert H fixpunktfrei auf L’2 , und Ei ist maximal abelsch
in .E. Es folgt Ei, für i = 1,2, also ist H/Ei, isomorph
zu einer Untergruppe von L5(2 ). Weiter enthält die Gruppe 
einen Kompositionsfaktor isomorph zu A8 und hat die Ordnung
21°.32.5.7. Die Struktur einer L.(2) liefert, daß HIE, eine zerfallende
treue Erweiterung einer EI6 durch As ist. Also kann man Unter-
gruppen g~ in H finden mit Ag für i = 1,2. Es folgt

Damit bekommen wir

Diese Rechnung zeigt, daß H1 n H2 ein Komplement von E

in g ist.

LEMMA 2.5. Zerfällt .g über E, so ist 6 isomorph zu L"(2) oder
zur zerfallenden treuen Erweiterung 

Beweis. Dies folgt mit Satz 1.4.
Das nächste Lemma schließt den Beweis von Satz 2.3 ab.

LEMMA 2.6. Die Gruppe H zerfällt über E.
Beweis. Wir nehmen an, daß .g nicht über E zerfällt. Mit Lemma

2.4 besitzt ~ eine Untergruppe L, so daß X ein Komplement zu
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E in g ist. Man erhält H = LE, L n E = (z) und z E L’ n Z(L). Der
Schurmultiplikator der A8 hat die Ordnung 2 (siehe etwa [10, Ta-
ble 11), somit ist L isomorph zu Äg .

Sei weiter nach Lemma 2.1 wieder E = ElE2 mit E1 n E2 = (z) ,
.Ei ^__~ E32 und Ei d H für i = 1,2. Die Gruppe L ist isomorph zu
L4(2) und operiert nichttrivial in natürlicher Weise auf ferner
wird (z) von L zentralisiert. Nach [3, Lemma 1.2] operiert dann L
sogar vollständig reduzibel auf Ei für i = 1,2. Es gibt also L-inva-
riante Untergruppen F, und I’2 in E mit E = und 1~’1
~ .~’2 ,., E16

Wir wählen nun Involutionen e, aus E mit folgenden Eigenschaf-
ten :

Eine weitere Bedingung (iii) kann erst definiert werden, nachdem
wir Z auf E dargestellt haben. Die Untergruppen (z, e1, 9 e3 , 9 e5 , e7~
und (Z9 e2 , e~ , 9 es) von E sind elementar-abelsch. Bezüglich der
Basis 03B2 = 61 e3 , e5 , ~7 ? eg , C6’ C4, 9 C2 ~ hat .L dann eine Darstellung
(siehe [3, S. 468-470])

transponierte Matrix zur 4 X 4-Matrix ~. Weiter setzen wir für
X E L4(2)

L operiert also auf (z, e1 , e3 , 9 es, 9 e7~ und E2 = ~z , e~ , 9
e4 , 9 9 e8). Es sei Fi der irreduzible 4-dimensionale L-Untermodul
von Ei für i = 1,2. Man wähle nun die ej, j - 1 , ... , 8 , y so, daß
die Bedingung

gilt.
Es bezeichne nun Etl die 4 X 4-Matrix über GF(2), die in der

i-ten Zeile an der j-ten Stelle eine 1 hat, und deren übrige Einträge
alle null sind. Weiter bezeichne I die Einheitsmatrix aus L4(2).
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Wir definieren nun Erzeugende einer Sylow 2-Untergruppe von L
durch

Es sei T0 = t1, t2, t3, t4 , t6). Dann ist To eine Sylow 2-Unter-
gruppe von L und genügt den Relationen (R)

alle übrigen Kommutatoren sind trivial. Es ist ~tl~ , Tö
- t3 , ts) und i(i0) = 9 t3, ts, 9 Um die entsprechenden
Relationen in L für geeignete Urbilder der ti zu erhalten, sei vermerkt,

A

daß Urbilder von zentralen Involutionen einer Ag in Ag ebenfalls
Involutionen sind, während nichtzentrale Involutionen einer A, in
As Urbilder der Ordnung 4 besitzen. Damit erhält man

alle übrigen Kommutatoren sind trivial.

Wir setzen 8 = ToE, dann ist S eine Sylow 2-Untergruppe von
.H. Als nächstes soll gezeigt werden, daß die Involution z keine G-
Konjugierten in EB~z~ enthält.

Nach Lemma 2.1 besitzt E~~z~ genau drei Klassen von Invo-
lutionen mit Vertretern in E2 und in U .E2). Wir geben
nun die Operation von To auf E an. Diese ist abzulesen an der

Matrix-Darstellung von Po auf .E und an der Bedingung (iii). Es
gilt

alle übrigen Kommutatoren sind trivial.
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Die Involution e7 ist extremal in El bezüglich S. Wir setzen

C = Mit den angegebenen Relationen erhält man C = ~e4 ,
e6 , Es ist Z(C) - (z, e7)’ und C’ = (e3, e7 , es , tl ,
t3, ts) und C I = 2 .

Es sei x = 631 e52 es3 e74 eg5 tis t37 t58 ein beliebiges Element aus
C’ mit «1 , ... , (l9 E ~ 0 , 1 ~ . Dann ist x2 = z"1"s+a7 a8 . Um eine
der beiden Gleichungen x2 = e7zk, k = 0, 1, zu erfüllen, muß in der
Darstellung von x also = 1 gelten und somit «1 = 1, wäh-
rend die übrigen Parameter frei wählbar sind. Zusammen besitzen
diese beiden Gleichungen demnach 27 Lösungen in C’. Da aber e7
und e7z unter NG(C) konjugiert sind, haben e7 und e7z gleich viele
Quadratwurzeln in 0’. Somit haben die Gleichungen x2 = e7zk , y
k = 0,1, genau je 26 Lösungen in C’. Andererseits besitzt die Glei-

chung a;2 = z in C’ die 27 Lösungen t3ts (es, es , e? , e3 e6 (es,
e7 , t1 , t3 , z). Also kann z nicht zu e7 oder e7z unter konju-
giert sein. Mit ~z , e7~ = folgt (z) d somit ist C eine

Sylow 2-Untergruppe von °G(e7) . Also kann die Involution z nicht
zu e7 konjugiert sein. Da die Gruppen E1 und E2 in H symmetrisch
liegen, hat z keine G-Konjugierten in EI U E2 .

Es ist also nur noch zu zeigen, daß z keine Konjugierten in

(EI U E2) besitzt. Die Involution e7eS ist extremal in dieser

Menge bezüglich S. Wir setzen C = °S(e7eS) === (eI e2 , e3 , e4 , e6 ,
e7 , Es ist Z(C) - ~z, e7 03B2g) , und C ist normal vom Index 2 in
S. Man berechnet C’ - ~e3 , e7 , e4 , es , tl , t3 , Wieder ist

e7 es konjugiert unter zu e7eSz.
Sei x e75 t59 ... , 0 , 1 ~

ein beliebiges Element aus C’. Mit den angegebenen Relationen
berechnet man x2 = Z"’S«9 +"’1"’4 + «aOCs . Um eine der Gleichungen

k = 0,1, zu erfüllen, muß demnach «1= a9 = «2 = as =1
gelten, während die übrigen Parameter beliebig sein können. Also
besitzt jede der beiden Gleichungen genau je 25 Lösungen in C’.
Andererseits besitzt aber die Gleichung x2 = z in C’ die 3.25

Lösungen es e3 f ~z ~ e7 ~ es , tl) .
Wieder folgt (z) d Somit kann die Involution z unter G
auch nicht zu e7es konjugiert sein.

Wir haben gezeigt, daß z keine Konjugierten in unter G
besitzt. Das ist aber ein Widerspruch zu Satz 1.3. Folglich zerfällt
H über .E, und der Beweis von Satz 2.3 ist vollständig.

Wir behalten die Bedeutung von .H und U bei und untersuchen
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nun den Fall, in dem U gemäß (II) auf E operiert. Durch eine
Reihe von Hilfssätzen soll der folgende Satz bewiesen werden.

SATZ 2.7. Operiert Ü gemäß (II) auf E, so ist G isomorph zu
der von Thompson entdeckten einfachen Gruppe T oder zur nicht-
zerfallenden Erweiterung einer .E32 durch L5(2 ).

Zunächst stellen wir fest:

LEMMA 2.8. Die Gruppe Ü zerfällt nicht über E.
Beweis. Dempwolff gibt in [3, S. 469] die genaue Operation von

Ü auf .E an. Wie in Lemma 2.6 wählen wir Involutionen e, aus E,
die den Bedingungen (i) und (ii) genügen. Bezüglich der Basis

£ = ~e1 , e3 , es , e7 , e4 , e2~ hat dann eine Sylow 2-Untergruppe
#o = t2 , 14 , t6) von Ü auf E die Gestalt
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dabei sind die unbesetzten Stellen in den Matrizen durch Nullen zu

ergänzen. Die Involutionen i, erfüllen die Relationen (R) aus Lem-
ma 2.6. Ferner ist Ez - ~z, el , e3 , e5 , e7~ der Normalteiler der Ord-
nung 25 in U. 

_ _

Wir nehmen nun an, daß U über E zerfällt. Es sei also U = .LE

mit L f1 E  (z) und L 2g As oder L zg Äg .
Auf Ex operiert .L nach [3, Lemma 1.2] vollständig reduzibel.

Wir wählen nun Urbilder ei der ei so, daß e3 , 9 e5 e7&#x3E; von L
normalisiert wird. Weiter können wir nach Annahme Urbilder ii der
ti, finden, so daß TO = ~tl , t2 , t3 , t6’ t6) eine Sylow 2-Untergruppe
von .L ist. Da tl eine zentrale Involution aus .L ist, kann man eine
Involution tl als Urbild von ti in .L finden.

Das Element eIes der Ordnung 4 aus E wird von tx invertiert,
denn aus der Darstellung von i, auf .E wissen wir einerseits, daß
tl mit e7 vertauschbar ist, andererseits gilt txe2 = tIeIese7zk für 1~ = 0

oder k = 1, somit ist eine Involution, und es gilt = elegz .
Nach Lemma 2.1 sind alle 240 Elemente der Ordnung 4 aus E

konjugiert unter U, also hat CL(ele8) die Ordnung 23.3.7. Die Struk-
tur von CL(exeg) ist in [3, S. 477] angegeben, es gilt E,3F211
damit ist die treue Erweiterung einer elementar-abelschen Gruppe der
Ordnung 8 durch eine Frobeniusgruppe der Ordnung 21 gemeint.
Da aber eIes voll ti invertiert wird, besitzt die Gruppe den

Normalteiler CL(eleg) vom Index 2. Das ist aber nicht möglich,
denn die Gruppe besitzt keinen Normalteiler vom Index 2.

Dieser Widerspruch zeigt, daß U und damit auch ü nicht über E
zerfallen kann.

Es sei nun also U eine nichtzerfallende Erweiterung von J67 durch
A8 mit Operation (II). Im folgenden wird gezeigt, daß ~7 eindeutig
bestimmt ist.

LEMMA 2.9. Die Erweiterung von E durch Ü ist eindeutig
bestimmt.

Beweis. Wir betrachten den Normalteiler EI von U. Die Gruppe
EI ist eine selbstzentralisierende Untergruppe in U. Also ist 

isomorph zu einer Untergruppe von Ls(2). Somit ist isomorph
zur zerfallenden treuen Erweiterung einer E 16 durch eine Ag . * Nach
Lemma 2.8 zerfällt U nicht über .E , folglich kann U nicht über EI
zerfallen, da eine Untergruppe isomorph zu Ag enthält.

Sei TI/E1 - mit -48 und 1 n E - EI. Die
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Gruppe Z zerfällt nicht über EI und ist somit nach [2, Korollar 3J
eine eindeutig bestimmte nichtzerfallende Erweiterung. Die Operation
von L auf .E ist bekannt, also ist U = LE mit L = EI eine
eindeutig bestimmte Gruppe.

Es sei D die von Dempwolff in [4] beschriebene eindeutig
bestimmte treue nichtzerfallende Erweiterung einer E32 durch Z5(2~
mit Normalteiler E32 * Die Gruppe U ist eingebettet in D .

Sei nämlich v eine Involution aus V. Dann ist (siehe [4, S. 361])
CD(v) isomorph zu einer treuen Erweiterung einer extraspeziellen
2-Gruppe der Weite 4 vom Typ (+) durch eine 9 die reduzibel,
aber nicht vollständig reduzibel, das heißt die gemäß Operation 
auf der Gruppe 02(CD(v))/w~ operiert. Mit Lemma 2.8 zerfällt

nicht über 02(CD(V»/(V) , und somit ist t7 isomorph zu

CD(v)/v&#x3E;.
Dempwolff bestimmt in [4] die Gruppentafel von D. Diese sei

hier kurz beschrieben.
Es sei 9 V2 v3 , V4 , v5~ eine Basis von V als Vektorraum über

GF(2). Es seien Transvektionen aus derart, daß

(i) vztk l  ~ ~ , ~ 5

gilt. Dann ist D = (r~~l ~~~~5~ Z ~ 7~‘~ Y . Man kann nun

Involutionen tii aus wählen, so daß

Weiter gibt es Parameter a(ij , kl) , kl) und y( ijl)
aus GF(2) mit

Ferner sind in [4] Bestimmungsgleichungen für diese Parameter
angegeben. Die beiden folgenden Tabellen geben die berechneten

a(ij, kl), 03B2(ij, kl) und y(ijl) wieder. Zur Bestimmung der Gruppen-
tafel von U sind allerdings nur die a(ij, kl) und 03B2(ij, kl) nötig. Wir
setzen zur Abkürzung a = a(ij, kl) und = ~8(ij, kl) .
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TABELLE 1 : Die a(ij,kl) und 03B2(ij,kl).

Die Tabelle 2 gibt die y(ijl) an. Wir setzen zur Abkürzung
r = 

Nun soll eine Sylow 2-Untergruppe von 1I = U/(z) mit einer

Sylow 2-Untergruppe von für eine Involution v e V identi-
fiziert Werden. Als v wählen wir die Involution V5’ y die Entspre-
chung von z und V5 soll durch z ~--~ V5 gekennzeichnet werden. Für
ein Element x aus CD(v5) bezeichne x die Nebenklasse xw5). Die
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Gruppe Ex entspricht dann ~7(~5) ? wir setzen el ~-~ ~4’ 9 i3 V3 y
C5 ~--~ ~2 und C7 ~ Dann operieren die Transvektionen i41’ y i43’

T,12 i21’ ~31 ? und i32 auf V wie t1’ t2 , t3 , t4 , t5 und t6 auf E ,
außerdem erfüllen die itj in dieser Reihenfolge die Relationen (R)

- A - A - A - A

aus Lemma 2.6. Es sei also il -&#x3E; t41 , t2 -&#x3E; t43 , t3 -&#x3E; t42 , t4 f &#x3E; t21 ,
t5 ~ t31 und t 6 ~ ~32 - ° Weiter ist 02~CD(v5)~ f ~t15 , t25~, t35 9 t45~’V
das liefert die restlichen Entsprechungen eg ~~ ~5 , es ~--~ t35 , C4 ~~ t25
und C2 ~-~ t 15 .

TABELLA 2 : Die y(ijl).

Mit diesen Entsprechungen, den Relationen (i), (ii), (iii) und (iv)
und der Tabelle 1 erhält man das folgende Lemma.

LEMMA 2.10. In U gelten die folgenden Relationen :

Die Operation der ti auf entnimmt man den angegebenen
Matrizen. Nun ist eine Sylow 2-Untergruppe von U festgelegt.
Im folgenden wird gezeigt, daß der Fall U = .H , 9 also JLg 9
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zu G 2g D führt, während der Fall
führt.

LEMMA 2.11. Sei Ag . Dann ist 6 isomorph zur nichtzer-
fallenden Erweiterung D einer E32 durch L.(2) .

Beweis. Es sei also H = U.

Nach Lemma 2.1 gibt es in EB~z~ genau zwei Klassen von Invo-
lutionen unter H mit Vertreter e7 und eg . Es sei zunächst z - e7
angenommen. Wir setzen C = CH(e7) -

Gezeigt wurde schon, da3 Ü eine Untergruppe L besitzt, die

isomorph zu einer nichtzerfallenden Erweiterung einer Els durch
Ag ist. Weiter ist EI eine Untergruppe von L. Nach bekanntem
Schluß operiert und damit auch L vollständig reduzibel auf
E1 . Man wähle nun die Involutionen ei , i = 1, 3, 5, 7, so, daß L auf
.I’ = e3 , e5 , e7~ operiert. Nach Konstruktion ist t2 , t3 , 
t5 , t6) El eine Sylow 2-Untergruppe von L. Die ti sind Involutionen.
Ist also LjF cr Ag X Z2, so gilt t2 E F n (z) = 1. Ist hingegen L/.14’‘
~ 1s, so entspricht L genau der Gruppe (~jl ~j4~~:j)V
in CD(V5)1 und die ti können auch hier entsprechend den tij als
Involutionen gewählt werden. 

_ _

Die Involution e7 besitzt genau 15 Konjugierte in E unter H.
Die Struktur einer Ag liefert, daß isomorph zur zerfallenden.
Erweiterung ist. Wir setzen Y = 02( C) und B = 
Dann ist YjB 2g Eg und CjY 2g L2(7 ). Die Gruppe entspricht
in Dempwolffs Notation der Gruppe In D berech-

net man ?J5&#x3E;)&#x3E; (t211 t31 , t41 , t251 t351 V. Es folgt Y = (tl ,
t4 , B.

Wir setzen nun Bo - °2(OG(e7)n .H. Dann ist Bo eine Unter-
gruppe von 02( C) und liegt normal in C, also auch in Y. Nach

Annahme gilt z ~ e7 . Wegen e7~) ^r ~3 (siehe etwa
[16, Lemma 2.5]) gibt es sogar ein mit zg = e7 und g-’ E H .
Die Gruppen B und Bo sind kon jugiert unter G und es gilt Y/B
E8 Y/Bo . Damit folgt ~1 ( Y)  B fl Bo . Weiter ist wegen

E e1(z) die Gruppe EI eine Untergruppe von (51 ( Y). Es folgt E1
_ B f1 Bo . * Aber die Gruppe BBo liegt in Y, also gilt Bo ~ ~ 25.
Das liefert EI = B n Bo = °2( GG(zg). Mit g2 E H erhält

Eg d 
Wir haben damit gezeigt, daß H eine echte Untergruppe von

NG(El) ist. Es ist HIE, isomorph zu einer maximalen Untergruppe
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von ~(2), also ist isomorph zu -~(2) und demnach 
isomorph zur eindeutig bestimmten treuen nichtzerfallenden Erwei-
terung einer E32 durch ~5(2). Nach Satz 1.5 ist dann G = D

T. Der zweite Fall ist jedoch nicht möglich, da für eine
zentrale Involution v aus G eine A9 in eingebettet ist. Die

führt also zu D. Wir nehmen nun an, daß z

nicht zu e7 unter G konjugiert ist.

Wir zeigen z --~-- eg unter G . Dazu bestimmen wir zunächst

C = Cs(eg) , y indem wir die Kommutatoren [ti , eg] = 1, ... , ,6, y
berechnen, die eg] sind ja bereits bekannt. Aus Lemma 2.8

entnehmen wir, daß die Involution t1 das Element eleg der Ordnung
4 aus .E invertiert. Es sei eg] - Das liefert e1esz
-- _ (ele7) = also gilt al = 1 und [tl , eg]
- e7z . Weiter sei [t2 , es] = Mit t2] = folgt e2z = e2e7
- - e2tlt2tlt2 - e2z«2 , damit ist a2 = 1 . Sei [t3 , eg] - Mit

t3] = CSC7 folgt 82z = e2e7 = = e2tltstlts = 82z«s , damit ist a3==1.
Sei [t4 , eg] = Mit [t2 , t4] = e7 folgt = e6t2t4t2t4 
also ist a4 = a3 = 1 . Sei weiterhin eg] == y mit [t3 , = e7
folgt e4 = e4e7Zi - e4 t3t5t3t5 - also ist as = a3 = 1 . Sei nun
schließlich [t6 9 e81 9 mit = es folgt dann

Mit Hilfe dieser Rechnungen sieht man nun leicht, daß X
= (t1t6’ eine Untergruppe von ist. Da
aber e8 genau 240 Konjugierte unter H in E besitzt, und X die
Ordnung 211 hat, ist X schon eine Sylow 2-Untergruppe von CH(eg)
und damit X = Nun berechnet man X’ = (z, e3 e~ , e~ , 9
e7 , e8) und X ·· - ~z). Somit kann z nicht zu eg konjugiert sein.

Also besitzt z keine G-Konjugierten in EB~z~. Mit Satz 1.3

ist damit die Annahme z -/- e? zum Widerspruch geführt, und das
Lemma ist bewiesen.

Nun kommen wir zum Abschluß des Beweises von Satz 2.7.

LEMMA 2.12. Sei Ü ll£ Ag. Dann ist G isomorph zu T.
Beweis. Auf operiert H irreduzibel, mit Lemma 2.1 sind

also alle Involutionen aus EB~z) unter H konjugiert. Es folgt
I OiI(e7) I = 26.3.7. Man erhält C Ü(e7) ^__~ E8L2(7 ). Nach Satz
1.3 ist z konjugiert unter G. Genau wie im ersten Teil von Lem-
ma 2.11 folgt .g , y also ist isomorph zur eindeutig
bestimmten nichtzerfallenden Erweiterung D einer E32 durch .L5(2).
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Weiter ist NG(Ex) eine echte Untergruppe von G. Mit Satz 1.5 folgt
7~T.

Es bleiben die Fälle zu untersuchen, in denen Ü gemäß (III)
oder (IV) auf E operiert. Der folgende Satz zeigt jedoch, da3 dies
nicht möglich ist.

_ 

SATZ 2.13. Die Gruppe Ü kann nicht gemäß (III) oder (IV) auf
jE7 operieren. 

_

Beweis. Wir nehmen zunächst an, daß Ü gemäß (III) auf
operiert. Mit Lemma 2.2 gilt Ä ü As und damit U = .g. Nach
Lemma 2.1 zentralisiert Ä in eine hyperbolische Ebene oder

einen anisotropen Raum der Dimension 2, je nach Typ von E. Also
besitzt l~ einen Normalteiler isomorph zu Dg oder Qg . Das ist

aber ein Widerspruch zu Satz 1.2.
Nun operiere U gemäß (IV) auf Nach Lemma 2.1 existiert

ein e E E, so daß CH(e) in H normal vom Index 2 liegt. Da jedoch
E nicht in CH(e) enthalten ist, ergibt sich ein Widerspruch zu

Satz 1.6.

Damit ist der Fall Ag oder A 9 abgeschlossen.

Im ersten Abschnitt dieses Paragraphen wird die Operation von
2f auf .E bestimmt. Wir werden zeigen, daß E ein eindeutig be-
stimmter irreduzibler H-Modul ist. Weiter muß B vom Typ (+)
sein. Im zweiten Abschnitt wird dann gezeigt, daß die Involution
z in EE(z) keine Konjugierten unter G besitzt. Ein Ergebnis von
Aschbacher und Smith (Satz 1.3) sagt dann, daß G isomorph zu

ist.
Im Verlauf dieses Paragraphen werden des öfteren die Isomorphien

-P~(4,3) ~ ,~Os (2 ) ^_~ U4(2) benutzt.
Zunächst verschaffen wir uns mit [15] einen Überblick über die

Struktur einer P~Sp (4, 3). Sei X eine Gruppe isomorph zu 
und t eine zentrale Involution aus ~. Dann ist (S1 ~ S2)~03B2~

~’L(2,3), i = 1,2, 81 fl ~S2 = ~t~ , 1 8~ = 82 und 03B22 = 1. Da-
bei sei S1 - ~fi , gl , mit f ’ = g’ = t und J( = 1 . Weiter setzen
wir f2 = = g03B21 und a2 Also ist S2 = (f2 , g2 , or2). Es sei
weiter To = ~ fi , gl , f2 , 92 , dann ist To eine Sylow 2-Untergruppe
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von .~Y. Wir setzen ’1:1 und z2 = glg2’ die ’1:i’ i = 1,2, sind

Involutionen. Die einzige elementar-abelsche Untergruppe der Ord-
nung 16 in To ist (t, Es ist E16(l) ~5,
damit ist die zerfallende Erweiterung einer Ex~ durch gemeint,
bei der A5 nichttransitiv auf der Menge der Involutionen der E16
operiert. X besitzt 2 Klassen von Involutionen mit Vertretern t

und t03B2, es ist =25.3. In J(To) besitzt t genau 5 und t03B2’
genau 10 Konjugierte unter X.

Es ist X ~ = 26.34.5. Wir untersuchen nun die 3-Struktur von X.
Es sei al -- y also a~ = 1. Es gibt dann ein Element a der Ord-
nung 3 in so daß P = ~a1 , a) eine Sylow 3-Untergruppe von
X ist, diese ist isomorph zu Z3 . Wir setzen a2 = und a3 = a§ .
Weiter ist J(P) = ~al , E27 , y wir setzen Po = J(P). Es ist
Z(P) - (a1a2a3) und P’ - Bei geeigneter Wahl von a
ist 11 = und 12 == ° gibt es vier Klassen von Ele-
menten der Ordnung 3 mit Vertretern a1 , a1a2a3 und (a1a2a3)~.
Dabei ist I °X(a1) = 22.33, ~ I °X(aia2) I = 2.33 und 1 °X(a1a2a3) = 23.34.
Die Gruppe hat Sylow 2-Untergruppen vom Typ Qg .
Schließlich ist (P, t, 03B2, z’), dabei ist z’ eine Involution mit
tz’ - ~, - ’t’1’t’2 und a~ - a2 , also ist die Sylow 2-Untergruppe
~t , ~ , z’~ isomorph zu einer Diedergruppe der Ordnung 8 mit Zentrum
(t03B2). Weiter ist Nx(P0) isomorph zu einer zerfallenden Erweiterung
einer E 27 durch E4. Es und (t03B2, z’) d (t, ~3, z’, a) ~ ~4 , y
die Vierergruppe (t03B2, z’) operiert figpunktfrei auf Po , und die Vie-
rergruppe (t, ~8~ zentralisiert in Po die Untergruppe (aj.

Es erweist sich als nützlich, die Ordnungen der maximalen Unter-
gruppen von X zu kennen. Zu diesem Zweck sei das folgende Lemma
eingeschoben.

LEMMA 3.1. Sei U eine maximale Untergruppe von X. Dann

ist 1 U 1 ein Teiler von 24.32.~, 26.3.5, 26.32 oder 23.34. Insbesondere
sind Nx(J(T0», Ox(t) und maximale Unter-

gruppen von X.
Beweis. Sei U eine maximale Untergruppe von X. Sei weiter

N ein minimaler Normalteiler von U. Ist N ein direktes Produkt
einfacher Gruppen, so folgt mit [11], daß N isomorph zu einer der
Gruppen .A5 oder A.s ist. Da A5 in keinem Zentralisator in X als

Kompositionsfaktor auftaucht, teilt dann U 1 die Ordnung von
A ut.A6. In X gibt es keine Elemente der Ordnung 8, also teilt 1 Ul [
sogar 21A"l ] - 2 4. 32. 5 .
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Sei nun N eine elementar-abelsche p-Gruppe. Sei zunächst p = 2.
Ist N ür E16 , so ist 1 Ul - 26.3.5. Ist N - Eg , so

wird N von keinem 2’-Element aus X zentralisiert, also ist 
ein Teiler von 26.3. Ist N ^_~ E4 , 9 so ist 1 Cx(N) 2~ = 1 oder 3. Im
.ersten Fall ist 1 Ul I ein Teiler von 26.3, im zweiten Fall wird N von
einem Dreielemen.t x E X, das zu ct, konjugiert ist, zentralisiert. Also
ist dann N konjugiert zu (t, da (t, ~8~ eine Sylow 2-Untergruppe
von ist. Es folgt 1 U 1 = 1 = 25.3. Für Z2 ist

1 ein Teiler von 26.32. Sei nun p =3. Für N - E27 gilt U

~ Nx(Po), und für N ^_, Z, liest man an den Zentralisatoren von
Drei-Elementen ab, daß 1 Ul ein Teiler von 23.34 ist. Es sei also

Sei zunächst Cx(N) eine 3-Gruppe. Da eine GL(2,3) Ele-
mente der Ordnung 8 besitzt, hat dann einen 2-Anteil der Ord-
nung höchstens 23. Sei also nun x eine Involution aus Cx(N).
Dann ist x konjugiert zu t, und N ist konjugiert. zu einer 3-Sylow-
gruppe von Cx(t). Sei R eine 3-Sylowgruppe von 0 x(t), dann ist

1 U 1 ein Teiler von 1 = 22.33. Ist schließlich p =5, so ist

1 U ~ - 20. Damit sind alle maximalen Untergruppen erfaßt, und die
Behauptung ist bewiesen.

LEMMA 3.2. Die Gruppe H operiert irreduzibel auf .E’.

_ 

Beweis. Wir nehmen an, daß Ä reduzibel operiert. Sei

Ed, der duale H~-Modul zu .E. Dann gibt es in E oder Ed einen
nichttrivialen irreduziblen Teilmodul .h. Da 34 die Ordnung von
teilt, ist dimGF(2)F = 6 oder 7. Nach [17, S. 51] operiert H dann
vollständig reduzibel auf .~ oder und da Ei der duale Modul
zu E ist, operiert H auf beiden Moduln vollständig reduzibel.
Weiter folgt mit [17], daß die Dimension von F genau 6 ist. Also
zentralisiert g einen Unterraum .Fo der Dimension 2 in .E. Es
ist D8 oder Qg , je nach Typ von E. Das ist aber ein Wi-

derspruch zu Satz 1.2.

LEMMA 3.3. Die extraspezielle Gruppe E ist vom Typ (+).
Beweis. Wir nehmen an, daß E vom Typ (-) ist. Also besitzt

E genau 119 isotrope und 136 anisotrope Vektoren. Sei 6 ein Ele-
ment der Ordnung 5 aus If. Dann kann 3 nicht fixpunktfrei auf JE
operieren, also existiert ein anisotroper Vektor 6 aus mit
5/ ] Cü(1)/Ö) . Wir setzen C = Nach Lemma 3.2 ist Ö eine
echte Untergruppe von .H. Weiter folgt mit Lemma 3.1, daß 1 ei
ein Teiler von 24.32.~ oder 26.3.~ ist. Also gibt es in Ä eine Bahn
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der Länge 27, 36 oder 72, hierzu muß die Struktur der maximalen
Untergruppen und E16.AS mitherangezogen werden. Wegen
9 ~ 136 existiert ein anisotroper Vektor 61 mit 5 / ~ 
Wir setzen Mit Lemma 3.1 und Lemma 3.2 ist dann

1 ein Teiler von 26.32 oder 23.34. Also gibt es eine weitere
Bahn von anisotropen Vektoren der Länge 40, 45, 80, 90 oder 120.
Man sieht nun aber sofort, daß 136 sich so nicht in Summanden
zerlegen läßt, damit kann E nicht vom Typ ( - ) sein.

Nun soll die Operation von H auf E untersucht werden. Zu
diesem Zweck wird zunächst die Operation einer Sylow 3-Unter-

gruppe P von Ä auf E bestimmt. Es sei dazu £ = ~el , e2 , e3 , e4 , 1
e5 , e7 , e8} eine Basis von E mit e2i =Z, j = 1, ..., 8, und

e2,~~ ^~ 9g 1, ... , 4. Es ist 0 (E)_^_’ 0~(2), und H ist in
O(E) enthalten. Sei x ein Element von dargestellt bezüglich
der Basis £. Genau dann ist x eine orthogonale Abbildung bezüglich
der zu E gehörigen quadratischen Form g und dem symplektischen
Skalarprodukt ( , ) , wenn für alle i = 1, ..., 8, = 1 gilt, und
die Matrix 1;z)) bezüglich der Basis C die Gestalt

hat. Es bezeichne im folgenden immer A die Matrix 1 1 und1 0

I die zweidimensionale Einheitsmatrix. Wir definieren nun eine

Sylow 3-Untergruppe von 0(E) durch ~S’ = ~ä, ~i ~2 ?~3 ? 3~, wobei
diese Erzeugenden bezüglich £ folgende Darstellungen haben :

Weiter sei b2 und b3 = bc2. Es ist a3 = b3i = c3 = 1, i = 1, 2,
3, und S = (ä) X «b1 , b2 , bs) (ä)) z Z3 X (Z3 S Z3). Man berechnet
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Da nach [12] eine Ol(2) genau vier Klassen von Elementen der
Ordnung 3 enthält, haben wir also mit ii, b1, 9 blb2 und b1b2b3 Vertreter
der vier Klassen gefunden.

Sei nun jp eine Sylow 3-Untergruppe von H betrachtet als

Untergruppe von 0(E). Indem wir ein geeignetes Konjugiertes von
R in wählen, können wir jp C S annehmen. In /§ gibt es

genau 9 Untergruppen isomorph zu Z3 S Z3 , nämlich die Gruppen
~b1 ä~, b2ä~, für i, j = 0, 1, 2, wir bezeichnen diese Gruppen
durch ihren Typ (i, j ). Die Vierergruppe ~x, y~ mit

liegt in 0(E) und bewirkt die folgende Konjugation :

Es wird nun gezeigt, daß wir .P vom Typ (0, 0) wählen können.

LEMMA 3.4. Durch geeignete Wahl von H in erhält man

Ä = (il 9 ~2 , 63)(C~ - 
-

Beweis. Es sei zunächst angenommen, daß .P vom Typ (2, 0)
ist. Also ist .P = (’)’ wobei

Man erhält (il, e2). Wir setzen nun S = und

behalten diese Bezeichnung auch im folgenden bei. Die Gruppe D
ist isomorph zu E27 X4 und operiert auf (eI’ e2~ . Da (ö) auf e2~
trivial operiert, wird die Ordnung von e2~ ) von 22.34 geteilt.
Mit Lemma 3.1 und Lemma 3.2 folgt 1 = 22.34 oder 23.34,
also gibt es in R eine Bahn von anisotropen Vektoren der Länge
40 oder 80. Aber Po ist in seiner Wirkung auf E bekannt, unter Po
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zerlegen sich die 120 anisotropen Vektoren aus jE7 in Bahnen der
Länge 9, 27, 27, 27, 27, 1, 1, 1. Das ist nicht möglich, denn weder
40 noch 80 lassen sich als Summen über diese Bahnlängen schreiben.

Wir nehmen nun an, daß ! vom Typ (2,2) ist. Es gilt

~ ~ 

und C.i(b1b2a) == 26 . Also besitzt P Vertreter aller vier Konjugier-
tenklassen von Elementen der Ordnung 3 in 0(.E). In g gibt es

genau vier Klassen von Elementen der Ordnung 3, und es

gibt ein d e Ä mit d3 = 1, ä -/- ä2 unter k, aber d - d2 in 
Das ist jedoch ein Widerspruch.

Sei also nun P vom Typ (0, 0) oder (0, 1). Insbesondere können
wir .Po - ~b1 , b 2 , b3) annehmen. Wir bestimmen nun (Po).

Man berechnet leicht Wir setzen m

dann ist ; eine Involution aus mit

Also ist r in ) enthalten. Sei weiter

eine GL(3,3) eine Untergruppe isomorph zu (E4 X Z2)Z2’ und folg-
lich enthält dann eine PGL(3, 3) eine Untergruppe isomorph zu
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Aber die Sylow 2-Untergruppen von PGL(3, 3) sind vom

Semidieder-Typ, das ist ein Widerspruch. 
-

Da blb2b3 unter H nicht zu seinem Quadrat konjugiert ist, folgt
1~ = N jj(Po) :::; ä, 1). Es sei Bl = ä, f). Wir wollen zeigen,
daß man wählen kann, dann ist auch insbesondere
P vom Typ (0, 0) und damit der Beweis des Lemmas beendet.

In 1~1 gibt es eine Untergruppe 1;0 mit S = und 1;0 ~ ~4 .
Es sei Do eine Sylow 2-Untergruppe von In Ö gibt es genau
eine Vierergruppe, die auf Po fixpunktfrei operiert, diese werde mit
TT bezeichnet. Dann ist V = ~t 03B2, z’~ 4 1’. Sei Vo die entsprechende
Vierergruppe aus Do . In BI gibt es dann ein s mit e 0 = V.

Gruppe enthält aber nur eine Untergruppe isomorph zu E4, also ist
:9; = = und das Lemma ist bewiesen.

Wir wählen also H so, daß NH(Po) = b2 , b3 , ~) gilt.
Damit haben wir bereits eine maximale Untergruppe von R auf E
dargestellt. Das folgende Lemma zeigt, daß dadurch H eindeutig
festgelegt ist. Insbesondere besitzt eine PSp(4, 3) nur eine irreduzible
8-dimensionale orthogonale GF(2)-Darstellung.

LEMMA 3.5. Das Element i mit

Beweis. Es sei T1 eine Sylow 2-Untergruppe von -Ü mit ~)
_ T1 . An der Struktur einer E27 E4 als Untergruppe von PSp (4, 3)
lesen wir ab, eine nichtzentrale Involution aus JT ist, wäh-
rend i und 03B2 zentrale Involutionen aus H sind. Wir setzen 
= (4). Also ist ~ konjugiert zu t, und mit ~3,z’~) = (Eß) folgt
w&#x3E;n~t,~8,z’~ = 1 .

Somit ist v ein Element aus Durch eine längere Folge
von Rechnungen wird nun v bestimmt.
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Beutet man die Bedingung v E C (t, B, z’&#x3E;) aus, so erhält man
für v eine Darstellung

wobei .d, B und C beliebige (2, 2)-Matrizen über GF(2) sind. Weiter
liefert v2 = 1 die Bedingungen

Insbesondere gilt also (g + C)2 = I. Außerdem haben wir die
Bedingungen

(iv) v e 0(E), d.h. v ist orthogonale Abbildung bezüglich der

quadratischen Form g und dem symplektischen Skalar-

produkt ( , ),

(v) v N i in 0(2).

Wir untersuchen nun zunächst den Fall, in dem A + C # I ist.
Es wird sich herausstellen, daß dieser Fall nicht möglich ist.

Durch eventuelles Vertauschen der Basiselemente innerhalb (el , e2&#x3E;,

e3 , e4&#x3E;, (i5, oder e7 , e8&#x3E; können wir A -(- C = 0 1 erreichen,1 0 
die Elemente i, und c werden hiervon nicht berührt, während die
Elemente b1 , b2 und b3 eventuell durch ihr Quadrat ersetzt werden
müssen. Mit Bedingung (ii) ergibt sich
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Die beiden letzten Paare verletzen jedoch Bedingung (iv). Es bleiben
zwei Fälle übrig.

Die Bedingung (iii) liefert nun
« ~v B

oder

~ 1 ~)- Man erhält vier Möglichkeiten für v. Wir werden zeigen,

daß alle vier die Bedingung (v) verletzen. Nach (v) muß 1 =
1 = 26 gelten. Ist e E so liegt e im Kern der linearen

Abbildung v + li y wobei 1E die identische Abbildung auf E sei.
Es sei 1;0 = v + 1E und r(vo) der Rang der Matrix vo . Man erhält
die Bedingung

Also ist die Bedingung (v) nur dann erfüllt, wenn r(vo) = 2 ist.
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Damit gibt es im Fall a) kein v mit den gewünschten Eigen-
schaften.

Analog zum Fall a) wird auch Fall b) zum Widerspruch ge-
führt. Wegen Bedingung (iii) gibt es für die Matrix B genau die

vier Möglichkeiten, die in Fall a) angegeben sind.
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Also ist der Fall A + C ~ I nicht möglich.

2. Fall. A + C = I.
Die Bedingungen (ii) und (iii) liefern jetzt keine weitere Infor-

mation mehr. Man erhält nur

Alle Paare außer dem ersten liefern einen Widerspruch zur Bedingung
(iv), die sagt, daß v eine orthogonale Abbildung ist. Sei z.B. (A, C)

Für beliebiges B gilt dann

. Ähnlich werden
die anderen Paare zum Widerspruch geführt.

Es bleiben also für (A, C) nur die Möglichkeiten (0, 1) und
(1, 0) übrig. ,~

Es sei zunächst (A, 0) = (o, I ). Weiter sei B - a d mit a,
b, GF(2). Man erhält mit (x) 

~ ~
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.also erhält man das Gleichungssystem

Dieses System besitzt genau vier Lösungen über GF(2), es folgt

Um drei dieser vier Möglichkeiten auszuschalten, benötigen wir
die Struktur von H. Es ist (~ ~) eine Vierergruppe in NH(Po)
mit zwei zentralen und einer nichtzentralen Involution in H. Dann
ist 0 jj( (i, ~g)~ ^l wobei das Drei-Element nichttrivial auf E..l.6

Sei B wie oben berechnet und JL == (i 1) , dann ist

Für

und damit v = y was unmöglich ist.
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Aus (A, C) = (0, I ) folgt somit B = I, und es ist

wie im Lemma behauptet. Es bleibt lediglich der Fall (A, C) = (1, 0)
,offen, der nun zum Widerspruch geführt wird.

Es folgt und damit - mit

Man überzeugt sich, daß für alle B E JTt2 die Abbildung ~ nicht
orthogonal ist, also Bedingung (iv) verletzt. Sei also B E Mi . Die
Struktur von Ü schließt nun aber diese letzten drei Möglichkeiten
für ~ aus. Wir setzen i = Vbl. Wie schon vorher bewiesen, ist dann
j = ~t, ~, v, i) elementarabelsch der Ordnung 16. Unter Ä besitzt
i somit genau 5 und genau 10 Konjugierte in ~T. Also gibt es in
ä genau 5 Involutionen ~ mit /Oj(m)1 = 26. Weiter gilt t N ~ ~. v~. i .
Es ist
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mit B1 - A2BA2 und B2 = ABA. Wir zeigen nun, daß für alle
B E UM1 die Beziehung und damit 1 - al -
~ ~ T~ 03B2v ~ 03B2i gilt, womit die Annahme B E zum Widerspruch
geführt ist. Wegen

und

auch
Der Fall (A, C) = (I, 0) ist somit nicht möglich, und v ist wie

in Lemma angegeben eindeutig bestimmt.

Damit wird H b2 , 9 13 B, z’, c, v) von (4, 4)-
Matrizen erzeugt, deren Einträge aus d = {0, I, A kommen.
Dabei sei 0 und I die zweidimensionale Null- bzw. Einheitsmatrix

und .4 = 1 1 . Versieht man Cl mit der üblichen Addition und1 0
Multiplikation, so ist a isomorph zum Körper GF(4). Sei A der
Automorphismus von d, der alle Elemente auf ihr Quadrat abbildet.
Sei weiter ~ eines der oben angegebenen Erzeugenden von H r
betrachtet als (4, 4)-Matrix über e(. Dann gilt = und
det (~) = 1. Also wird H von unitären (4, 4)-Matrizen über GF(4)
von Determinante 1 erzeugt. Es folgt
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gefundene Darstellung von Ä auf E rührt also von dieser natürli-

chen Darstellung her.

Wir führen die Umbenennung i, = 61 , i = 1, 2, 3, und ä = ö

Und j2 = i2022. Es ist dann für die am Anfang des Kapitels einge-
führten Erzeugenden einer PSp (4,3) der Übergang, von x nach
i ein Isomorphismus. Insbesondere ist
Sylow 2-Untergruppe von H mit
und den Relationen

alle restlichen Kommutatoren sind trivial.

In ihrer Wirkung auf sind t und 03B2 bereits bekannt, die an-
deren vier Erzeugenden von To berechnen sich v9 äl , 9 i2
und a3 zu 

- - - -

Damit ist die Untersuchnung der Operation von g auf E
beendet.

LEMMA 3.6. Alle Elemente der Ordnung 4 aus E sind unter
H konjugiert.

Beweis. Wir betrachten das Element e1 der Ordnung 4 aus E.
Es 1 &#x26;1&#x26;22 ä, f2 , U2) eine Untergruppe von die

isomorph zu einer Erweiterung einer nichtabelschen Gruppe der

Ordnung 33 durch eine Quaternionengruppe der Ordnung 8 ist.
In 21 gibt es Elemente der Ordnung 3, die auf E fixpunktfrei ope-
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rieren. Mit Lemma 3.1 folgt I - 23.33. besitzt

dann e1 genau 240 Konjugierte in E unter H.

LEMMA 3.7. Alle Involutionen aus .EB~z~ sind konjugiert
unter H.

Beweis. Jede Untergruppe der Ordnung 9 von P besitzt Elemente,
die unter -Ü zu äl oder zu (äIä2ä3)i, i = 1, 2, konjugiert sind (siehe
[20, S. 93]). Es ist CE(a1) - (z) und Qs , also kann
keine Gruppe der Ordnung 9 in .x eine Involution in EBz&#x3E; zentra-
lisieren. Eine Psp (4, 3) besitzt genau eine Klasse von Elementen der
Ordnung 5. Das Element g2z’ hat die Ordnung 5 und operiert fix-
punktfrei auf ~7, somit gilt 2.33.5/[H: für eine Involution e

aus EB~z~. In EB~z~ gibt es genau 270 = 2.33.5 Involutionen. Die
Behauptung folgt.

LEMMA 3.8. Die Gruppe x zerfällt über E.
Beweis. Es sei J = J(To) = 9 und M = 

~ also lit = JA mit j n Ä = 1 und A ^__, A,5. Es sei
weiter jj = = (eIe7’ e3es , e4(6). Sind if und J die vollen
Urbilder von Mund j in ~y so besitzt M die Kompositionsreihe
1  fi  E  J  M mit den Kompositionsfaktoren F = EI6 , y
EIF JIE E16 und A5 . Das Element al der Ord-
nung 3 liegt in M und operiert fixpunktfrei auf .E. Man erhält
folgende Isomorphien der Kompositionsfaktoren als As-Moduln: -.
F ~ EI6(2) und EI6(1). Mit [1, Satz 3.14, Satz 3.18]
folgt, daß ein vollständig reduzibler if/J-Modul ist. Der selbe

Schluß, nocheinmal angewandt, zeigt, daß auch J ein vollständig
reduzibler if/J-Modul ist. Also gibt es in if Untergruppen Äo ~ A5
und EI6 mit M = EJoÄo joÄo = 1. In M gibt es also
Sylow 2-Untergruppen von Ü, die über .E zerfallen. Ein Ergebnis
von Gaschütz [5] sagt, daß dann auch fi über zerfällt.

Der Schurmultiplikator einer Psp(4,3) hat die Ordnung 2. Es

sind also folgende zwei Fälle zu unterscheiden :
(I ) H zerfällt über E, H = .LE, = PSp(4, 3).
(II) Hzerfällt nicht über .E, also H = LIE, = (z)

und Sp(4, 3).

SATZ 3.9. Zerfällt H über E, so ist G isomorph zu Üs(2).
Der Beweis dieses Satzes wird über eine Reihe von Hilfssätzen

geführt. Es liege also der Fall (I) vor. In L gibt es dann Urbilder
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t, 03B2, z2 , f2 und g2 der 1, ... , 1 Y2’ so da3 alle Relationen wie in ist
erhalten bleiben. Es ist To - v, T2 , f2 , g2&#x3E; eine Sylow 2-

Untergruppe von L, und S = ToE ist eine Sylow 2-Untergruppe von
In L gibt es zwei Klassen von Involutionen mit Vertretern t

und t03B2.

LEMMA 3.10. Es ist (Q8*Q8) x E4 und E32 .
Beweis. Die Operation von L auf .E ist bekannt. Man erhält

CE(t) - ~e1 , e2 , e3e5 , e4e6 , e7 , es) und (ele7’ e2eS, e3es ,e4,e6) .
Weiter ist mit Lemma 3.6 und der bekannten Darstellung von L
auf jE7 die Gleichung N L(e1(z») = a , f2 , g2~ richtig,
wobei die a" i = 1, 2, 3, und a Urbilder der ät, ä in L seien. Die
Sylow 2-Untergruppen von sind also vom Typ Qs, und

folglich besitzt die Menge NL (el keine Involutionen.
Insbesondere folgt aus et E e(z) dann et = e für alle Elemente e der
Ordnung 4 aus E. Somit ist (e1’ e2 , e7 , e.) eine Untergruppe von
CE(t). Weiter ist e3 E und et E e6(z), mit t2 = 1 erhält man

LEMMA 3.11. Es ist (t, ~8, VI 1 -C2) (eIe7 , e2es, e3e, , e4e, , z) die
einzige elementar-abelsche Untergruppe der Ordnung 29 in S.
Insbesondere ist J(S) schwach abgeschlossen in 8 bezüglich G, und

kontrolliert die Fusion in J(S) unter G.
Beweis. In E gibt es elementar-abelsche Untergruppen der Ord-

nung höchstens 25. Weiter besitzt T 0 S/E genau eine Untergruppe
isomorph zu E16’ aber keine Untergruppen isomorph zu E32 , also
gibt es in S keine elementar-abelschen Untergruppen der Ordnung 210.

Sei R = (t, ~8, (ele7 , e3e6 , e4e, , z). Die Operation der

t, B, t1 und z2 sowie Lemma 3.10 zeigen, daß j03B2 eine elementar-abelsche

Untergruppe von S der Ordnung 29 ist. Sei nun eine Untergruppe
von S mit E29. Dann ist Ro n E z und f1.E) "_’ E16. ·0- - 2- 32-

LEMMA 3.12. In J(S) gibt es genau 7 H-Klassen von Involu-
tionen mit Vertretern (und Bahnlängen) z (1), e3es (30), t(20), tz

(20), tele7 (120), t03B2 (160) und t03B2z (160).
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Beweis. Mit Lemma 3.7 zerfällt J(S) n E in die H-Klassen z (1)
und e3e5 (30). Weiter besitzt genau zwei H/E-Klassen von
Involutionen mit Vertretern tE (5) und t03B2E (10). Wir betrachten
zunächst die Nebenklasse E). Es gilt Dg 
also folgt t -/- tele7 unter g. Weiter kontrolliert CH(t)E = (Ä9, ala2a3 ,

die Fusion in tE unter H, und es folgt t -/- tz. Durch Konjugation
mit e3 , 9 e4 und al findet man je 4 Konjugierte von t und tz und 24
Konjugierte von tele7 in t(J(S) n E). Damit ist n E~ bereits

ausgeschöpft, und man erhält in J(S) die H-Klassen t (20), tz (20)
und tele7 (120).

Nun betrachten wir n E). Wieder folgt t03B2 -/- t03B2z unter H
aus der Tatsache, daß in t03B2E die Fusion kontrolliert. Unter
S besitzen jedoch t03B2 und t03B2z mindestens je 16 Konjugierte in

n E). Damit erhält man die H-Klassen t03B2 (160) und t03B2z (160).

LEMMA 3.13. In J(S) gibt es Vertreter aller H-Klassen von

Involutionen.
Beweis. Mit Lemma 3.7 besitzt E genau zwei H-Klassen von

Involutionen mit Vertretern z und e3e5. * Sei te eine Involution aus

tE, e E E. Da t nach Lemma 3.10 keine Elemente der Ordnung 4
aus E invertiert, muß e in CE(t) liegen. Die Gruppe CE(t) ist iso-

morph zu xE4 und besitzt genau 80 Involutionen. Es

kontrolliert X = °H(t)E = ~~5, al) die Fusion in tE. Man

berechnet .~ ~ = 21s.32, ~ 1 - ~ 1 = 213.32 und =
l(t, 03B2, ’"t’2 , J 2e3 f 92e4i ~ I = 212. Damit sind alle 80 Invo-

lutionen aus tE als Konjugierte von t, tz oder tele7 gefunden.
Mit Lemma 3.10 invertiert auch t03B2 keine Elemente der Ordnung

4 aus E, also besitzt t03B2E nur Involutionen in Wegen 
= J(S) n E liegen alle H-Klassen von Involutionen aus t03B2E bereits
in J(S). Da tE und t03B2E Vertreter der beiden Konjugiertenklassen
von Involutionen aus sind, ist das Lemma bewiesen.

LEMMA 3.14. Sei (x, y) das geordnete Paar (|zG n n E|).
Dann ist (x, y) aus der Menge j(21, 1 ) , (31, 31 ) , (51, 31) , (441, 1) ,
~{511, 31) ~ .

Beweis. Mit [6] und Lemma 3.13 ist x &#x3E; 1. Es ist 
= CH(J(S» = J(~S) , also ist isomorph zu einer Unter-
gruppe von Lg(2). Nach Lemma 3.12 ist x = 1 -f- 20X1 -~- 160x2
+ 120x3 + 30x4 , wobei 0  x1 , x2  2 und 0  x3 , x~ _ 1. Mit x/
JL9(2) 121 folgt die Behauptung.
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LEMMA 3.15. In EB~z~ besitzt z keine G-Konjugierten.
Beweis. Wir nehmen an, daß 1 gilt. Mit Lemma

3.14 erhält man |zG n {31, 51, 
Nach Lemma 3.8 ist isomorph zu As, und

besitzt als A,-Modul die Kompositionsfaktoren J(S)E/E

NH(J(S)/J(S) = R isomorph zu A5E16(2). Die Sylow 2-Untergruppen
dieser eindeutig bestimmten Erweiterung sind vom Typ .Lg(4). Nach
einem Ergebnis von Gorenstein und Harada [9, Theorem C] ist dann

isomorph zu einer Untergruppe von PGL(3,4).
Sei zunächst I = 31. Dann ist 26.3.~.31 und folg-

lich 0(9l) = (Ö&#x3E; mit 0(ö) = 31. Aber 9l operiert auf der Gruppe
CJ(s)(ö) der Ordnung 24, ein Widerspruch zu Lemma 3.12.

Sei nun zG ( = 51. Also ist 2~.3~.5.17 und 

3.17, damit ist O17(~) ~ 1. Sei (Y) 017(9t)- Aber ist
R-invariant und hat die Ordnung 2, das ist wieder nach Lemma
3.12 nicht möglich.

Sei schließlich |zG n J(S) I 511, also |R| = 26.32.5.7.73. Eine

PQ’-.L(3, 4) besitzt keine Untergruppen der Ordnung 26.3.5.7, also
ist =7.73 und 073(~) ~ 1. Weiter gilt 5/~~(073(~))). Aber
eine Lg(2) enthält keine Untergruppen isomorph zu Also
ist auch dieser Fall unmöglich. Es folgt zG = 1.

Der Beweis von Satz 3.9 wird nun abgeschlossen. Die Involution
z besitzt nach Lemma 3.15 keine Konjugierten in .EB~z~ unter G.
Nach Satz 1.3 kann dann G nur noch isomorph zu sein. Der

Zentralisator einer zentralen Involution aus II~(2 ) ist isomorph zur
zerfallenden treuen Erweiterung einer extraspeziellen 2-Gruppe der
Weite n-2 durch t7n_2(2). Wegen II4(2) ^__- 3) erfüllt 
auch die Voraussetzungen des Satzes, der damit bewiesen ist.

Wir zeigen zum Abschluß, daß H über E zerfällt. Damit kann
Fall (II) nicht auftreten.

SATZ 3.16. Die Gruppe .H zerfällt über E. ,

Beweis. Wir nehmen an, daß g nicht über E zerfällt. Dann liegt
nach Lemma 3.8 der Fall (II) vor. Nach [15] sind Urbilder von
zentralen Involutionen aus ~Sp (4, 3 ) /Z~~Sp (4,3 )~ in Sp (4, 3) Involu-

tionen, während Urbilder von nichtzentralen Involutionen Elemente
der Ordnung 4 mit Quadrat z sind. Eine Sylow 2-Untergruppe von
Sp(4, 3) ist isomorph zu (Q8 X wobei die beiden Quaternio-
nengruppen durch eine Involution vertauscht werden. Man erhält
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also Urbilder Tl , T2 , 9 f2 Y2 in Li mit den Relationen,

alle restlichen Kommutatoren der Erzeugenden sind trivial.
Nach Lemma 3.7 sind alle Involutionen aus EB~z~ konjugiert

in H. Wir zeigen z -/- unter G.
Es sei T 0 = (t, 03B2, T, , i2 , 9 f2 g2~ und S = T oE. Dann ist T 0 eine

Sylow 2-Untergruppe von Li und S eine Sylow 2-Untergruppe von
H. Es ist C = = e2 ~ e3 , e4 e6 , es, e7 , es) ·

Also ist C normal in S vom Index 2. Man berechnet Z( C)
I 

- ~z~ e3es) Und C’ - (t, ’~2 ~ e1 ~ e2 ~ e3es , e4e, , e7 , 6g).
Wegen ~S  NG(C) sind 6365 und unter NG(C) konjugiert.

Also besitzen die beiden Gleichungen x2 = = 0, 1, gleich
viele Lösungen in C’. Es sei

ein beliebiges Element aus C’. Man erhält mit den bekannten Rela-
tionen x2 = za(e3e5)b (e4e6)C, wobei b = X2(X4 + x8) + XI(X5 + X9) und
c = x2(x5 -f-x9) -~-- Die Lösungen der Gleichungen
x2 = e3eszk , k = 0, 1, erfordern also b - 1, und c = 0. Das führt
zu genau je 3.25 Lösungen in C’. Andererseits ist i~ = z für i = 1, 2,
und es ist (t, z, exe7 , e2eS, e3es , e4e6) eine Untergruppe von CC~~~~1 ,
7:2» isomorph zu E64 . Also besitzt die Gleichung xz = z in C’ min-
destens 27 Lösungen. Somit kann z unter NG(C) nicht zu e3es oder

e3esz konjugiert sein. Mit (z, = Z(C) d NG(C) folgt (z) d NG(C).
Somit ist C eine Sylow 2-Untergruppe von CG(e3e5), also ist z nicht
konjugiert zu e3es. Das ist aber ein Widerspruch zu Satz 1.3.

Damit ist der Satz dieser Arbeit bewiesen. Ich danke Herrn Prof.
G. Stroth und Herrn Prof. U. Dempwolff für ihre Unterstützung bei
dieser Arbeit.
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