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Eine Kennzeichnung einiger einfacher
Gruppen vom Charakteristik 2-Typ

MiCHAEL WESTER (*)

Einleitung.

In einer endlichen einfachen Gruppe G gibt es entweder im
Zentralisator einer Involution 2z eine quasi-einfache Komponente,
oder Cy(2)/0(Cg(2)) ist 2-constrained. Uber den ersten Fall haben
neuere Ergebnisse viel Aufschluf gegeben. In den bekannten ein-
fachen Gruppen liegt im zweiten Fall hiufig die Situation vor,
daB 0(Cg4(2)) trivial und 0,(Cg(2)) extraspeziell ist. Insbesondere
filhrt diese Situation zu einer Fiille einfacher sporadischer Gruppen,
nimlich zu den Gruppen M,,, J,, J,, M,,, He, 82, Ha, T, Co,,
Co, , M(24)', J,, BM und MM.

In der von Thompson entdeckten Gruppe 7 hat die extra-
spezielle Gruppe 0,(Cg(2)) die Weite 4, und Cg(2)/0,(Cg(2)) ist
isomorph zu A,. Ahnlich sehen die Zentralisatoren zentraler Invo-
Intionen in den Gruppen Lg¢(2) und Ug(2) aus: 02(CG(z)) hat Weite
4, und Cg(2)/04(Cg(2)) ist isomorph zu L,(2) beziehungsweise U,(2).
Die drei Faktorgruppen haben also alle Sylow 2-Untergruppen vom
Typ A, Diese Sitmation soll in der vorliegenden Arbeit untersucht
werden. Man erhilt eine Charakterisation der einfachen Gruppen 7,
L¢(2) und Ug(2).

Ferner wird ein Fehler in einer Arbeit von U. Dempwolff berich-
tigt. G. Stroth machte daranf aufmerksam, da@ auBer den in
dieser Arbeit angegebenen orthogonalen 8-dimensionalen Ag-Moduln

(*) Joannes Gutenberg Universitat Mainz Fachbereich Mathematik.
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ein weiterer existiert. In Lemma 2.1 werden dieser und die drei
bisher bekannten Moduln beschrieben, nnd es wird gezeigt, daB
dies alle Moduln dieser Art sind.

Die Bezeichnungen, die in dieser Arbeit vorkommen, sind in der
Regel dem Buch von Gorenstein [8] entnommen. Insbesondere
bedeute

Aut@  die volle Antomorphismengruppe der Gruppe G,

Inn@  die innere Automorphismengruppe der Gruppe G,

o(v) die Gruppe aller reguliren orthogonalen Abbildungen
des Vektorraums V in sich, wobei ¥V mit symplektischem
Skalarprodukt ( , ) ausgestattet sei,

AT die Transponierte der Matrix A4,

J(T) das Erzeugnis aller elementar-abelschen Untergruppen
der p-Gruppe 7 von maximaler Ordnung,

| , # ist Teiler, bzw. ist kein Teiler von,

GSH das Kranzprodukt von G mit H.

Eine Involution w aus einer 2-Gruppe T heife extremal be-
ziiglich der Gruppe H, falls H> T und |Cp(w)|> |Cp(x)| fir alle
rh w.

SATZ : Sei G eine endliche fusionseinfache Gruppe mit 0(@) = 1,
sei z eine Involution aus G und H der Zentralisator von z in Q.
Der griofte 2-Normalteiler £ von H sei eine extraspezielle Gruppe
der Weite 4, und H sei eine treue Erweiterung von E durch eine
einfache Gruppe mit Sylow 2-Untergruppen vom Typ A,.

Dann ist @ isomorph zu Lg(2), Ug(2), T, oder zu einer der beiden
moglichen treuen Erweiterungen einer elementar-abelschen Gruppe
der Ordnung 32 durch L,(2). Hierbei bezeichnen wir mit 7' die von
Thompson entdeckte einfache Gruppe der Ordnung 215310537213,
19.31.

1. Vorbereitende Ergebnisse

Im folgenden bezeichne G immer eine Gruppe, die die Voransset-
zungen des Satzes erfiillt. Wahrend der ganzen Arbeit halte ich an
folgenden Bezeichnungen fest: H = H|/E, H = H/{z). FaBt man
E = E[{z) als Vektorraum iiber GF(2) auf, so definiert bekanntlich
(6,5 €) = r mit [e,, 6] =27 fiir ¢ ,6, aus F ein symplektisches
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Skalarprodukt ( , ) auf F, und g(é) = s mit ez = 2% fir e aus E
definiert eine quadratische Form g auf E. Damit wird E zu einem
reguliren orthogonalen Vektorraum iiber GF(2). Ist E vom Typ
(+) und somit ein zentrales Produkt von vier Diedergruppen der
Ordnung 8, so hat E maximalen Index, besitzt also isotrope Un-
terrdume der Dimension 4. Ist andererseits F vom Typ (—) und
somit ein zentrales Produkt von drei Diedergruppen der Ordnung 8
und einer Quaternionengruppe der Ordnung 8, so hat ¥ Index 3,
besitzt also isotrope Unterrdume der Dimension héchstens 3. Weiter
liefert [13, Theorem 11.3¢], da® E* genau 135 isotrope und 120
anisotrope Vektoren bzw. genau 119 isotrope und 136 anisotrope
Vektoren enthilt, je nach dem, ob E vom Typ (+) oder (—) ist.
Das folgende Lemma bestimmt die Struktur von H.

LEmMMA 1.1. Die Gruppe H ist isomorph zu Az, 4, oder
PSp (4, 3).

Beweis. Nach Voraussetzung ist H einfach, und es gilt C5(E) < E.
Also ist H isomorph zu einer Untergruppe von AutE/InnE, wobei
bekanntlich diese Gruppe isomorph zu O0F(2) oder 03(2) ist, je
nach Typ von E (siehe [14, 8. 357]). Die einfachen Gruppen mit
Sylow 2-Untergruppen vom Typ A; sind in [7] bestimmt. Aus dieser
Liste befinden sich als Untergruppen in 0}(2) bzw. 03(2) nur
die oben aufgefiihrten Gruppen.

H enthilt Sylow 2-Untergruppen von @G, denn ist § eine Sylow
2-Untergruppe von H, so gilt Z(8) < O4(F) =<z). Um die genaue
Struktur von H zu bestimmen, ist es notig, die moglichen Opera-
tionen der Gruppen Az, A, und PSp(4, 3) auf einem orthogonalen
8-dimensionalen Vektorraum zu untersuchen. Ist dies geschehen, so
fiihrt in der Regel einer der folgenden Séitze zur Bestimmung von G
oder zu einem Widerspruch.

SATZ 1.2. In H gibt es keine nichtabelschen Normalteiler der
Ordnung 8.
Beweis. Siehe [19, Theorem 3].

SaTz 1.3. Hat die Involution z keine G-Konjugierten in E\¢z),
go ist @ isomorph zu einer der Gruppen U,(2), L,(3) oder Co,.
Beweis. Siehe [21, 1.3.].

Sarz 1.4. Ist H eine zerfallende Erweiterung von E durch
Ag mit |Cg(H)| # 2, so ist G isomorph zu Lg(2) oder zur zerfallenden
treuen Erweiterung einer E,, durch L. (2).
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Beweis. Ist G einfach, so ist G nach [3] isomorph zun L4(2). Sei
also @ nicht einfach und N ein minimaler Normalteiler von G.
Wegen O(G) =1 ist 2 ein Teiler der Ordnung von N. Also ist
V = N n H #1. Nach [3] ist H isomorph zum Zentralisator einer
2-zentralen Involution aus Lg(2) und besitzt deshalb nur Normalteiler
isomorph zu E,, oder E.

Es sei zunichst V ~ E,,. Ist N eine elementar-abelsche 2-
Gruppe, so folgt N = V. Weiter hat man dann Cg(N) = Cgx(N)
=N und H < G < E,Ly(2). Es ist H/N isomorph zu einer maxi-
malen Untergruppe von L, (2), und H zerfillt iiber N. Also ist G
isomorph zur zerfallenden Erweiterung F,,L,(2). Da weiterhin eine
Ag nichttrivial auf N operiert, kann N kein direktes Produkt von
einfachen Gruppen sein.

Sei nun V = K oder V = H. Im ersten Fall ist wieder N ein
direktes Produkt einfacher Gruppen, auf dem eine 4g als Gruppe von
duleren Automorphismen operiert. Das ist nicht moglich, also enthélt
N die Gruppe H und ist somit einfach. Mit [3] ist N isomorph zu
L¢2) und N < G < AutN. Das ist aber ein Widerspruch zu der
Tatsache, daf eine Ly(2) keine &nBeren 2'-Automorphismen besitzt.

SATz 1.5. Sei G eine fusionseinfache Gruppe mit O(G) =1, die
eine Untergruppe L isomorph zur eindeutig bestimmten nichtzer-
fallenden Erweiterung einer elementar-abelschen Gruppe der Ord-
nung 2% durch L,(2) besitzt. Dann ist G = L, oder G ist isomorph
zu der von Thompson entdeckten Gruppe 7.

Beweis. Ist G einfach, so folgt mit [18] G ~ T. Sei also @ nicht
einfach und N ein minimaler Normalteiler von G. Wegen 0(G) =1
ist V = N n L s~ 1. Die Struktur von L liefert V = L oder V = E,,.

Sei zunidchst V = L. Dann ist N eine einfache Gruppe, die L
enthilt, mit [18] folgt N ~ 7. Das ist nicht moéglich, da 7' keine
nichttrivialen #uferen Automorphismen besitzt.

Sei nun V ~ E,. Ist N eine elementar-abelsche 2-Gruppe, so
folgt N = V. Mit Cg(N) = Cgx(N) = N erhilt man G = L. Weiter
kann N kein direktes Produkt einfacher Gruppen sein, da eine L,(2)
auf N eine Gruppe nichttrivialer dufBerer Automorphismen bewirkt.
Damit ist die Behauptung bewiesen.

SATz 1.6. Ist K ein Normalteiler von H vom Index 2, so ist
E in K enthalten.
Beweis. Siehe [19, Theorem 1].
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Das folgende Kapitel behandelt gemeinsam die Fille H Ag
und H ~ A,. Bs wird sich zeigen, daB H =~ Ag zu G =~ Lg(2) oder
G ~ BpLy2) und H ~ Ay zu G ~ T fiihrt.

2. Der Fall H ~ Ag oder A,

Zunichst wird die Operation von H auf E bestimmt. Sei dazu V
ein reguldrer orthogonaler Vektorraum der Dimension 8 iiber GF(2).
Das folgende Lemma bildet die Grundlage zu diesem Kapitel.

LemmA 2.1. Sei L eine Untergruppe von O(V) mit L ~ 4.
Dann liegt einer der folgenden vier Félle vor :

(I) Der Raum V ist von maximalem Index. Auf V operiert
L fixpunktfrei, reduzibel und vollsténdig reduzibel. V
= V,® V, ist eine L-invariante Zerlegung von V in
isotrope Unterrdume der Dimension 4, dabei sind die
Darstellungen von L auf V, und V, kontragredient zu-
einander. Unter L wird V*in drei Bahnen von isotropen
Vektoren der Linge 15, 15,105 und eine Bahn von an-
isotropen Vektoren der Linge 120 zerlegt.

(II) Der Raum V ist von maximalem Index. Auf V operiert
L fixpunktfrei, reduzibel, aber nicht vollstéindig reduzibel.
Dadurch ist die Operation von L auf V eindeutig fest-
gelegt. Es gibt genau einen isotropen L-invarianten Un-
terraum V,; der Dimension 4. Die Darstellungen von L
anf ¥V, und V/V, sind kontragredient zueinander. Unter
L wird V*in zwei Bahnen von isotropen Vektoren der
Lange 15 und 120 und eine Bahn von anisotropen Vekto-
ren der Léange 120 zerlegt.

(IIT) In V gibt es einen Unterraum V, der Dimension 2, der
von L zentralisiert wird. Es ist V =V, ® V, eine L-
invariante Zerlegung von V, dabei operiert L irreduzibel
auf dem 6-dimensionalen orthogonalen Raum V, von
maximalem Index. Je nach dem, ob V ein Raum von
maximalem Index ist oder nicht, ist V, eine hyper-
bolische Ebene oder ein anisotroper Raum.

(IV) Ein Unterraum V, der Dimension 1 in ¥V wird von L
zentralisiert. Eine Kompositionsreihe von V als L-
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Modul ist 0 < V, < V,< V mit dim V,/V, = 6. Dabei
ist V unzerlegbar als L-Modul.

Beweis. Mit [3,S. 476] liegt einer der Fille (I), (II), (III), oder
die folgende Situation vor:

In V besitzt L einen nichttrivialen Fixvektor v,, nnd V besitzt
keine L-Bahn der Linge 15. Ist B eine Untergruppe von L, die
isomorph zu einer Frobeniusgruppe der Ordnung 21 ist, so hat Cy(B)
-die Dimension 2 und ist nicht L-invariant. Es sei V; = Cp(B). Ist
dann v ein Vektor aus V\ (v,), so liegt v in einer L-Bahn der Linge
8. Der Raum 7V, ist regulir.

In dieser Situation existiert tatsidchlich ein weiterer L-Modul V,
dieser wurde in [3] vergessen. Wir wollen diesen unter (IV) aufge-
fithrten Modul weiter beschreiben. Sei dazu X = (,(v). Da v genan
8 L-Konjugierte in V besitzt, ist X =~ A,, ferner operiert X auf
Vo = (vy,v). Der Raum V, ist regulir, also existiert eine X-inva-
riante Zerlegung V =V, LV§, wobei Vi ein regulirer 6-dimen-
sionaler orthogonaler Raum von maximalem Index ist. Ferner zerlegt
X den Raum Vi in zwei Bahnen von isotropen Vektoren der Linge
7 und 21 und in eine Bahn von anisotropen Vektoren der Linge 35.
Damit kénnen wir die Léngen samtlicher X-Bahnen in ¥V bestim-
men. Ist ¥V von maximalem Index, so gibt es 7 Bahnen von isotropen
Vektoren in V* unter X mit den Lingen 35, 35, 35, 21, 7,1,1 and 8
X-Bahnen von anisotropen Vektoren mit den Léingen 21,21, 21,7,
7, 7, 356, 1. Ist hingegen V vom Index 3, so haben die 7 X-Bahnen
von isotropen Vektoren die L#ngen 35,21, 21, 21,7, 7, 7, und die 8
X-Bahnen von anisotropen Vektoren haben die Léngen 35, 35, 35,
21, 7, 1, 1, 1.

Sei W der eindeutig bestimmte irredmzible 8-dimensionale Per-
mutationsmodul der 4,. Eine Untergruppe der A4,, die isomorph
zu Ag ist, operiert dann auf W wie im Fall (IV), das liefert die
Existenz des vierten Moduls.

Die Operation von H auf E ist damit fiir H ~ A, geklért.
Sei nun H ~ A,. Eine A, besitzt nur eine Klasse von Unter-
gruppen 1somorph zu Ag. Mit Hilfe von Lemma 2.1 148t sich dann
die Operation von H auf F festlegen.

LEMMA 2.2. Es sei H A, und U eine Untergruppe von H
mit U ~ Ag. Dann operlert U gemiB (II) aus Lemma 2.1 auf .
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Beweis. Wir nehmen an, daB U gemiB (I), (III) oder (IV) auf
E operiert.

Fall 1. U operiere gemiB (I).

Da die Gruppen Ay mnd L,(2) isomorph sind, kann H nicht
mehr reduzibel auf ¥ operieren. Weiter besitzt eine A, keine Unter-
gruppen vom Index 30, also sind alle isotropen Vektoren aus FE,
das sind alle é € B* mit ¢2 = 1, unter H konjugiert.

Sei § = B,H, mit B, nE,=1 und E, ~ B, ~ B, eine U—
invariante Zerlegung. Sei weiter § eine Sylow 2-Untergruppe von
U. Operiert L,(2) in natiirlicher Weise auf einem 4-dimensionalen
Vektorraum iiber GF(2), so zentralisiert eine Sylow 2-Untergruppe
der L,(2) genau einen von null verschiedenen Vektor. Somit gilt
05 (8) = (¢;) mit Involutionen ¢;, i = 1,2. Es folgt Z(§) = (¢, &).
Weiter gilt é, ~ é, unter H . Eine Sylow 2-Untergruppe der Ay bzw.
Aq besitzt genau eine elementar-abelsche Untergruppe der Ordmmg
16, deren Normalisator in A4, genommen den Normalisator in Ag
genommen nicht iibersteigt. Wir setzen N — Nz(§). Nach einem
Satz von Burnside kontrolliert N die Fusion in Z(§). Es gilt ¥ =
= Ni(8) < Ni(J(8)) = Nyp(J(8)), also folgt N< U. Man erhilt
den Widerspruch é, ~ ¢, unter U.

Fall 2. U operiere gem#8 (III).

Sei = B, H, mit B, nE, = l,IE’ll = 2% und |B,| = 22 eine y-
invariante Zerlegung. Wir wihlen ein i € H AN U und setzen U1 = U*.
Sei weiter § = E,F; mit B nB; =1, |E| = 2¢ und |Ey| = 2 die
entsprechende Ul-mva,rla,nte Zerleglmg von. F. Dabei wird nach
Lemma 2.1 E, von U und E, von 171 zentralisiert. In E gibt_es
Untergruppen F, und F2 mit F2 <E,, F2 < E, wnd F, B, = B,F,
= E,F,. _Da U auf E,F, und U, auf E;F, operiert, operiert auch
H =(U, U,) auf B, F,. Eine A, besitzt keine lineare 7-dimensionale
GF(2)-Darstellung, somit ist wegen E, < BB, bereits E = E]E’
Folglich hat die Gruppe E, n }VJ1 die Ordnung 24. Da aber U n T
isomorph zu A, ist und auf E, nE, operiert, muB E, n E, isotrop
der Ordnung 16 sein. Das ist aber nicht moglich, denn El war
ein orthogonaler Vektorraum vom Index 3. Damit ist auch Fall
2 zum Widerspruch gefiihrt.

Fall 3. U operiere gemi (IV).

Nach Lemma 2.1 gibt es in E einen isotropen Vektor ¢, der von
U zentralisiert wird. Demnach gibt es in £ eine H-Bahn der Linge
9, denn A, ist nicht in L, (2) als Untergruppe enthalten, operiert
also irreduzibel auf E. Die Bahn der Liinge 9 erzeugt folglich ¥ als

8
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Vektorraum. Somit ist Z der eindeutig bestimmte irreduzible 8-
dimensionale Permutationsmodul der Ay. Zur Feststellung der
Bahnléingen sei dieser Modul kurz beschrieben. Sei dazu V ein 9-
dimensionaler Vektorramm iiber GF(2) mit Basis {v,, ..., v}. L#Bt
man A, in natiirlicher Weise auf den Indices der Basisvektoren
operieren, so liefert V, = (v, + vy, v + v3,...,v + vy den 8-di-
mensionalen irreduziblen Permutationsmodul. Die mehrfache Tran-
sitivitat der A, liefert folgende Bahnzerlegung in diesem Modul :
es gibt vier Bahnen mit Vertreter v, + v,, v, + v, + vy + vy, v,
+ vy, + v + vy + 05 + vgund v, + v, +v; + v, + v5 + v4 + v, + v,
die entsprechenden Bahnldngen sind 36,126, 84 und 9, schlieSlich
sind die entsprechenden Zentralisatoren in A4, isomorph zm 2,
(Ay X A5)Z,, (Ag X Z,)Z, und Ag. Insbesondere ist dieser Modul
orthogonal von maximalem Index.

Es gibt also in F zwei Bahnen von isotropen Vektoren unter H,
diese haben die Léngen 9 und 126. Wir wihlen nun Involutionen e,
und e, aus F als Vertreter der entsprechenden Bahnen. Es soll
gezeigt werden, daB z keine Konjugierten in E\ () unter G besitzt.
Sei dazu e eine Involution aus E\ (2) mit z~ e.

Zunéchst wird die Abschitzung ]02(0H(e))/0E(e)| > 23 bewiesen.
Bekanntlich gilt N((z, ¢))/Oyle) =~ Z (siehe etwa [16, Lemma 2.5]).
Ist also S eine Sylow 2-Untergruppe von Cg(e), so kann man eine
Sylow 2-Untergruppe 8, in Ng((z, €)) finden mit 8 < S, <« H. Wir
wihlen ein Element x aus S,\ S und setzen F = Cgz(e)? n Cgle).
Dann wird F von x normalisiert, also liegt (z) nicht charakteris-
tisch in F. Somit ist F elementar-abelsch, und es gilt |F|< 25.
Da  04Cgle)) von « normalisiert wird, gilt 0,(Cy(e))/Cyle)
> Cg(e)*Cyle)[Ogle) = COgle)|F. Aber Cg(e)/F ist wegen |F| < 25 eine
Gruppe der Ordnung > 23, das liefert die Behauptung.

Es sei nun ege, angenommen. Wegen Cy(e,)/Cgle) =~ Ay gilt
02(01{(01))/0E(01) =1, das ist aber wie eben gezeigt nicht mdglich.
Also muB eje, gelten. Die Gruppe Cg(e,)/Cg(e,) ist isomorph zu
(A4 X A;)Z,. Somit erhédlt man auch hier einen Widerspruch, denn
0,(Cy(e,))/Cg(e;) hat die Ordnung 4.

Wir haben gezeigt, daB z keine G-Konjugierten in E\ (2)
besitzt. Mit Satz 1.3 ist das jedoch ein Widerspruch. Somit fiihrt
auch Operation (IV) im Fall H ~ 4, zu keiner fusionseinfachen
Gruppe @G, und das Lemma ist bewiesen.

Damit ist auch fiir den Fall H ~ A, die Operation von "
auf ¥ bestimmt. Sei nun wieder H ~ A; oder A, und U eine
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Untergruppe von H mit U ~ Ag. Zunichst bestimmen wir G fiir
den Fall, in dem U gem#B (I) auf E operiert.

SATz 2.3. Operiert U gemia® (I) auf H, so ist @ isomorph zn
L¢(2) oder zur zerfallenden treuen Erweiterung H,,L.(2).

Beweis. Der Beweis des Satzes wird iiber eine Reihe von Hilfsséit-
zen gefiihrt. Nach Lemma 2.2 ist H = U, also H = 44. Das
nichste Lemma legt die Struktur von H weiter fest.

LEMMA 2.4. Die Gruppe H zerfillt iiber E.

Beweis. Nach Lemma 2.1 besitzt E Untergruppen FE,, E, mit
E=EE,, E.nE,= (), B, ©~ B, ~ E,, und E; < H fir ¢ =1,2.
Weiter operiert H fixpunktfrei auf E;, und E, ist maximal abelsch
in E. Es folgt Cyx(E;) = B, fir ¢« = 1,2, also ist H/E; isomorph
zu einer Untergruppe von L,(2). Weiter enthilt die Gruppe H/E,
einen Kompositionsfaktor isomorph zu Ag und hat die Ordnung
210,32,5.7. Die Struktur einer L(2) liefert, da8 H/E, eine zerfallende
treue Erweiterung einer E.; durch Ag ist. Also kann man Unter-
gruppen H; in H finden mit H,/E; ~ A, fir i =1,2. Es folgt

H,nE =E,;,:=1,2,

H =H nH =H nH,E, = (H,nH,)E und

(HynH,) nE, =H,n(H,nE)nE, =H, n(EnE)=HNn{)
= ().

Damit bekommen wir

(H, nHy/(z) = (H, nHy)/(H, nH, N Ey) = (H, nE)E, /B, =
= H,/E =~ A;.
Diese Rechnung zeigt, daB H, nH, ein Komplement von F
in H ist.

LeEMMA 2.5. Zerfallt H iiber E, so ist G isomorph zu Lg2) oder
zur zerfallenden treuen Erweiterung F.,,L(2).

Beweis. Dies folgt mit Satz 1.4.

Das nichste Lemma schlieBt den Beweis von Satz 2.3 ab.

LEMMA 2.6. Die Gruppe H zerfillt iiber E.
Beweis. Wir nehmen an, da8 H nicht iiber £ zerfillt. Mit Lemma
2.4 besitzt H eine Untergruppe L, so daB I ein Komplement zu
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E in H ist. Man erhdlt H = LE, LnE = (2) und 2 € L' n Z(L). Der
Schurmultiplikator der A4y hat die Ordnung 2 (siehe etwa [10, Ta-
ble 1), somit ist L isomorph zu Ag.

Sei weiter nach Lemma 2.1 wieder ¥ = E K, mit E nE, = (z),
E, ~ E, und E;, 4 H fir ¢ = 1,2. Die Gruppe I ist isomorph zu
L,(2) und operiert nichttrivial in natiirlicher Weise auf E;/(z), ferner
wird (2) von I zentralisiert. Nach [3, Lemma 1.2] operiert dann L
sogar vollsténdig reduzibel auf E; fir ¢« = 1,2. Es gibt also L-inva-
riante Untergruppen F, und F, in E mit F = F F,(z) und F,
x> F, ~ E.

Wir wahlen nun Involutionen ¢; aus F mit folgenden Eigenschaf-
ten :

(i) B = (e, eg) % (6, 7) % (€5, €g) ¥ (€4, €5)

(i) [e, €g] =[5, €71 = [e5, €] = [€4, €5] = 2.

Eine weitere Bedingung (iii) kann erst definiert werden, nachdem
wir I auf E dargestellt haben. Die Untergruppen (2, €, , €;, €5, €,
und (2, €,, €,, €5, ¢g) von E sind elementar-abelsch. Beziiglich der
Basis £ = |6,, 65, 65, 6;, 65, 6, &, 6} hat I dann eine Darstellung
(siehe [3, 8. 468-470])

I = {(X(g7)-1) | X € Ly(2)}, dabei sei X7 die

transponierte Matrix zur 4 X 4-Matrix X. Weiter setzen wir fiir
X e L,(2)
p(X) = (X(XT)_l) .

L operiert also auf E, = (z, ¢, €, ¢, ¢;) und H, = (2, ¢,
€y, €5, ¢). Bs sei F, der irreduzible 4-dimensionale L-Untermodul
von E; fir ¢ =1,2. Man wihle nun die ¢, j=1,...,8, so, dag
die Bedingung

(iii) By = e,y €35 €55 €7)y Fy =(;, €4, €5, €5)

gilt.

Es bezeichne nun E;; die 4 X 4-Matrix iiber GF(2), die in der
i-ten Zeile an der j-ten Stelle eine 1 hat, und deren iibrige Eintrige
alle null sind. Weiter bezeichne I die Einheitsmatrix ams IL,(2).
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Wir definieren nun Erzeugende einer Sylow 2-Untergruppe von L
durch

k|

1= (P(I + E14) 9 t:z = ‘P(I + E12) ’ ~t_3 = ‘P(I + Elz) ’
=@ + Ey), ts=9l + By), ts=09¢l + Hy).

Es sei Ty = {t,, ty, t3, 14, t5, lg). Dann ist T, eine Sylow 2-Unter-
gruppe von I und geniigt den Relationen (R)

Sk
'S

2=1, i=1,..6,
(R) [22 ) t-5] = [t—37 t_4] == tl )
[t27 te] = t37 [t47 ts) = ts,

alle iibrigen Kommutatoren sind trivial. Bs ist Z(T,) = {i,), T,
=, &y, ts und J(Ty) = (¢, , 13, 5, tg. Um die entsprechenden
Relationen in L fiir geeignete Urbilder der #; zu erhalten, sei vermerkt,
daB Urbilder von zentralen Involutionen einer A in ﬁs ebenfalls
Involutionen sind, wihrend nichtzentrale Involutionen einer A in
Ag Urbilder der Ordnung 4 besitzen. Damit erhilt man

£=14i=1,..,6,

[ty te] = [Lay 8] = [T, 8] = 2,
[ty, t1€ 8, (2), [y, t1 €2, (2),
[t3y 1 €4 (), [y, ] €15 (2),

alle iibrigen Kommutatoren sind trivial.

Wir setzen 8 = T,E, dann ist S eine Sylow 2-Untergruppe von
H. Als nichstes soll gezeigt werden, daB die Involution z keine G-
Konjugierten in E\ (2) enthilt.

Nach Lemma 2.1 besitzt B\ (2) genau drei Klassen von Invo-
lutionen mit Vertretern in E,, E, und in B\ (F, U E,). Wir geben
nun die Operation von T, auf EF an. Diese ist abzulesen an der
Matrix-Darstellung von 7T, auf F und an der Bedingung (iii). Es
gilt

[eg 4] = [e5, ] = [e5, 1] = ¢,
leg s8] =[5, 8] = €5, e, 8] = ¢,
[65, 8] = [€4,t3] = [66, %] = €5,
(€2, 8] = [€4, 6] = €6, 062, 8] = €4,

alle iibrigen Kommutatoren sind trivial.
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Die Involution e, ist extremal in E, beziiglich S. Wir setzen
C = Cg(e,). Mit den angegebenen Relationen erhdlt man C = (¢,
esy 60 B, T,. Es ist Z(C) = (2, €;), und €' = (€3, €5, 65, €;, 65,1,
ty,t) und |8:C|=2.

Es sei = 5t 652 e3® et egs t3¢ 137 138 2% ein beliebiges Element aus
C' mit o, ...,09€ {0,1}. Dann ist 2 = ej1% zustxnn,. Um eine
der beiden Gleichungen x* = ek, k = 0, 1, zu erfiillen, muB in der
Darstellung von & also oyog = 1 gelten und somit o, = og = 1, wih-
rend die iibrigen Parameter frei wihlbar sind. Zusammen besitzen
diese beiden Gleichungen demnach 27 Losungen in ('. Da aber e,
und e,z unter N (C) konjugiert sind, haben e, und e,z gleich viele
Quadratwurzeln in C’. Somit haben die Gleichungen x> = e;2%,
k = 0,1, genau je 2% Losungen in C'. Andererseits besitzt die Glei-
chung 2=z in ¢’ die 27 Losungen. t.t, (s, €5, €7, g, &, 2) U €5 €6 {65,
€75, ,1,,2). Also kann 2z nicht zu e, oder e,z unter N (C) konju-
giert sein. Mit (2, ¢;) = Z(C) folgt (¢) @ N,H(0), somit ist C eine
Sylow 2-Untergruppe von Cg(e;) . Also kann die Involution z nicht
zu e, konjugiert sein. Da die Gruppen FE, und E, in H symmetrisch
liegen, hat z keine G-Konjugierten in E, U E,.

Es ist also nur noch zu zeigen, daB z keine Konjugierten in
E\_(E, U E,) besitzt. Die Involution e,e; ist extremal in dieser
Menge beziiglich 8. Wir setzen C = Cg(e,65) = (6, 65, €5, €4, 65, €5
e, 69T, . Bs ist Z(0) = (2, ¢; ¢g) , und C ist normal vom Index 2 in
S. Man berechnet C' = (e;,€;,¢6;,€,,€5,65,% ,%,,t). Wieder ist
¢, g konjngiert unter Ng(C) zu eseq .

Sei & = €51 €52 6 o5t €55 egs 177 138 130 2%0, o,y 00€§0,1),
ein beliebiges Element aus C’'. Mit den angegebenen Relationen
berechnet man x2 = en* ez 2%%T*ata , Um eine der Gleichungen
@ = e,652%, k=0,1, zu erfilllen, mu8 demnach o, =og=10, =0g=1
gelten, wihrend die iibrigen Parameter beliebig sein kénnen. Also
besitzt jede der beiden Gleichungen genau je 2% Loésungen in C'.
Andererseits besitzt aber die Gleichung #* =2z in €' die 3.2%
Losungen { e, 65, €, €5, 6,6, 65, €5, 65,64 €565, 656565} (2,€,,65,0).
Wieder folgt (2) <1 Ny(C). Somit kann die Involution z unter @
auch nicht zu e,e; konjugiert sein.

Wir haben gezeigt, daB z keine Konjugierten in E\ (z) unter G
besitzt. Das ist aber ein Widerspruch zu Satz 1.3. Folglich zerfillt
H iiber E, und der Beweis von Satz 2.3 ist vollstindig.

Wir behalten die Bedentung von H und U bei und untersuchen
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nun den Fall, in dem / gem#B (II) auf E operiert. Durch eine
Reihe von Hilfssitzen soll der folgende Satz bewiesen werden.

SATz 2.7. Operiert 7 gem#B (II) auf E, so ist G isomorph zu
der von Thompson entdeckten einfachen Gruppe 7 oder zur nicht-
zerfallenden Erweiterung einer E,; durch L,(2).

Zunichst stellen wir fest :

LeMma 2.8. Die Gruppe U zerfillt nicht iiber E.

Beweis. Dempwolff gibt in [3, S. 469] die genane Operation von
U auf E an. Wie in Lemma 2.6 wihlen wir Involutionen ¢, aus B,
die den Bedingungen (i) und (ii) geniigen. Beziiglich der Basis

= {é,, by 855 87,085,856, é} hat dann eine Sylow 2-Untergruppe
T0 = (B y85y15,24,1t5,1s von U auf E die Gestalt

(1001 A (1100
0100 0100
0010 0010
0001 0001
{<~—>100011000|, {t,«+—>|01001000 |,
00100100 11111100
01000010 101010010
(10011001 (01100001
(1010 ) (1000 3
0100 0100
0010 0011
0001 0001
t3<>]/00101000|, {4, «—> /01011000,
00110100 10010100
11101010 00010010
(01000001 (11110011
(1000 ) (1000 )
0101 0110
0010 0010
0001 0001
t5<> (00111000, {4« (00011000 ],
00010100 00100100
10000010 01100110
11010101 10000001
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dabei sind die nnbesetzten Stellen in den Matrizen durch Nullen zu
erginzen. Die Involutionen #, erfiillen die Relationen (R) aus Lem-
ma 2.6. Ferner ist B, = (2, ¢, ¢, €5, ¢;) der Normalteiler der Ord-
nung 2% in U.

Wir nehmen nun an, dag U iiber E zerfillt. Es sei also U = LE
mit Ln E< (¢) und L ~ Ay oder L = 4.

Auf E, operiert L nach [3, Lemma 1.2] vollstindig reduzibel.
Wir wihlen nun Urbilder e, der é; so, daB (e, ,e,,¢e5,¢,) von L
normalisiert wird. Weiter kénnen wir nach Annahme Urbilder ¢; der
1; finden, so daB T, = (f,, 1y, 15, tg, 15, 1g) €ine Sylow 2-Untergruppe
von I ist. Da ¢, eine zentrale Involution aus I ist, kann man eine
Involution #, als Urbild von ?, in L finden.

Das Element e,6g der Ordnung 4 aus E wird von ?, invertiert,
denn aus der Darstellung von #, auf E wissen wir elnerselts, daB
t, mit e, vertauschbar ist, andererseits gilt ¢ = ¢ e ,6g6,2% fiir k = 0
oder k = 1, somit ist ¢,¢,¢g eine Involution, und es gilt (e,65)%r = e,642 .

Nach Lemma 2.1 sind alle 240 Elemente der Ordnung 4 aus F
konjugiert unter U, also hat Cj(é,é;) die Ordnung 23.3.7. Die Struk-
tur von C[(é,é) ist in [3, 8. 477] angegeben, es gilt C;(¢,65) =~ E F, ,
damit ist die treue Erweiterung einer elementar-abelschen Gruppe der
Ordnung 8 durch eine Frobeniusgruppe der Ordnung 21 gemeint.
Da aber ¢e; von ¢, invertiert wird, besitzt die Gruppe Cj;(¢,é;) den
Normalteiler C(¢,65) vom Index 2. Das ist aber nicht mdglich,
denn die Gruppe E,F,, besitzt keinen Normalteiler vom Index 2.
Dieser Widerspruch zeigt, da8 U und damit auch A nicht iiber E
zerfallen kann.

Es sei nun also U eine nichtzerfallende Erweiterung von F durch
Ag mit Operation (II). Im folgenden wird gezeigt, daB U eindeutig
bestimmt ist.

LeMMA 2.9. Die Erweiterung von F durch U ist eindeutig
bestimmt.

Beweis. Wir betrachten den Normalteiler E;, von U. Die Gruppe
B, ist eine selbstzentralisierende Untergruppe in U. Also ist U/E,
isomorph zu einer Untergruppe von L,(2). Somit ist U/E, isomorph
zur zerfallenden tremen Erweiterung einer E,, durch eine 4. Nach
Lemma 2.8 zerfillt U nicht iiber E, folglich kann U nicht iber %,
zerfallen, da U/, eine Untergruppe isomorph zu A, enthilt.

Sei U/E, = L/E,-E/E, mit L/, ~ Ay und Ln E = E,. Die
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Gruppe L zerfallt nicht iiber E, und ist somit nach [2, Korollar 3]
eine eindeutig bestimmte nichtzerfallende Erweiterung. Die Operation
von I auf E ist bekannt, also ist U = LE mit L n § = E, eine
eindeutig bestimmte Gruppe.

Es sei D die von Dempwolff in [4] beschriebene eindeutig
bestimmte treue nichtzerfallende Erweiterung einer E,, durch L(2)
mit Normalteiler V ~ E,,. Die Gruppe U ist eingebettet in D .
Sei namlich » eine Involution aus V. Dann ist (siehe [4, S. 361])
Cp(v) isomorph zu einer treuen Erweiterung einer extraspeziellen
2-Gruppe der Weite 4 vom Typ (+) durch eine Ay, die reduzibel,
aber nicht vollstidndig reduzibel, das hei@t die gemadB8 Operation (II)
auf der Gruppe O,(Cp(v))/(v) operiert. Mit Lemma 2.8 zerfillt
Cp(v)[{(v) nicht iiber O,(Cp(v))/(v), und somit ist T isomorph zu
Op()/(v).

Dempwolff bestimmt in [4] die Gruppentafel von D. Diese sei
hier kurz beschrieben.

Es sei {v,,v,,0;,7,,v;] eine Basis von V als Vektorraum iiber
GF(2). Es seien 1y Transvektionen ams D\ V derart, daB

(i) ol = olf filr i £k und 1<i,k,l<5
gilt. Dann ist D = (7;4|1<4,k<5,i%k)V. Man kann nun

Involutionen #;; aus 7, V wihlen, so da8

(i) [ty tix] = vyvp und [ty , 4] =1fir k 44 £ j
und 1< 4,5, k<5 gilt.

Weiter gibt es Parameter a(ij, ki), f(¢j, kl) und (i)
aus GF(2) mit

({i) [t tgy] = 050246 #) vPGis k) und
33{ = 31,...,5§\§i,j,k,l$ und
(iv) [t 7 t].l] = /utfvj'ura(ii,rl) vsﬁ(ii,sl) G t; und

3"73; = 317---752\”’].7”'

Ferner sind in [4] Bestimmungsgleichungen fiir diese Parameter
angegeben. Die beiden folgenden Tabellen geben die berechneten
a(ij, ki), ﬁ(i'j, kl) und y(¢l) wieder. Zur Bestimmung der Gruppen-

tafel von U sind allerdings nur die a(éj, k1) und f(éj, kl) notig. Wir
setzen zur Abkiirzung a = a(¢, k) und B = p(4, k1) .
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TaBeLLE 1: Die a(ij,kl) und p(ij,kl).

ijki | « | B ikl | a | B | Uk | a | B | ikl | a | B
1234 | 1 | 0 | 2314 | 0 | 1 | 3412 | 0 | 1 | 4512 | 1 | 1
1235 | 1 | 1 | 2315 | 0 | 0 | 3415 | 1 | 0 | 4513 | 1 | 0
1243 | 1 | 0 | 2341 | 1 | 0 | 3421 | 0 | 1 | 4521 | 1 | 1
1245 | 1 | 1 | 2345 | 0| 1 | 3425 | 1 | 0 | 4523 | 1 | 0
1253 | 1 | 0 | 2351 | 1 | 0 | 3451 | 0 | 0 | 4531 | 1 | 1
1254 | 1 | 1 | 2354 | 0 | 1 | 3452 | 0 | 1 | 4532 | 1 | 0
1324 | 1 | 0 | 2413 | 0 | 1 | 3512 | 1 | 1 | 51,23 | 0 | 1
1325 | 1 [ 1 | 2415 | 1 | 0 | 3514 | 1 | 0 | 51,24 | 0 | 0
1342 | 1 | 0 | 2431 | 1 | 0 | 3521 | 1| 1]|51,82]|0 1
1345 | 0 | 1 | 2435 | 0 | 1 | 3524 | 1| 0 | 51,34 | 0| 0
1352 | 1 | 0 | 2451 | 0 | 0 | 3541 | 0 | O | 51,42 | 0 | 1
1354 | 0 | 1 | 2453 | 0 | 1 | 3542 | 0 | 1 | 51,43 | 0 | 0
14,23 | 1 | 0 | 2513 | 1 [ 1 | 41,23 | 0o | 1 | 5213 | 0 | 1
1425 | 0 | 1 | 2514 | 1 | 0 | 41,25 | 0 | 0 | 5214 | 0 | ©
1432 | 1 | 0 | 2531 | 0 | 0 | 41,32 | o | 1 | 5231 | 0 | 1
1435 | 0 | 1 | 2534 | 0 | 1 | 41,35 | 0 | 0 | 5234 | 1 | 0
1452 | 0 | 0 | 2541 | 0 | 0 | 41,52 | 1 | 0 | 5241 | 0o | 1
1453 | 0 | 1 | 2543 | 0 | 1 | 4153 | 1 | 1 | 5243 | 1 | 0
1523 | 0 | 0 | 31,24 | 0 | 1 | 4213 | 0 | 1 | 5312 | 0 | 1
1524 | 0 | 1 | 31,25 | 0 | 0 | 4215 | 0 | 0 | 53,14 | 1 | 0
1532 | 0 | 0 | 31,42 | 1 | 0 | 4231 | 0 | 1 | 5321 | 0 | 1
1534 | 0 | 1 | 31,45 | 1 | 1 | 4235 | 1 | 0 | 5324 | 1| 0
1542 | 0 | 0 | 31,52 | 1 | 0 | 4251 | 1 | 0 | 53,41 | 1 | 1
1543 | 0 | 1 | 31,54 | 1 | 1 | 4253 | 0o | 1 | 5342 | 1 | 0
21,34 | 1 | 0 | 3214 | 0 | 1 | 4312 | 0 | 1 | 5412 | 1 | 1
21,35 | 1 | 1 | 3215 | 0 | 0 | 4315 | 1 | 0 | 54,13 | 1 | 0
21,43 | 1 | 0 | 3241 | 1 | 0 | 4321 | 0 | 1 | 5421 | 1 | 1
21,45 | 1 | 1 | 3245 | 0 | 1 | 4325 | 1 | 0 | 5423 | 1 | 0
2153 | 1 | 0 | 3251 | 1 | 0 | 4351 | 0 | 0 | 5431 | 1 | 1
21,54 | 1 | 1 | 3254 | 0 | 1 | 4352 | 0 | 1 | 5432| 1 | 0

Die Tabelle 2 gibt die y(¢l) an. Wir setzen zur Abkiirzung
y = y(yl).

Nun soll eine Sylow 2-Untergruppe von U = U/(z) mit einer
Sylow 2-Untergruppe von Cp(v)/(v) fiir eine Involution » € V identi-
fiziert werden. Als v wihlen wir die Involution v,, die Entspre-
chung von 2z und v; soll durch 2 <> v, gekennzeichnet werden. Fiir
ein Element x aus Cp(v;) bezeichne # die Nebenklasse a(vg). Die
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Gruppe E, entspricht dann V/{vsy, wir setzen é <— Dyy & <> Dy,
€5 <> vz und ¢, Hvl Dann operieren die Transvektionen 7, , 7y,
Tyoy Toyy Ty, URd 75 auf V wie t 8oy 25y2,,15 und 7 aunf B,
aulBerdem erfiillen die Ty in dieser Relhenfolge die Relatlonen (R)
aus Lemma 2.6. Es sei also 7, <> t41, iy <> t43, 1y <> t42 ) t4 > t21 )
Ty <> Iy und 7 <> By, . Weiter ist Oy(Cp v5)) = (tis s tas s tas s tas) v,
das liefert die restlichen Entsprechungen ég<- t45 y 6 <> t35 y 64> t25
und ¢, <> t15

TaBELLA 2: Die p(ijl).

ijl v ijl Y ijl b2 ijl v ijl v
123 1 213 1 312 0 412 0 512 0
124 0 214 0 314 0 413 1 513 1
125 0 215 0 315 0 415 0 514 0
132 1 231 0 321 0 421 0 521 0
134 1 234 1 324 1 423 0 523 0
135 0 235 0 325 0 425 0 524 0
142 0 241 1 341 1 431 1 531 1
143 1 243 1 342 0 432 0 532 0
| 145 0 245 0 345 0 435 0 534 0
[ 152 0 251 1 351 1 451 0 541 0
153 0 253 0 352 1 452 0 542 0
% 154 0 254 0 354 0 453 0 543 0

Mit diesen Entsprechungen, den Relationen (i), (ii), (iii) und (iv)
und der Tabelle 1 erhilt man das folgende Lemma.

LEMMA 2.10. In U gelten die folgenden Relationen :

[51 ’ t_z] = 6,6, , [t_1 ’ {3] = és é7 ’ [;"-1 ’ ie] = 6465,
[52 ’ t—4] =€, [52 ’ t—s] = é1é3é7z1 ’ [??2 ’ is] = é1é5t_3 ’
[t—a b t_4] = élési‘l ’ [t_3 ’ Z5] = é'] , [t—ll ’ ‘t—G] = é1é3é5£5 ’
(%5, te]l = é56,, [t;, %] =1 sonst und ¢} =1,¢ =1, ..., 6.
Die Operation der #; auf E entnimmt man den angegebenen

Matrizen. Nun ist eine Sylow 2-Untergruppe von U festgelegt.
Im folgenden wird gezeigt, daB der Fall U = H, also H ~ Ag,
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zu G x D fiihrt, wihrend der Fall U < H, also H ~ 4y, zu G >~ T
fiihrt.

LEMMA 2.11. Sei H ~ Ag. Dann ist G isomorph zur nichtzer-
fallenden Erweiterung D einer E;, durch Lg(2).

Beweis. Es sei also H = U.

Nach Lemma 2.1 gibt es in B\ (2) genau zwei Klassen von Invo-
lntionen unter H mit Vertreter e, und eg. Es sei zunfichst z~ e,
angenommen. Wir setzen O = Cyl(e,) .

Gezeigt wurde schon, da3 H eine Untergruppe I besitzt, die
isomorph zm einer nichtzerfallenden Erweiterung einer FE,; durch
Ag ist. Weiter ist B, eine Untergruppe von L. Nach bekanntem
SchluB operiert L/E, und damit auch L vollstindig redmzibel anf
E, . Man wihle nun die Involutionen ¢;, ¢ = 1, 3, 5, 7, so, daB L anf
F = {e ,e,,e;,e,) operiert. Nach Konstruktion ist (¢ ,t,%,,%,
ts, 1) B, eine Sylow 2-Untergruppe von L. Die #; sind Involutionen.
Ist also L|/F ~ AgxZ,, so gilt t7€ F n () = 1. Ist hingegen L/F
~ A\s, so entspricht L genau der Gruppe (|1 <i,j<4,i %5V
in Cp(vg), und die ?; konnen aunch hier entsprechend den i; als
Involutionen gewihlt werden.

Die Involution é, besitzt genau 15 Konjugierte in E unter H.
Die Struktur einer A, liefert, da®@ CE/E isomorph zur zerfallenden.
Erweiternng E L,(7) ist. Wir setzen Y = 0,(C) und B = Cgle,)
Dann ist Y/B ~ Eg und C/Y ~ L,(7). Die Gruppe Y/E, entspricht
in Dempwolffs Notation der Gruppe Oy(Cp({v, , v;)))/V. In D berech-
net man Oy(Cp((v; , v5))) = (lyy 5 tay s Ba1 s b5y tas s tas) V- Bs folgt ¥ = (2,
ty,15) B

Wir setzen nun B, = 0,(Cg(e;))n H. Dann ist B, eine Unter-
gruppe von O,(C) und liegt normal in (, also auch in Y. Nach
Annahme gilt 2z~ ¢,. Wegen Ng({z, €,))/0g((z, €;)) =~ =, (siehe etwa
[16, Lemma 2.5]) gibt es sogar ein g€ G mit 29 = ¢, und g€ H.
Die Gruppen B und B, sind konjugiert unter ¢ und es gilt Y/B
~ By ~ Y/B,. Damit folgt ¢'(Y)< BnB,. Weiter ist wegen
zegl (B), (te)>€e,(z), (ts64) € e50,(2), (t,€4)* € e5(z) und (tse,)?
€ ¢,(¢) die Gruppe E, eine Untergruppe von g' (Y). Es folgt B,
< BN B,. Aber die Gruppe BB, liegt in Y, also gilt |B n By| < 25
Das liefert E, = B N By, = 0y(Cg(2)) N 05(Cg(29)). Mit g*€ H erhilt
man K, = E{ q Cg(z9) = Cqle,) .

Wir haben damit gezeigt, da8 H eine echte Untergruppe von
Nq(E)) ist. Es ist H/E, isomorph zu einer maximalen Untergruppe
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von L, (2), also ist N(E,)/E, isomorph zu L,(2) und demnach N.(E,)
isomorph zur eindeutig bestimmten treuen nichtzerfallenden Erwei-
terung einer E,, durch L;(2). Nach Satz 1.5 ist dann G = Ny(E,) =~ D
oder G ~ T. Der zweite Fall ist jedoch nicht moglich, da fiir eine
zentrale Involution v ams G eine A, in Cg(v) eingebettet ist. Die
Annahme z ~ e, fithrt also zu ¢ ~ D. Wir nehmen nun an, da8 z
nicht zu e, unter G konjugiert ist.

Wir zeigen 2z ~/—e¢; unter ¢. Dazu bestimmen wir zunichst
C = Cgleg) , indem wir die Kommutatoren [f;,¢] fir ¢ =1,...,6,
berechnen, die [?;, ég] sind ja bereits bekannt. Aus Lemma 2.8
entnehmen wir, da8 die Involution #, das Element e¢,¢; der Ordnung
4 aus FE invertiert. Es sei [f,, ¢5] = ege,2%1. Das liefert e,e
= (e,65)"1 = (e,€;) (€g€,8%1) = €62*1, also gilt o =1 mund [t , 6]
= ez . Weiter sei [t,, 6] = €. Mit [, ,1,] = 6,6, folgt ez = 6,
= 6,01%7" = gyhifatits = e¢,2% , damit ist a, = 1. Sei [t;, ¢5] = % . Mit
[T, 5 5] = 856, folgt 6,2 = 6,1 = €,01:% = gyhrtstits = e,2% , damit ist az=1.
Sei [t, , 6g] = ezx . Mit [{2 y t—4] = ¢, folgh e;= %e,zi = gglatabaly = g; 2t
also ist @, = a; =1. Sei weiterhin [t;, e5] = ese2% , mit [1;, t5] = ¢,
folgt ¢, = e,%%" = ¢, tabstsls = eemtes, also ist a5 = a; = 1. Sei nun
schlieBlich [ty , eg] = e2%, mit [f,,%s] = &5 folgt dann e, = €,%%
= gylibehils = ezl % , also ist ag = 1.

Mit Hilfe dieser Rechnungen sieht man nun leicht, daf X
= Ogleg) (tits s titstse 5 tlot,e,) eine Untergruppe von Cg(eg) ist. Da
aber e¢; genau 240 Konjugierte unter H in FE besitzt, und X die
Ordnung 2! hat, ist X schon eine Sylow 2-Untergruppe von Cg(eg)
und damit X = Cg(eg). Nun berechnet man X' = (z,e,¢,,¢;, ¢,
e, 6 und X7 = (2). Somit kann z nicht zu e; konjugiert sein.

Also besitzt 2z keine @-Konjugierten in E\ (z). Mit Satz 1.3
ist damit die Annahme 2z ~/~ ¢, zmm Widerspruch gefiihrt, und das
Lemma ist bewiesen.

Nun kommen wir zum Abschlu® des Beweises von Satz 2.7.

LeMMA 2.12. Sei H ~ A4, Dann ist G isomorph zu T.

Beweis. Auf F operiert H irreduzibel, mit Lemma 2.1 sind
also alle Involutionen aus K\ (2) unter H konjugiert. Es folgt
| Ca(é;)| = 26.3.7. Man erhilt Of(é;) = Cg(é;) = EgLy(7). Nach Satz
1.3 ist # konjugiert zm ¢, unter @. Genan wie im ersten Teil von Lem-
ma 2.11 folgt N,(E,) {< H, also ist Ng(E,) isomorph zur eindeutig
bestimmten nichtzerfallenden Erweiterung D einer E,, durch L,(2).
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Weiter ist Ng(E,) eine echte Untergruppe von G. Mit Satz 1.5 folgt
G~ T.

Es bleiben die Fille zu untersuchen, in denen U gem#3 (ILI)
oder (IV) auf E operiert. Der folgende Satz zeigt jedoch, da3 dies
nicht moéglich ist.

STz 2.13. Die Gruppe U kann nicht gemis (III) oder (IV) auf
E operieren.

Beweis. Wir nehmen zundchst an, dag U gemid (III) auf ¥
operiert. Mit Lemma 2.2 gilt H =~ 4; und damit U = H. Nach
Lemma 2.1 zentralisiert H in F eine hyperbolische Ebene oder
einen anisotropen Raum der Dimension 2, je nach Typ von E. Also
besitzt H einen Normalteiler isomorph zu Dy oder ;. Das ist
aber ein Widerspruch zu Satz 1.2.

Nun operiere {7 gem#B (IV) auf E. Nach Lemma 2.1 existiert
ein ec FE, so da8 Ogx(e) in H normal vom Index 2 liegt. Da jedoch
E nicht in Cpgx(e) enthalten ist, ergibt sich ein Widerspruch zu
Satz 1.6.

Damit ist der Fall H ~ A, oder A, abgeschlossen.

3. Der Fall H ~ PSp(4,3).

Im ersten Abschnitt dieses Paragraphen wird die Operation von
H auf E bestimmt. Wir werden zeigen, da8 ¥ ein eindeutig be-
stimmter irreduzibler H-Modul ist. Weiter muf E vom Typ (+)
sein. Im zweiten Abschnitt wird dann gezeigt, da8 die Involution
z in E\(#) keine Konjugierten unter @ besitzt. Ein Ergebnis von
Aschbacher nnd Smith (Satz 1.3) sagt dann, daB8 G isomorph zu
Uq(2) ist.

Im Verlauf dieses Paragraphen werden des 6fteren die Isomorphien
P8p(4,3) ~ 805(2) = U,2) benutzt.

Zunichst verschaffen wir uns mit [15] einen [Uberblick iiber die
Struktur einer PSp(4, 3). Sei X eine Gruppe isomorph zu PSp(4,3)
und ¢ eine zentrale Involution aus X. Dann ist Ox(t) = (8, % S,)(8)
mit 8; ~ S8L(2,3), ¢ =1,2, 8, N 8, = (t), 8 = 8, und 82 = 1. Da-
bei sei 8, = (f,, ¢, ,0,) mit f2 =g} =1¢ und o} = 1. Weiter setzen
wir f, = f%, g, = ¢% und o, = of . Also ist 8, = (f,, 0,0, . Es sei
weiter Ty = (f,, 9, fs 92, B), dann ist T eine Sylow 2-Untergruppe
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von X. Wir setzen 7, =f, f, und 7, = ¢,9,, die 7;, ¢ = 1,2, sind
Involutionen. Die einzige elementar-abelsche Untergruppe der Ord-
nung 16 in T, ist J(To) = (&, B, 7, , To). Bs ist Nx(J(T,)) = Ey(*) 45,
damit ist die zerfallende Erweiterung einer H,; durch A4, gemeint,
bei der A, nichttransitiv auf der Menge der Involutionen der E
operiert. X besitzt 2 Klassen von Involutionen mit Vertretern ¢
und tf, es ist |Cx(tf)| =25.3. In J(T,) besitzt ¢t genau 5 und tf
genau 10 Konjugierte unter X.

Es ist | X| = 26.3%.5. Wir untersuchen nun die 3-Struktur von X.
Es sei a; = 0,0,, also o} = 1. Es gibt dann ein Element a der Ord-
nung 3 in X, so da8 P = (a,, a) eine Sylow 3-Untergruppe von
X ist, diese ist isomorph zu Z; ? Z;. Wir setzen o, =of und a, = a3 .
Weiter ist J(P) = {(a, , 0y, a3y ~ H,,, wir setzen P, = J(P). Es ist
Z(P) = (a,0,0,;) und P’ = (a,a,05, a,02). Bei geeigneter Wahl von a
ist o, = a%ala? und o, = a’a,a,. In X gibt es vier Klassen von Ele-
menten der Ordnung 3 mit Vertretern a,, a,03, a,0,0, und (a,a,a,)2.
Dabei ist |Cx(a;)| = 22.3% | Ox(afa,)| = 2.3° und |Cx(a,aya;)|= 23.34
Die Gruppe Cx(o,a,0;) hat Sylow 2-Untergruppen vom Typ Q.
SchlieBlich ist N x(P,) = (P, t, B, 2'), dabei ist 2’ eine Involution mit
' = B,1% = 7,7, und o = a?, also ist die Sylow 2-Untergruppe
(t,B,2) isomorph zu einer Diedergruppe der Ordnung 8 mit Zentrum
{tf). Weiter ist N y(P,) isomorph zu einer zerfallenden Erweiterung
einer E,, durch X,. Es ist 2’ ~ tf und (8,2') « (t, f,7',0) = X,
die Vierergruppe (tf,#') operiert fixpunktfrei auf P,, und die Vie-
rergruppe (I, f) zentralisiert in P, die Untergruppe (a,).

Es erweist sich als niitzlich, die Ordnungen der maximalen Unter-
gruppen von X zu kennen. Zu diesem Zweck sei das folgende Lemma
eingeschoben.

LeEMMA 3.1. Sei U eine maximale Untergruppe von X. Dann
ist |U| ein Teiler von 24325, 26.3.5, 28.3% oder 23.3%. Insbesondere
sind Ng(J(T,), Nx(P,), Cx(t) und Cx(aa,0;) maximale Unter-
gruppen von X.

Beweis. Sei U eine maximale Untergruppe von X. Sei weiter
N ein minimaler Normalteiler von U. Ist N ein direktes Produkt
einfacher Gruppen, so folgt mit [11], daB N isomorph zu einer der
Gruppen A, oder A, ist. Da A, in keinem Zentralisator in X als
Kompositionsfaktor auftaucht, teilt dann |U| die Ordnung von
AutAg. In X gibt es keine Elemente der Ordnung 8, also teilt |U|
sogar 2|4 = 24.32.5.
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Sei nun N eine elementar-abelsche p-Gruppe. Sei zunichst p = 2.
Ist N @ By, so ist |U| = |Ng(J(To)| =253.5. Ist N =~ Hy, so
wird N von keinem 2'-Element aus X zentralisiert, also ist |U|
ein Teiler von 26.3. Ist N ~ E,, so ist |[Cx(N)|y=1 oder 3. Im
ersten Fall ist | U| ein Teiler von 26.3, im zweiten Fall wird N von
einem Dreielement x € X, das zn a, konjugiert ist, zentralisiert. Also
ist dann N konjugiert zu (%, f), da (¢, §) eine Sylow 2-Untergruppe
von Cyx(a))ist. Bs folgt |U| = |Ng({, )| = 25.3. Fir N = Z, ist
|U| ein Teiler von 2632 Sei nun p =3. Fir N x E,, gilt U
~ Nx(P,y), und fir N =~ Z, liest man an den Zentralisatoren von
Drei-Elementen ab, da8 |U| ein Teiler von 22.3% ist. Es sei also
N x BE,. Sei zundchst Cx(N) eine 3-Gruppe. Da eine GL(2,3) Ele-
mente der Ordnung 8 besitzt, hat dann U einen 2-Anteil der Ord-
nung hochstens 23, Sei also nun 2 eine Involution aus Cx(N).
Dann ist # konjugiert zn ¢, und N ist konjugiert zu einer 3-Sylow-
gruppe von Cx(?). Sei R eine 3-Sylowgruppe von Gx(t), dann ist
|U| ein Teiler von |Nyg(R)| = 22.3% Ist schlieflich p = 5, so ist
| U| = 20. Damit sind alle maximalen Untergruppen erfaft, und die
Behauptung ist bewiesen.

LemMA 3.2. Die Gruppe H operiert irreduzibel auf Z.

Beweis. Wir nehmen an, dag H reduzibel auf 7 operiert. Sei
B, der duale H-Modul zu E. Dann gibt es in F oder E; einen
nichttrivialen irreduziblen Teilmodul F. Da 3% die Ordnung von H
teilt, ist dimgp, F = 6 oder 7. Nach [17, 8. 51] operiert H dann

vollsténdig reduzibel auf ¥ oder E;, und da E; der duale Modul

zu E ist, operiert H auf beiden Moduln vollstindig reduzibel.
Weiter folgt mit [17], daB die Dimension von F genau 6 ist. Also
zentralisiert H einen Unterraum #, der Dimension 2 in #. Es
ist Fy ~ Dg oder Qg, je nach Typ von E. Das ist aber ein Wi-
derspruch zu Satz 1.2.

LevmmA 3.3. Die extraspezielle Gruppe FE ist vom Typ (+).

Beweis. Wir nehmen an, da8 F vom Typ (—) ist. Also besitzt
E genau 119 isotrope und 136 anisotrope Vektoren. Sei 6 ein Ele-
ment der Ordnung 5 ans H. Dann kann § nicht fixpunktfrei anf &
operieren, also existiert ein anisotroper Vektor ¢ aus F mit
3/|07(é)/E|. Wir setzen ¢ = Cj(é)/E. Nach Lemma 3.2 ist ( eine
echte Untergruppe von H. Weiter folgt mit Lemma 3.1, da8 | 0]
ein Teiler von 24325 oder 28.3.5 ist. Also gibt es in F eine Bahn
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der Linge 27, 36 oder 72, hierzu mn@ die Struktur der maximalen
Untergruppen A,Z, und FE A, mitherangezogen werden. Wegen
9 -~ 136 existiert ein anisotroper Vektor é, in & mit 5 -~ | Cg(é,)/E|.
Wir setzen (, = Cj(¢,)/E. Mit Lemma 3.1 und Lemma 3.2 ist dann
| ;] ein Teiler von 26.3> oder 23.3% Also gibt es in ¥ eine weitere
Bahn von anisotropen Vektoren der Linge 40, 45, 80, 90 oder 120.
Man sieht nun aber sofort, daf 136 sich so nicht in Smummanden
zerlegen 148t, damit kann E nicht vom Typ (—) sein.

Nun soll die Operation von H auf F untersucht werden. Zu
diesem Zweck wird zun#ichst die Operation einer Sylow 3-Unter-
gruppe P von H auf 7 bestimmt. Es sei dazu £ — {¢,,46,,6,, ¢,
5, 6g,6,,65) eine Basis von F mit ¢ =2z i=1,..,8 und
(Cog—r s €35) = Qg fiir § = 1, ..., 4. Es ist O(E) ~ 0§(2), und H ist in
O(E) enthalten. Sei « ein Element von GL(E) dargestellt beziiglich
der Basis £. Genau dann ist # eine orthogonale Abbildung beziiglich
der zu E gehorigen quadratischen Form g und dem symplektischen
Skalarprodukt ( , ), wenn fiir alle ¢ =1, ..., 8, g(¢,#) = 1 gilt, und
die Matrix ((éx, éx)) beziiglich der Basis £ die Gestalt

(01 )
10
01
10
01
10
01
“ 1 OJ
hat. Es bezeichne im folgenden immer A4 die Matrix (i (1)) und

I die zweidimensionale Einhgitsma,trix.- Wir definieren nun eine
Sylow 3-Untergruppe von O(E) durch § = (@, b, , by, by, ¢), Wobei
diese Erzeugenden beziiglich £ folgende Darstellungen haben :

A A 1

I A? 0

i = I/, b= A2 , ¢= 10
0

0
I
0
I A 0

00
00
10
0171
Weiter sei b, — b¢ und b, = b5. Bs ist a3 =b} =¢3 =1, ¢ =1, 2,
3, und 8 = (@) X ((By, by, b3y {(6)) =~ Z, X (Z, S Z;). Man berechnet

9
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[C(by)| =1, |Cab,bobs)| = 2% |Cz(h,by)| =2* und |Cz(a)| = 2¢.
Da nach [12] eine 0+(2) genau vier Klassen von Elementen der
Ordnung 3 enthilt, ha.ben wir also mit @, b,, b,b, und b,b,b, Vertreter
der vier Klassen gefunden.

Sei nun P eine Sylow 3-Untergruppe von H betrachtet als
Untergruppe von O(E). Indem wir ein geeignetes Kon]uglertes von
H in O(E) wihlen, koénnen wir P < 8§ annehmen. In § gibt es
genau 9 Untergruppen isomorph zu Z, S Z,, nimlich die Gruppen
(b, @, bydt, bydt)(¢al) fiir 4,j = 0,1, 2, wir bezeichnen diese Gruppen
durch ihren Typ (¢,j). Die Vierergruppe {(z, ) mit

B
I

K1
{
)
I

und B = (1 1)

I 01

I

SoOoMN
OSNO O
S OMNO
NOo o QO

liegt in O(E) und bewirkt die folgende Konjugation :

(07 0) ~ (17 0) 9 (2’ 2) ~ (27 1) ’
0,1)~ (0,2) ~ (1,1) ~ (1, 2).

Es wird nun gezeigt, da8 wir P vom Typ (0, 0) wihlen konnen.

LEMMA 3.4. Durch geeignete Wahl von H in O(E) erhilt man
<b1 ’ bz ’ 3><0>
Beweis. Es sei zunichst angenommen, da8 P vom Typ (2, 0)
ist. Also ist P = (b,a? b,a? b,a%) (¢), wobei

I I I

A? = A? . . A

5162 = A2 y bod? = 4 y byd@% =

A?
A A2 A

Man erhilt Oz(P,) = (¢, ,6,). Wir setzen nun N = Nj(P,), und
behalten diese Bezeichnung auch im folgenden bei. Die Gruppe N
ist isomorph zu E,, X, und operiert auf (¢, , &) . Da {(¢) auf (e, , €,)
trivial operiert, wird die Ordnung von Cj({¢, , é,)) von 22.3% geteilt.
Mit Lemma 3.1 und Lemma 3.2 folgt |Cs(é,)| = 22.3¢ oder 23.34,
also gibt es in F eine Bahn von anisotropen Vektoren der Linge
40 oder 80. Aber P, ist in seiner Wirkung auf ¥ bekannt, unter P,
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zerlegen sich die 120 anisotropen Vektoren aus F in Bahnen der
Linge 9, 27, 27, 27, 27, 1, 1, 1. Das ist nicht méglich, denn weder
40 noch 80 lassen sich als Summen iiber diese Bahnldngen schreiben.

Wir nehmen nun an, da8 P vom Typ (2,2) ist. BEs gilt
dann ¢a*c P und ]O’E(ca)| =1, bd*eP und |(7E(b1a2 |_22 b2 b2

= (b,@2)*h,62€ Pund | O5(b3b,)| = 2¢ und schlieBlich blbza = b,@%,i% P
und | Cj5(b.byd)| = 2°. Also besitzt P Vertreter aller vier Konjugier-
tenklassen von Elementen der Ordnung 3 in O(E). In H gibt es
genau vier Klassen von Elementen der Ordnung 3, und es
gibt ein de H mit d3 =1, d ~/— d* unter H, aber d ~ 072 in O(E).
Das ist jedoch ein Widerspruch.

Sei also nun P vom Typ (0, 0) oder (0,1). Inshesondere kénnen
wir By = (b, , by, b;) annehmen. Wir bestimmen nun N,z (P,).

Man berechnet leicht CO(E)(PO) = Py(@) ~ By . Wir setzen I
= No@) (Py)|Coiy(Py). Bs ist X, < 9 < GL(E3,3), und wegen

<
0% (2)], — 35 ist |9T|, = 3. Bs sei B = (3 }) und

B
B

R
I

B

dann ist 7 eine Involution aus O(E) mit 5] = b2 fiir ¢ =1, 2,3.
Also ist 7 in Ny (P, enthalten. Sei weiter

71000 0001 0010
;_ (o010} (o100} .. (o001
=lozoo)?P=looro|/™* =l1000
00071 I000O0: 07100
Dann sind %, f, 2 Involutlonen aus Nog)\(Po). Setzen wir D
= (I, B, 2"), %0 gilt D ~ Dy, = (tﬁ) 2 = (D, c) ist isomorph

zu 24, und (tﬁ, " hegt normal 1n 5. Weiter ist [J,7] =1 und
Ooii) (Pg) N (2, 7y = 1. Somit besitzt IU eine Untergruppe isomorph
zu 2, X Z,. Wegen |GL(3,3)| = 253%13 und 13 + |0%(2)] ist ||
= 24.3 oder 25.3. Wir nehmen an, da8 | 9| = 25.3 ist. Dann enthilt
eine GL(3,3) eine Untergruppe isomorph zm (2, X Z,)Z,, und folg-
lich enthilt dann eine PGL(3,3) eine Untergruppe isomorph zu
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Xy X Z,. Aber die Sylow 2-Untergruppen von PGL(3,3) sind vom
Semidieder-Typ, das ist ein Widerspruch.

Also ist Nog)(Py) = (P, a)(E, 7). Sei @ € P,, dann ist " = 72
Da bbb, unter H nicht zu seinem Quadrat konjugiert ist, folgt
N = NPy < (P, , G, X). Bs sei N, = (P,, @ X). Wir wollen zeigen,
da@ man 0.B.d.A. N = P,5 wihlen kann, dann ist auch insbesondere
Pvom Typ (0,0) und damit der Beweis des Lemmas beendet.
In N, gibt es eine Untergruppe X, mit ¥ = PS, und £, ~ Z,.
Es sei ﬁo eine Sylow 2-Untergruppe von 20. In D gibt es genau
eine Vierergruppe, die auf P, fixpunktfrei operiert, diese werde mit
V bezeichnet. Dann ist V = ({f,2') < 2. Sei V, die entsprechende
Vierergruppe aus D,. In N, gibt es dann ein § mit V3 =V.
Bs folgt 53 < Nz (Vo)® = Niy(V) = 5 x{(@(bybobs)?y =~ ZyX Z,. Diese
Gruppe enthélt aber nur eine Untergruppe isomorph zu X, , also ist
Nt = P, 53 = P, 5, und das Lemma ist bewiesen.

er wahlen also H so, daB Ng(P,) = (b, , by, by, 6 2, ,3, 2"y gilt.
Damit haben wir bereits eine maximale Untergruppe von H auf E
dargestellt. Das folgende Lemma zeigt, daf dadurch H eindeutig
festgelegt ist. Insbesondere besitzt eine PSp(4, 3) nur eine irreduzible
8-dimensionale orthogonale GF(2)-Darstellung.

LEMMA 3.5. Das Element v mit

0II1I
P = I0II
I101
ITIO

liegt in A\ N. Somit ist H = (X, v).

Beweis. Es sei T, eine Sylow 2-Untergruppe von H mit (i, By 2"
< T1 An der Struktur einer F,, 2, als Untergruppe von PSp(4, 3)
lesen wir ab, daB f{f eine mchtzentrale Involution aus H ist, wih-
rend { und ﬂ zentra.le Involutionen aus H sind. Wir setzen Z(T)

= (v). Also ist o konjugiert zu f, und mit Z((f, B,2')) = ({p) folgt
<’v> ﬂ(t, /37 ,> =1.

Somit ist v ein Element aus H\N Durch eine lingere Folge
von Rechnungen wird nun v bestimmt.



Eine kennzeichnung einiger einfacher ete. 133

Beutet man die Bedingung veC ({1, 8,2')) aus, so erhilt man
fir v eine Darstellung

S

Il
QAW WA
Wbk
%heaow
SRS

‘

wobei A, B und C beliebige (2, 2)-Matrizen iiber GF(2) sind. Weiter
liefert ¢2 = 1 die Bedingungen

() 42 + 02 =1,

(ii) AC = CA,

(iii) B(4 + C) = (4 + C)B.

Insbesondere gilt also (4 + C)2 = I. AuBerdem haben wir die

Bedingungen

(iv) v € O(E), d.h. vist orthogonale Abbildung beziiglich der

quadratischen Form g und dem symplektischen Skalar-
produkt ( , ),

(V) v~ t in O(E).

Wir untersuchen nun zunichst den Fall, in dem A4 + C # I ist.
Es wird sich herausstellen, daB dieser Fall nicht moglich ist.

1. Fall. A + C #1.
. 01 11 10
2 — —
Mit (4 + O = I folgt 4 +C — (1 0), (0 1) oder (1 0).
Durch eventuelles Vertauschen der Basiselemente innerhalb (¢, , é,),

(85, €y, (65, &5 oder (é,,é;) konnen wir A + C = (0 )erreichen,

1
10
die Elemente 7, g, 2’ und ¢ werden hiervon nicht beriihrt, wihrend die
Elemente b, , b, und b, eventuell durch ihr Quadrat ersetzt werden

miissen. Mit Bedingung (ii) ergibt sich

aorelo o) 6O (G3): 6 o)) (G 3) G2 (6 3),
H)IE
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Die beiden letzten Paare verletzen jedoch Bedingung (iv). Es bleiben
zwei Fille iibrig.

o) A=(° 0) ’ o=(° 1)'

00 10
/
Die Bedingung (iii) liefert nun B — (° 0) (* 0) : (0 l)oder
11 00/°lo1/’\10
{1 1). Man erhilt vier Moglichkeiten fiir ». Wir werden zeigen,

daB alle vier die Bedingung (v) verletzen. Nach (v) muB ]C,z(q?)] =
| C5(7)| = 28 gelten. Ist ¢ € Cj(v), so liegt é im Kern der linearen
Abbildung » + 17, wobei 1; die identische Abbildung auf E sei.
Es sei 0, = v - 15 und r(v,) der Rang der Matrix v,. Man erhilt
die Bedingung

(@) dimgpey Ca(v) = 8 — 7(v,).

Also ist die Bedingung (v) nur dann erfiillt, wenn r(v,) = 2 ist.

W= (30

(100000001)
01000010
00100100

. 00011000
r(”"):’( 00011000 ):4
00100100
01000010
110000001
"’2)B=((1)(1))'

(10101001)
01010110
10100110
01011001 )

””0):’( 10011010/ =4
01100101
01101010
(10010101
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(10010101
01101010
01100101

) 10011010
’(”0):"( 01011001 )=4
10100110
01010110
10101001
“4)B=(ii)

(10111101
01111110
11100111

) 11011011
’(”0)*’( 11011011 )=4'

11100111

01111110

10111101

-
=

Damit gibt es im Fall a) kein v mit den gewiinschten Eigen-
schaften.

01
b)A=(10

~——
Q
I
—_
(==
==
SN——

Analog zum Fall ¢) wird auch Fall b) zum Widerspruch ge-
fiilhrt. Wegen Bedingung (iii) gibt es fiir die Matrix B genau die
vier Moglichkeiten, die in Fall a) angegeben sind.

wa- (02)
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™~ -
™~

r(vg) = 7

10
01l

bz)Bz(

4.

7

I
T
\
COOoOHO ™™™
COHO - O~
CrHOoOOH™O ™
Hoo o HMHMMHO
SrHrH HOO O
oM HOoOOoO O
oo HOH OO
- OO OO
— J
~——
~
I
—_
S
1
~
~

) =«

s N
COHMOHO ™
COCOH O -
HOoOOOHM™M™O
SCrH OO H-O ™
HOmMmMm-yOO O
CrHrHH OO O™
HrHHOHO OO
HHOHO OO
(- J
S —
&~
—
=
tS)
~
~
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)= 1.

S O
S O
o O O b

O O
H R OO H M
- -
- SO
S ©

2

S
=

-

I

S

—_
[ T T

|
j

Also ist der Fall A 4 C £ I nicht moglich.

1

2. Fall. A 4+ C =1.
Die Bedingungen (ii) und (iii) liefern jetzt keine weitere Infor-
mation mehr. Man erhidlt nur

a0, @ oef(oa) ) (o) ) (6G5):
o) (o) G (GO 63 (o) )
(los) (23 (@3)> GO}

Alle Paare auBer dem ersten liefern einen Widerspruch zur Bedingung
(iv), die sagt, daB v eine orthogonale Abbildung ist. Sei z.B. (4, 0)
= ((g (1)) ) (3 i)) Fiir beliebiges B gilt dann g(¢,) = 1, und g(¢,v)
= gl +é;+65) = (&) +9(é7) + 9(ég) + (¢, é) = 0. Ahnlich werden
die anderen Paare zum Widerspruch gefiihrt.

Es bleiben also fiir (4, C) nur die Moglichkeiten (0, I) und
(Z, 0) iibrig. a b

Es sei zunichst (4, 0) = (0, I). Weiter sei B = ( ) mit a,

b, ¢, dc GF(2). Man erhilt mit (z) ¢d
(10abablo)
0lcdecdoO1
ab1010abd: {10ad)
2=r(5)=r(!cd01010d :7(010”):
0 ablOlOab) ablo
cd0101lcd ledo1]
10ababdlo
01lcdecdo1]
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1 0 0 0o
0 1 0 0

’( 0 0 beta-+1l ab+db ),
Lo 0 ac-tad be+d+1 )

also erhidlt man das Gleichungssystem

be +a +1 =0
bla +d) =0
cla+d)=0
be +d +1=0.

Dieses System besitzt genau vier Losungen iiber GF(2), es folgt

01\ (10 (10 11
Bz(lo)’(01)’(11)’0‘1“(01)‘

Um drei dieser vier Moglichkeiten auszuschalten, bendtigen wir
die Struktur von H. Es ist (f, §) eine Vierergruppe in N #(Po)
mit zwei zentralen und einer nichtzentralen Involution in H. Dann
ist C((, B)) = ByeZ;, wobei das Drei-Element nichttrivial auf E,q
operiert. Weiter ist Cy 50y B)) = (&, B, b,). Wegen &€ Ci((E, B))
N By ist vbie O4((E, f)) und o6 # 5.

Sei B wie oben berechnet und A = (i (1)) , dann ist
(0 BBI) (4 b
- _|BOIB G| 4 ’ and

“ |BI 0 B’ 1 4|

(I BBOJ L A4
[0 A2BA? ABA® I )
S = ABA 0 I ABA I
~ | ABA I 0 ABA |
| I  A2BA2? A2BA? o J

) 01y (10 11y .. .
Fir B = (1 0) : (1 1) und (0 1) gilt jedoch ABA — ABA® — B

und damit ¥ = 95, was unméglich ist.
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Aus (4, 0) = (0, I) folgt somit B = I, und es ist

S

I
T
NNNO
NNON
NO NN
S NMNN
-

wie im Lemma behauptet. Es bleibt lediglich der Fall (4, C) = (I, 0)
offen, der nun zum Widerspruch gefiithrt wird.

Sei also (4,0) = (I,0) und B = (“ b) mit a, b, ¢, d € GF(2). Mit

cd
() gilt
(00 ababdoo0)
1000dcd00
'ab0000ad 00abd)
2=r(5):r(icd00000d )=r( OOcd')
0 fab0000abd abo0o0
6 d0000¢d le d oo
l00ababoo
{00cdecdoo]

Es folgt r ( (Z 3) ) =1 und damit Be IN, y N, mit

11
) ( )’(1 1)}‘““d
10 11 00 10 01
‘mzz{( 0) ( ) (00)’(11)’(10)’(01)}'

Man iiberzeugt sich, daB fiir alle Be I, die Abbildung v nicht
orthogonal ist, also Bedingung (iv) verletzt. Sei also B eJIN,. Die
Struktur von H schlieBt nun aber diese letzten drei Moglichkeiten
fur v aus. Wir setzen 7 = v . Wie schon vorher bewiesen, ist dann

= (i, B, v, T) elementarabelsch der Ordnung 16. Unter H besitzt
t somit genau 5 und tﬁ genau 10 Konjugierte in J. Also glbt es in

J genau 5 Involutionen # mit |Ca(z)| = 28. Weiter gilt i ~ ﬂ ~ND~T.
Es ist

m

1

I
e e
P
o o
=

I B BO
B,I 0 B
B,0 I B,
0 B,B I |
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mit B, = A?BA? und B, = ABA. Wir zeigen nun, daB fiir alle
Be O, die Beziehung |Ci(fv)| =|Ci(f7)| =2¢ und damit i~ f~
~ v~ T~ fo~ Bt gilt, womit die Annahme B € IN, zum Widerspruch
gefithrt ist. Wegen

auch |Cz(f7)| = 25
Der Fall (4, 0) = (I, 0) ist somit nicht méglich, und v ist wie
in Lemma angegeben eindeutig bestimmt.

Damit wird H = (N 5(Py), 0) = (b, , by s by » &y fy 2/, 6, 0) Vo (4, 4)-
Matrizen erzeugt, deren Eintrige aus & = {0, I, A A} kommen.
Dabei sei 0 nund I die zweidimensionale Null- bzw. Einheitsmatrix
und 4 = G 3) Versieht man ¢ mit der iiblichen Addition und
Multiplikation, so ist & isomorph zum Korper GF(4). Sei A der
Automorphismus von ¢, der alle Elemente auf ihr Quadrat abbildet.
Sei weiter & eines der oben angegebenen Erzeugenden von H,
betrachtet als (4, 4)-Matrix iiber & . Dann gilt 274 = z—' und
det () = 1. Also wird H von unitidren (4, 4)-Matrizen iiber GF(4)
von Determinante 1 erzeugt. Es folgt H < U,2) @ PSp (4, 3). Die
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gefundene Darstellung von H auf F riihrt also von dieser natiirli-
chen Darstellung her.

Wir fithren die Umbenennung a, = bi, 1=1,2,3, und a=¢
ein. Weiter setzen wir 7, =180, T, = 1,75, 6, = &'1&2&3 s fa = 1,52°7,
und g, = . Bs ist dann fir die am Anfang des Kapitels einge-
fiihrten Erzeugenden einer PSp (4,3) der Ubergang von & nach
« ein Isomorphismus. Insbesondere ist T0 = (i, ﬁ, 11 ) Tas f2 , g2> eine
Sylow 2-Untergruppe von H mit J(T,) = (f, f, 7y To), Z(T,) = (t)
und den Relationen

22232—_—‘;%:%%:1’.;%:&%:2,
[fzybz] = [}27 %2] = [629%1] = i',
fes Bl =t7,, (g5, 1 = iy,

alle restlichen Kommutatoren sind trivial.

In ihrer Wirkung auf Z sind i und ,‘3 bereits bekannt, dle an-
deren vier Erzeugenden von T, berechnen sich aus & B o, a, @
und a, zu

I 1 I 0) (T 42 4 0)
. _l1ror| . _|AaT0 4
=17 01 Il =401 4
lo T I I Lo A2 42 I
(10 0 0) (1 0 0 0
. |04 41| . |o 4 A4
fe=\oa2a 1|" 92 |0 424 4|
01 I I) 0 A2 A* I

Damit ist die Untersuchnung der Operation von H auf ¥
beendet.

LEMMA 3.6. Alle Elemente der Ordnung 4 aus FE sind unter
H konjugiert.

Beweis. Wir betrachten das Element ¢, der Ordnung 4 aus E.
Es ist (a,0,0,, a1a2 , @ fay §p) eine Untergruppe von Of(é), die
isomorph zu einer Erweiterung einer nichtabelschen Gruppe der
Ordnung 33 durch eine Quaternionengruppe der Ordnung 8 ist.
In H gibt es Elemente der Ordnung 3, die anf % fixpunktfrei ope-
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rieren. Mit Lemma 3.1 folgt |C7(¢) | = 2°.3%. Wegen ¢, ~ ¢, z besitat
dann e, genau 240 Konjugierte in ¥ unter H.

LEMMA 3.7. Alle Involutionen aus B\ (2) sind konjugiert
unter H.

Beweis. Jede Untergruppe der Ordnung 9 von P besitzt Elemente,
die unter H zu @, oder zu (a,00a5) , © = 1, 2, konjugiert sind (siehe
[20, 8. 93]). Es ist Cg(a,) = () und CE(alazas) ~ Qg, also kann
keine Gruppe der Ordnung 9 in H eine Involution in B\ (2) zentra-
lisieren. Eine PSp(4, 3) besitzt genan eine Klasse von Elementen der
Ordnung 5. Das Element g,¢’ hat die Ordnung 5 und operiert fix-
punktfrei auf &, somit gilt 2.33.5/[H : Oy(e)] fiir eine Involution e
aus B\ (2). In B\ (2) gibt es genau 270 = 2.3%.5 Involutionen. Die
Behanptung folgt.

LEMmA 3.8. Die Gruppe H zerfillt iiber 17)

Beweis. Es sei J = J(T0 ={, ﬂ, 11, 7,y =~ By, und M = Nz(J)
~ B()45, also M = J4d mit Jnd =1 und "I~ A,. Bs sei
weiter F = OE(J) = (88, , &0y 685 , 6,65) . Sind I und J dle vollen
Urbilder von M und J in H, so besitzt M die Kompositionsreihe
la FaEaJ<« M mit den Kompositionsfaktoren F ~ E,,
E|F ~ B\, J/JE ~ B, und M/J ~ A,. Das Element a, der Ord-
nung 3 liegt in M und operiert fixpunktfrei auf Z. Man erhilt
folgende Isomorphien der Kompositionsfaktoren als A,-Moduln :
F~ B|F ~ By® und J/E =~ B,™. Mit [1, Satz 3.14, Satz 3.18]
folgt, daB J/F ein vollstindig reduzibler M/J-Modul ist. Der selbe
SchluB, nocheinmal angewandt, zeigt, daB8 auch J ein vollstindig
rednzibler 37/J-Modul ist. Also gibt es in M Untergruppen A, ~ A,
und J, ~ B mit M = BJ,d, und En Jod, = 1. In M gibt es also
Sylow 2-Untergruppen von H, die iiber ¥ zerfallen. Ein Ergebnis
von Gaschiitz [5] sagt, da dann auch H iiber F zerfallt.

Der Schurmultiplikator einer PSp(4,3) hat die Ordnung 2. Es
sind also folgende zwei Fille zu unterscheiden :

(I) H zerfillt tiber E, H = LE, LnE =1, L ~ PSp(4,3).
(I1) H zerfallt nicht iiber K, also H = LE, L, nE = (2)
und L, ~ Sp(4, 3).

SATz 3.9. Zerfillt H iber E, so ist G isomorph zu Ug2).
Der Beweis dieses Satzes wird iiber eine Reihe von Hilfssétzen
gefiihrt. Es liege also der Fall (I) vor. In L gibt es dann Urbilder
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t By 7 ,7,, f, und g, der ¢, ..., g,, so daB alle Relationen wie in H
erhalten bleiben. Es ist Ty = {, 8,7, 7%, [, g eine Sylow 2-
Untergruppe von L, und § = T F ist eine Sylow 2-Untergruppe von
H. In L gibt es zwei Klassen von Involutionen mit Vertretern #
und 8.

Levma 3.10. Es ist COg(t) @ (@g*Qg) X B, und OCg(tf) ~ E,,.

Beweis. Die Operation von L aunf ¥ ist bekannt. Man erhalt
OE(t) = (61, 6y €365 5 G40, 675 &) und C(tf) = (6187, &g, 6465 ,646) -
Weiter ist mit Lemma 3.6 und der bekannten Darstellung von L
auf K die Gleichung N (¢, (2)) = {a,0,0,, @,0%,a, fy, g,y richtig,
wobei die a;,% = 1,2, 3, und a Urbilder der @, a in L seien. Die
Sylow 2-Untergruppen von N,(e¢(z)) sind also vom Typ @, und
folglich besitzt die Menge N (¢, (2))\ CL(¢;) keine Involutionen.
Insbesondere folgt aus ef € e(z) dann e = ¢ fiir alle Elemente e der
Ordnung 4 aus E. Somit ist (¢, ,e,, ¢,, ¢5) eine Untergruppe von
Cy(t). Weiter ist ¢} € ey(2) und ¢} € ex(2), mit # =1 erhilt man
(e365)° = e5e5 und (6,6)" = €465. Also ist Cp(f) = (e, €3, €7, €5, €565 5
e4ts) = (Qg*Qg) X By -

Es ist e, e e,(2), e,tPe e4(2), e,tPe e;(z) und etbe ey (2), wie oben
liefert (£6)2 = 1 dann Cg(1f) = (e6;, €65, €65, 64665 2) = Hay .

LemMMA 3.11. Esist J(8) = (&, B, T, , To) (6167 y €afs 5 €366 5 6465 , 2) die
einzige elementar-abelsche Untergrmppe der Ordnung 2° in 8.
Insbesondere ist J(S§) schwach abgeschlossen in § beziiglich ¢, und
Ng(J(8)) kontrolliert die Fusion in J(8) unter .

Beweis. In F gibt es elementar-abelsche Untergruppen der Ord-
nung hochstens 25. Weiter besitzt T, ~ S/E genau eine Untergruppe
isomorph zu Kz, aber keine Untergruppen isomorph zu K, also
gibt es in § keine elementar-abelschen Untergruppen der Ordnung 21°.

Sei R = (I, B, Ty 5 Tp) (6,67 5 €564 » €366 y €465, 2). Die Operation der
t, B, T, und 7, sowie Lemma 3.10 zeigen, daB E eine elementar-abelsche
Untergruppe von § der Ordnung 2? ist. Sei nun R, eine Untergruppe
von 8 mit R, ~ E,. Dann ist Ryn B ~ E,;, und By/(B, N E) = E.
Also ist Ry/(By NE) = J(To)(RBynE)/(BRynE) und damit R, nE
< Og(J(To)) = Oy By 71, T) = (6167, €xfs ;s €465, €485, 2). Es folgt
R< R,, also R = R, = J(8).

LemmaA 3.12. In J(S) gibt es genan 7 H-Klassen von Involu-
tionen mit Vertretern (und Bahnléngen) z (1), e,e; (30), #(20), =
(20), tee, (120), tf (160) und tfz (160).
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Beweis. Mit Lemma 3.7 zerfillt J(8) n E in die H-Klassen z (1)
und ee; (30). Weiter besitzt J(S)E/E genau zwei H|/E-Klassen von
Involutionen mit Vertretern ¢E (5) und tSE (10). Wir betrachten
zuniichst die Nebenklasse #(J(8) n E). Bs gilt Cgl(tee;) ~ Dy x By,
also folgt t ~/— te,e, unter H. Weiter kontrolliert O4(t)E = (8, a,a,a,,
;) die Fusion in tF unter H, und es folgt ¢ ~/~ fz. Durch Konjugation
mit e,, ¢, und a, findet man je 4 Konjugierte von ¢ und ?z und 24
Konjugierte von tee, in #J(S) n E). Damit ist #(J(S) n E) bereits
ausgeschopft, und man erhilt in J(8) die H-Klassen ¢ (20), tz (20)
und te,e, (120).

Nun betrachten wir tf(J(S) n E). Wieder folgt ¢8 ~/— ¢fz unter H
aus der Tatsache, daB Cx(¢B)E in tBE die Fusion kontrolliert. Unter
8 Desitzen jedoch ?8 und ?fz mindestens je 16 Konjugierte in
tB(J(8) n E). Damit erhilt man die H-Klassen 8 (160) und t5z (160).

LemmA 3.13. In J(S) gibt es Vertreter aller H-Klassen von
Involutionen.

Beweis. Mit Lemma 3.7 besitzt F genau zwei H-Klassen von
Involutionen mit Vertretern z und e,;e;. Sei te eine Involution ans
tH,e e B. Da t nach Lemma 3.10 keine Elemente der Ordnung 4
aus F invertiert, muB e in Cg(f) liegen. Die Gruppe Cg(t) ist iso-
morph zu (Qg*Qg) X B, und besitzt genau 80 Involutionen. Es
kontrolliert X = Cyx(t)E = (8, a,a,a;, ;) die Fusion in tE. Man
berechnet |X|= 215.3% |Cx(t)| = |Cx(te)| = 2'2.32 und | Cx(tee,)| =
| Cg(teer)] |(t By Ty s T s fobs » Go€ay| = 22 Damit sind alle 80 Invo-
lutionen auns tE als Konjugierte von ¢, ¢z oder tee, gefunden.

Mit Lemma 3.10 invertiert auch ¢§ keine Elemente der Ordnung
4 aus E, also besitzt {fE nur Involutionen in ¢8Cg(tf). Wegen Cy(tf)
= J(8) n E liegen alle H-Klassen von Involutionen aus ¢SF bereits
in J(8). Da tE und {SE Vertreter der beiden Konjugiertenklassen
von Involutionen aus H/E sind, ist das Lemma bewiesen.

LEMMA 3.14. Sei (, y) das geordnete Paar (|2¢ nJ(8)| ,|2¢ n B|).
Dann ist (z,y) aus der Menge {(21,1), (31, 31), (51,31), (441,1),
(611, 31)} .

Beweis. Mit [6] und Lemma 3.13 ist # > 1. BEs ist Cg(J(8))
= Cy(J(8)) = J(8), also ist Ng(J(8))/J(8) isomorph zu einer Unter-
gruppe von L4(2). Nach Lemma 3.12 ist # =1 4 20z, 4 160z,
+ 120, + 30z, , wobei 0<®,,2,<2 und 0< x,;,2,<1. Mit =/
|Lg(2)|,, folgt die Behauptung.
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Lemma 3.15. In E\ () besitzt 2 keine G-Konjugierten.

Beweis. Wir nehmen an, daB |26 nE| > 1 gilt. Mit Lemma
3.14 erhdlt man |2¢ nJ(8)|e {31, 51, 511} .

Nach Lemma 3.8 ist Ny(J(8))/J(S8)E isomorph zu A4;, und
J(8)E Dbesitzt als A,-Modul die Kompositionsfaktoren J(S)E/E
~ BV, E[Cx(J(8)) =~ E,® und Cg(J(9))/(z) = B,¢®. Somit ist
N H(J (8))/I(8) = I 1som0rph zu A F, ®. Die Sylow 2-Untergruppen
dieser eindeutig bestimmten Erweiterung sind vom Typ L,(4). Nach
einem Ergebnis von Gorenstein und Harada [9, Theorem (] ist dann
IL/0(IN) isomorph zu einer Untergruppe von PGL(3,4).

Sei zundchst|2¢ n J(8)| = 31. Dann ist |IL| = 26.3.5.31 und folg-
lich O(9U) = (6) mit 0(d) = 31. Aber I operiert auf der Gruppe
Cys)(0) der Ordnung 2% ein Widerspruch zu Lemma 3.12.

Sei nun [2¢ nJ(8)| = 51. Also ist |IT| = 26.35.17 und |O(IN)|/
3.17, damit ist 0,(I) # 1. Sei (y) = 0,7(I). Aber Cyg(y) ist
Il-invariant und hat die Ordnung 2, das ist wieder nach Lemma
3.12 nicht méglich.

Sei schlieBlich |2¢ nJ(8)| = 511, also |I| = 26.32.5.7.73. Eine
PGQL(3,4) besitzt keine Untergruppen der Ordnung 28.3.5.7, also
ist |O(9N)| =7.73 und 0,,(IN) 7~ 1. Weiter gilt 5/| Cq(0,5(IN))|. Aber
eine L,(2) enthilt keine Untergruppen isomorph zu Z;XZ,. Also
ist anch dieser Fall unmoglich. Es folgt |26 n E|= 1.

Der Beweis von Satz 3.9 wird nun abgeschlossen. Die Involution
2 besitzt nach Lemma 3.15 keine Konjugierten in E\ (2) unter G.
Nach Satz 1.3 kann dann G nur noch isomorph zu Ug2) sein. Der
Zentralisator einer zentralen Involution aus U,(2) ist isomorph zur
zerfallenden treuen Erweiterung einer extraspeziellen 2-Gruppe der
Weite -2 durch U, ,(2). Wegen U,(2) ~ PSp(4, 3) erfiillt Tg(2)
auch die Voraussetzungen des Satzes, der damit bewiesen ist.

Wir zeigen zum AbschluB, da8 H iiber E zerfallt. Damit kann
Fall (ITI) nicht auftreten.

SATz 3.16. Die Gruppe H zerfillt iiber E.

Beweis. Wir nehmen an, da8 H nicht iiber F zerfallt. Dann liegt
nach Lemma 3.8 der Fall (II) vor. Nach [15] sind Urbilder von
zentralen Involutionen aus Sp(4, 3)/Z(8p(4,3)) in Sp(4,3) Involu-
tionen, wihrend Urbilder von uichtzentralen Involutionen Elemente
der Ordnung 4 mit Quadrat 2 sind. Eine Sylow 2-Untergruppe von
8p(4, 3) ist isomorph zu (@g X Qg)Z,, wobei die beiden Quaternio-
nengruppen durch eine Involution vertauscht werden. Man erhilt

10
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also Urbilder der {, §, 7,, %y, fs, g, in L, mit den Relationen

r=p=1,1=1=2,f; =gk,
[, Bl = 2 (B, Ll € ity (2) , [B) go] € 17, (2)
[ty %] =2, [71, %], [727f2]€t<z>? [f2792]€t<z>’

alle restlichen Kommutatoren der Erzeugenden sind trivial.

Nach Lemma 3.7 sind alle Involutionen aus E\ (2) konjugiert
in H. Wir zeigen z ~/- e,e; unter @G.

Es sei To =, B,7,,%s,f2,9,) und 8 = T E. Dann ist T, eine
Sylow 2-Untergruppe von L, und S eine Sylow 2-Untergruppe von
H. Es ist O = Cg(e,e5) = Crlese5)To = (61,565,534 €,65,€5,€7,6) Ty
Algo ist C normal in § vom Index 2. Man berechnet Z(C)
L= (7 6365) WA O = (§, Ty, Ty, €15 €5 €365 5 €486 €75 Og)-

Wegen 8 < N,(C) sind e,e, und e,e,2 unter Ng(C) konjugiert.
Also besitzen die beiden Gleichungen x> = e,ep2k, k = 0,1, gleich
viele Losungen in ('. Bs sei

& = 1% T 15 €4 635 (€,05)% (€464)%7 €78 €55 2%10

ein beliebiges Element aus C’. Man erhilt mit den bekannten Rela-
tionen x? = 2%(e,6,)% (e466)°, Wobei b = w,y(x, + @5) + @4(w; + x,) und
¢ = Xy(@5+x) + X4(y +25+a5+x,). Die Losungen der Gleichungen
0% = e,e2% , k = 0,1, erfordern also b =1, und ¢ = 0. Das fiihrt
zu genau je 3.2% Losungen in C'. Andererseits ist 7; = 2 fiir ¢ =1, 2,
und es ist (t, 2, €6, €465 5 €465, €46y eine Untergruppe von Cg ({7,
12)) isomorph zn Eg, . Also besitzt die Gleichung #?> = z in ¢’ min-
destens 27 Losungen. Somit kann z unter Ng(C) nicht zu ese; oder
6652 konjugiert sein. Mit (2, e,e;) = Z(0) <« Ng(0) folgt (2) <4 Ng(0).
Somit ist C eine Sylow 2-Untergrunppe von Cg(e,se;), also ist z nicht
konjugiert zu e;e; . Das ist aber ein Widerspruch zn Satz 1.3.

Damit ist der Satz dieser Arbeit bewiesen. Ich danke Herrn Prof.
G. Stroth und Herrn Prof. U. Dempwolff fiir ihre Unterstiitzung bei
dieser Arbeit.
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