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Sul calcolo numerico

delle funzioni cilindriche incomplete.

RENATO ZANOVELLO (*)

SUNTO - In questo lavoro, si studia il problema del calcolo numerico delle
funzioni cilindriche incomplete nella forma di Poisson, z), per v
e w reali e z complesso. Tra l’altro, si pone in evidenza una formula atta
allo scopo suddetto per izi ( elevato. Come applicazione, viene riportata
infine una nuova tabella di risultati.

Le soluzioni di alcuni importanti problemi della fisica e dell’inge-
gneria sono legate alle funzioni cilindriche incomplete, che dipendono
in generale da tre parametri e che sono ampiamente trattate da M. M.
Agrest-M. S. Maksimov [1]; M.M. Agrest [2], soffermandosi soprattutto
sulle funzioni cilindriche incomplete di ordine zero ed uno, cita l’esi-
stenza di tavole ad esse relative. Inoltre, per valori particolari delle
variabili, è possibile calcolare le funzioni cilindriche incomplete, ma-
gari ricorrendo ad altre ben note funzioni speciali.

Lo scopo del presente lavoro è quello di trattare in generale il pro-
blema del calcolo numerico delle funzioni cilindriche incomplete, nella
forma di Poisson, che indicherò con la classica notazione Ev (~,u, z),

(*) Indirizzo dell’A.: Centro di Calcolo Scientifico dell’Università - Via

Belzoni, 7 - Padova.
Lavoro eseguito nell’ambito dei Gruppi di Ricerca Matematica del C.N.R.
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definite dalla relazione

ove i parametri v, w sono considerati reali mentre z è complesso (in
particolare reale, come spesso avviene in pratica) ed ove il dominio
di variabilità degli stessi parametri è quello fondamentale, cioè:

v &#x3E; - 2 , 9 fine, riporto una nuova ta-

bella di risultati.
Faccio inoltre notare, fin d’ora, che gli sviluppi asintotici riportati

in [1] sono validi quando le due variabili w e z sono legate da una certa
condizione, mentre spesso è necessario poter disporre di sviluppi asin-
totici rispetto ad una sola variabile per valori qualsivoglia dell’altra,
come sottolinea Yu. V. Vaisleib [3], il quale ovvia a tale inconve-
niente, sempre limitatamente ai casi v = 0,1, ottenendo però formule
che mal si prestano al fini numerici. Senza contare che per altri valori
di v, il ricorrere alle formule di ricorrenza in avanti, com’è suggerito
in [1, p. 55] e in [3, p. 273], può causare una rapida perdita di cifre
significative per un forte accumulo di errori di arrotondamento.

In questo lavoro, mi limito a considerare il caso O~~~yr/2, poichè
se yr/2~~, posso ricondurmi [1, p. 35] all’intervallo in esame,
essendo :

ove Jv(z) è la nota funzione di Bessel di prima specie.
Osservo infine che dalla definizione ricavo:

ove:
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le quali ultime, per w = yr/2y si riducono rispettivamente alla funzione
di Bessel di prima specie J7I(z) e alla funzione di Struve 

§ I. - Innanzitutto esamino per il classico sviluppo in serie:

ove i coefficienti Cm,v(w) sono definiti dalla:

Dalla (4) si ottengono, com’è noto [1, p. 59], espressioni utili al
calcolo numerico dei suddetti coefficienti, fra le quali cito la :

che esprime il generico coefficiente detto funzione beta incom-

pleta, tramite la funzione beta B e la funzione ipergeometrica F.
Per valutare poi l’errore che viene commesso nel calcolo della (3)

troncata dopo n termini, osservo innanzitutto che dalla (4) ricavo,
nelle mie ipotesi:

Tenendo conto della (5 ), ricavo allora:

d’altronde la serie a secondo membro in (6) è:
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ove la serie tra parentesi è una minorante della serie geometrica di
ragione Izl/n, convergente per n &#x3E; a Con ciò, dalla (6)
ottengo per n &#x3E; 

la quale implica che per n sufficientemente grande, l’errore può essere
reso arbitrariamente piccolo.

§ 2. - Per izi relativamente basso, la (3) ben si presta al calcolo
numerico delle funzioni cilindriche incomplete; qualora tale condi-
zione non sia verificata, potrei servirmi, per v fissato, dei noti sviluppi
asintotici, validi per Izsinwl » 1, [1, p. 66 e segg.], oppure ricorrere
allo sviluppo asintotico di una funzione legata alla funzione cilindrica
incompleta da una nota relazione [4].

Però, per quanto attiene agli sviluppi trattati in [1], si presenta
un altro grave inconveniente, oltre a quello già citato all’inizio e denun-
ciato anche da Vaisleib, autore che peraltro non risolve il problema
generale dal punto di vista numerico : è il fatto che l’applicazione diretta
di tali sviluppi asintotici (ove possibile) fornisce risultati poco precisi,
come del resto han confermato le prove effettuate. Pertanto tali for-
mule sono sconsigliabili per lo scopo prefisso.

Per quanto concerne poi lo sviluppo asintotico dato da [4], faccio
presente che esso contiene gravi limitazioni rispetto ai parametri e
che inoltre, in generale, è complicato dal punto di vista numerico.

Ciò premesso, posso allora procedere nel modo seguente: esprimo
innanzitutto la (1), per v &#x3E; 2 , mediante l’espressione:

Escludendo i casi speciali, sui quali mi soffermerò nel prossimo para-
grafo, che si ottengono qualora w o z siano nulli, sostituisco quindi
la funzione (1 - che figura nell’integrale di (8) mediante il suo



239

classico sviluppo in serie binomiale, ottenendo per detto integrale:

essendo lecita l’integrazione per serie. Ricorrendo poi alla classica

funzione gamma incompleta ~~], la (9) diventa:

per mezzo della quale, dalla (8) ricavo:

Dalla (10), semplificando, ottengo in definitiva :

La (11) permette di calcolare la per valori elevati di pur

di servirsi delle formule opportune per Jy(z) [6], H~~(z) [7], y(a, z) [5].

§ 3. - Talvolta può essere utile o addirittura necessario, servirsi

per v &#x3E; 2 della seguente rappresentazione integrale:

dalla quale ricavo, posto z + ib :
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Calcolo quindi gli integrali a secondo membro nella (12) con buona
precisione, ricorrendo ad una formula di quadratura gaussiana di

ordine n, tenendo presente un noto teorema di Stieltjes [8] che assi-
cura la convergenza del procedimento stesso in intervalli finiti. Se a
è elevato, può convenire, ai fini pratici, l’uso di una formula opportuna
per il caso di funzioni integrande fortemente oscillanti (9].

A complemento di quanto detto, posso aggiungere alcune osser-
vazioni :

a) Valori particolari dei parametri: dalla (1) segue per z non
nullo : Ev (o, z) = 0 ; tenendo allora conto di ciò, dalla (2) ottengo
Ev (~, z) = 2Jr(z). Sempre dalla (1) ricavo: Eó (w, 0 ) = (2~~) w, mentre
per v &#x3E; 0, ho : 

b) per i casi riguardanti valori negativi o comunque piccoli di v,
che non siano stati contemplati in precedenza, posso provvedere me-
diante la formula di ricorrenza all’indietro :

§ 4. - In questo paragrafo riporto, a mo’ d’esempio, una nuova
tabella di valori significativi, arrotondati secondo la prassi usuale;
detti valori sono stati ricavati con molteplicità di precisione dipen-
dente dalla terna in esame, con il calcolatore elettronico CDC 6600,
mediante l’applicazione delle formule contenute nel presente lavoro ( 1 ) .
È forse superfluo sottolineare che, per i valori di z reali sotto elencati,

z) coincide con il coniugato di z).

(1) Ringrazio le dott.sse G. Cimador e A. Passone per la collaborazione
prestata ai fini della codificazione e messa a punto dei programmi.
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