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Rexp. SEM. MaT. UNIV. PADOVA, Vol. 55 (1976)

Sui fibrati analitici reali E-principali.

II. - Teoremi di classificazione.

VINCENZO ANCONA (*)

Introduzione.

Si prosegue lo studio dei fibrati analitici reali E-principali sopra
uno spazio analitico reale coerente X cominciato in [1], e si stabili-
scono i teoremi di classificazione di tali fibrati, gia noti (v. [5]) nel
caso in cui ogni componente connessa di X abbia dimensione limitata.

Per le notazioni e le definizioni non richiamate esplicitamente si
rinvia a [1].

§ 1. — Sia X uno spazio analitico reale coerente, ridotto, riunione
numerabile di compatti, e sia X una complessificazione di Stein di X,
di antiinvoluzione «. Se U ¢ un aperto di X, indicheremo con I'*(T)
(risp. I'(U)) lo spazio vettoriale su R delle funzioni continue (risp.
analitiche) a valori reali su U; se inoltre K ¢ un compatto di X, indi-
cheremo con I™(K) (risp. I'(K)) il limite induttivo degli spazi I*(U)
(risp. I'(U)) quando U percorre gl’intorni aperti di X.

E noto (v.[4]) che per ogni fe I'(U) esiste un aperto U di X,
a-invariante, tale che U N X = U, e feoI'(U) che estenda f, inoltre
se ogni componente connessa di U incontra U, l’estensione f & unica.
Ne segue che se K & un compatto di X, e (T,)ic; & un sistema fonda-

(*) Indirizzo dell’A.: Istituto Matematico dell’Universitd - Via Savona-
rola 9 - 44100 Ferrara.
Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd del GNSAGA (CNR).
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mentale d’intorni aperti a-invarianti di K in X, si ha:

IEK)= gngar(ﬁi) }

i€l

Sia ¥ un fibrato analitico reale in gruppi di Lie su X, il cui gruppo
strutturale sia complessificabile, ed £ una complessificazione di K,
che supporremo definita su X, di antiinvoluzione 6. Se U & un aperto
di X indicheremo con I'*(U, E) (risp. I'(U, E)) il gruppo delle sezioni
continue (risp. analitiche) di ¥ su U; se K & un compatto di X, deno-
teremo con I*(K, E) (risp. I'(K, E)) il limite induttivo dei gruppi
I'*(U, B) (risp. I'(U, E)) quando U percorre gl’intorni aperti di K.

Per ogni feF(U E), con U aperto di X, esiste un aperto «-inva-
riante U di X, tale che UNX =T, e jel'(U, £) che estenda f
(v. [5]), inoltre se ogni componente connessa di I incontra U, ’esten-
sione f & unica. Ne segue che se K & un compatto di X, e (U, iier ¢ un
sistema fondamentale d’intorni aperti a-invarianti di K in X, si ha:

I'(K, E)zyger((?i,ﬁ).

i€l

Nel caso in cui si consideri un fibrato vettoriale analitico F su X,
I'(U, F) e I'(K, F) sono in maniera naturale spazi vettoriali su R.

§ 2. — Con le notazioni del §1, sia K un compatto di X, (U,);e
un sistema fondamentale d’intorni aperti o-invarianti di K in X;
sia F un fibrato vettoriale su X, # una complessificazione di F che
supporremo definita su X, di antiinvoluzione ¢. Per ogni i € I, sI(U;, F)
¢ uno spazio di Fréchet su R per la topologia della convergenza uni-
forme sui compatti; ¢ infatti un sottospazio vettoriale chiuso di
r{@,, F). Inoltre se U,cU, (i,jeI), lapplicazione di restrizione
o'(U,, F)—»cI(U;, F) & compatta per il teorema di Vitali. Si & visto
al §1 che

(K, F)=limel'(U,, F) .

i€

Assegniamo allora a ['(K, F) la topologia limite induttivo delle
topologie di Fréchet su oI'(U,, F) (v.[3]); I'(K, F) diviene allora uno
spazio vettoriale topologico localmente convesso, la cui topologia non
dipende dalla scelta del sistema fondamentale d’intorni. Poiché K
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ammette in X un sistema fondamentale d’intorni x-invarianti nume-
rabile, segue subito che I'(K, F'), con la detta topologia, & uno spazio LS
(v.[3]); dunque & separato e completo; inoltre un sottoinsieme kc
cI'(K, E) & compatto se e solo se esiste 7¢I tale che k sia contenuto
in o(U,, F) e ivi sia compatto per la topologia indotta.

Nel seguito intenderemo I'(K, F) sempre munito della topologia
ora detta; ’iniezione naturale di I'(K, F') in I*(K, F) & continua quando
I'“(K, F) sia munito della topologia della convergenza uniforme sui
compatti.

Sia U un aperto di X; ¢ allora:

I'(U, F) =1lim I'(K, F)

cU

ove K percorre i compatti di U. Se assegniamo a I'(U, F) la topologia
limite proiettivo delle topologie su I'(K, E), esso diviene uno spazio
vettoriale topologico su R separato e completo. Intenderemo nel seguito
I’'(U, F) munito di questa topologia. Si ha allora, algebricamente e
topologicamente:

Iru,r) = l_irgvl’(ﬁ, F)

UoU

(U aperto a-invariante di X tale che U N X = U),

I'(K, F)=1limI(U, F
(K, F) am (U, F)
(U aperto di X).

Inoltre I’iniezione naturale di I'(U, F) in I'Y(U,F) & continua
quando quest’ultimo spazio vettoriale sia munito della topologia della
convergenza uniforme sui compatti.

Sia ora F (come nel § 1) un fibrato analitico reale in gruppi di Lie
su X, con gruppo strutturale complessificabile; sia & una complessi-
ficazione di F (di antiinvoluzione 6), che possiamo supporre definita
su X. Sia F il fibrato in algebre di Lie complesse associato a £; F &
allora una complessificazione di F, la cui antiinvoluzione ¢ su ogni
fibra F, & Papplicazione lineare tangente a 6 nell’unita della fibra &,
(v.[5],[6]). L’applicazione esponenziale g§: F— ~E, che definisce un
isomorfismo di un intorno della sezione nulla di # su un intorno della
sezione neutra di £ soddisfa alla relazione gos = o@; inoltre la restri-
zione di § a F applica F in F e coincide con ’applicazione esponenziale
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reale corrispondente o: F — FE, e quindi applica isomorficamente un
intorno della sezione nulla di # su un intorno della sezione neutra
di B.

Sia K un compatto di X, (U,),;; un sistema fondamentale d’intorni
aperti a-invarianti di K in X. Per ogni ie I, °I(U;, &) & un gruppo
topologico completo per la topologia della convergenza uniforme sui
compatti (v.[5]). Assegniamo allora a I'(K, E) la topologia limite
induttivo delle topologie °I'(U;, E). B facile allora vedere che I'(K, E),
con tale topologia, & un gruppo topologico separato e completo, in cui
gl’intorni della sezione neutra si ottengono trasportando in ['(K, F)
mediante P’applicazione esponenziale gl’intorni della sezione nulla in
I'(K, F).

Nel seguito intenderemo I'(K, F) munito della topologia ora detta;
Piniezione naturale di I'(K, E) in I'<(K, F) munito della topologia della
convergenza uniforme sui compatti é continua.

Sia U un aperto di X; & allora

I'(U, B) = lim I'(K, E)

KcU

ove K percorre i compatti di U. Se assegniamo a ['(U, E) la topologia
limite proiettivo delle topologie su I'(K, F) esso diviene un gruppo
topologico, separato e completo. Intenderemo nel seguito I'(U, E) mu-
nito di questa topologia. Si ha allora, algebricamente e topologica-
mente:

I, F)= h‘_rn)or(ﬁ, E)

UoU
(U aperto a-invariante di X tale che U N X = U)

I'(K, B)=lim I'(U, B)

U>K

(U aperto di X).

Inoltre l’iniezione naturale di I'(U, E) in I'Y(U, E) é continua
quando quest’ultimo gruppo sia munito della topologia della conver-
genza uniforme sui compatti.

Sia C uno spazio topologico compatto, e N c H due sottospazi
chiusi di . Chiameremo sezione NHC del fibrato ¥ su un aperto U
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di X un diagramma commutativo di applicazioni continue

H——¢

h [

I(U, B) - I4(U, E)

(ove © e j sono le iniezioni naturali), tale che per t € N h(t) ¢ la sezione
neutra di I'(U, E). Brevemente indicheremo una tale sezione con f(z, t).
L’insieme delle sezioni NHC di E su U sard denotato Iy, (U, E); &
un sottogruppo chiuso di C(H, I'(U, E)) x C(C, I'«(U, E)), dunque ¢ un
gruppo topologico separato e completo.

Se A & un altro spazio compatto, & facile verificare che

C(4, I'ygo(U, B)) = L'y« aya < axex(Us E) -

Per omotopia NHC fra due elementi g, f € Iyuc(U, E) intenderemo
un elemento he C(I, Iyvao(U, E)), ove I=[0,1], tale che h(0)=g e
h(1)=1.

Associando a ogni aperto U di X il gruppo Iyuc(U, E) si ottiene
su X un fascio di gruppi non abeliani. Denoteremo con Hi, (X, E)
il primo insieme di coomologia non abeliana di tale fascio.

Analoghe definizioni valgono per il fibrato vettoriale F'; in tal caso
Lyuc(U, F) e Iyuc(K, F) sono spazi vettoriali topologici separati e com-
pleti su R.

Lemma 2.1. Sia f(z,t) wn’applicazione continua di H in I'(K, F)
(K compatto di X), nulla per te N. Esiste allora un intorno aperto U
di K in X a-tnvariante, e un’applicazione continua fle,t) di H in
oI'(U, F), nulla per t€ N, tale che per ogni t € H, f(z, t) sia un’estensione

\

di f(x,t). Tale estensione & unica.

DIMOSTRAZIONE. Sia k l'immagine di H in I'(K, F); poiché k ¢
un compatto, per quanto osservato sulla topologia di I'(K, F), esiste
un intorno aperto w-invariante, U di K in X, tale che kcoI'(U, Py
ed & ivi compatto. Ne segue che ’applicazione f di H in oI'(U, Fy
che si ottiene componendo f con iniezione di % in oI( U, F) & continua,
dato che la topologia indotta su k da ”I’(U F) coincide con quella
indotta da I'(K, F). Si pud supporre che ogni componente connessa
di U incontri K; I’unicitd dell’estensione f segue allora dal fatto che
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per ogni te H, f(x,t) & un’estensione di f(x,t). Da cid segue anche
che se per un certo te H si ha f(x, t) =0, & pure f(z,t) =0; dunque
f(z,t) & nulla per te N.

COROLLARIO 2.2. Sia f(x, t) un’applicazione continua di H in f’( U, F)
(U aperto di X), nulla per te N. Esiste allora un intorno aperto Udai U
in X, a-invariante, e un’applicazione continua f(x,t) di H in <I['(U, F),
nulla per te N, tale che per ogni te H, f(x,t) sia un’estensione di
f(x,t). Tale estensione & unica.

I1 corollario segue subito dal Lemma 2.1 grazie all’'unicita della
estensione.
Nel caso del fibrato in gruppi di Lie E si ha

LeEMMA 2.3. Sia f(x,t) un’applicazione continua di H in I'(U, E)
(U aperto di X), neutra per te€ N. Esiste allora un intorno aperto U
di U in X a-invariante, e un’applicazione continua flw,t) di H in
oI'(U, E), neutra per te N, tale che per ogni tc H, f(x, t) sia un’esten-
sione di f(x,t). Tale estensione é unica.

DIMOSTRAZIONE. Grazie all’unicitd, P’asserto & locale in ¢. Si puo
quindi supporre che esista t,€ H tale che la sezione g(x, t) = f(x, £,) ™"
-f(x, t) prenda valori sufficientemente prossimi alla sezione neutra di E
da potersi vedere, tramite I’applicazione esponenziale, come sezione
di F; dal Corollario 2.2 segue che esiste un intorno aperto Udi U
in X, x-invariante, e un’applicazione continua §(x,t) di H in eI'(U, ),
tale che per ogni te H, §(x,t) sia un’estensione di g(x, t).

Sia inoltre f(x, t,) un’estensione di f(x,?,) a un intorno di U in X,
che si pud supporre sia ancora U. Poniamo allora f(x,?)= f(z,t,)-
-§(x, t); si ottiene in tal modo un’estensione di f. Se inoltre si prende U
in modo che ogni sua componente connessa incontri U, tale estensione
¢ neutra per te N e unica.

Ricordiamo il seguente Lemma, dovuto a Cartan ([2], Lemme 3):

LeEMMA 2.4. Sia i: H — C Viniezione canonica. Siano M ed M' due
spazi di Fréchet (su R o C) e p: M — M' un’applicazione lineare continua
surgettiva. Siano f': C - M' e g: H—~ M due applicazioni continue tali
che f'oi = @og. Esiste allora un’applicazione continua f: C — M che
prolunga g e soddisfa alla relazione pof =f'.

Utilizzando tale L.emma si pud provare il seguente:

LeEMMA 2.5. Stano: L un_compatto a-invariante di X, U un aperto
a-invariante di X, tale che U > L, j: oI'(U, F) —cl(U, F) Vinclusione,
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yiole(U, By —oI*(L, F) la restrizione, ¢ j'=roj. Siano a: H —>cI'(U, F)
e b: C—oI'(L, F') due applicazioni continue tali che boi = j' oa. Esiste
allora un’applicazione continua c: C—I(U, F) tale che coi=joa e
roc=~>.

DIMOSTRAZIONE. Poiché r & un’applicazione surgettiva fra spazi
di Fréchet, per il Lemma 2.4 (ove si prenda l'insieme vuoto al posto
di H), esiste un’applicazione continuac’: ¢ —oI(T, F') tale che roc’'=b.
Ne segue

ro(¢'0t) = (roc’)oi =boi=joa=ro(joa)
da cui

ro(¢ ot —joa)=10.

Sia f= ¢'oi—joa: H —°I'(U, F). Ancora per il Lemma 2.4 (pren-
dendo come applicazione di C in GI’C(E, F rapplicazione nulla), esiste
un’applicazione continua ¢”: C —oI'*(U, F) tale che ¢"oi= e roc’=0.

Sia allora ¢c=¢'— ¢". Si ha

coi=2¢0i—¢"0oi=¢0i—f=¢o0i—c oi+ joa=joa

e inoltre

706 =7r0¢' —ro¢"=1r0¢'=0>
e cid dimostra 1’asserto.

§ 3. — Un compatto K di X sard detto speciale se esiste un com-
patto speciale o-invariante K di X tale che K = {reK: alx) = x};
K sara detto una complessificazione speciale o-invariante di K.

Una terna (K, K', K”) di compatti di X sard detta configurazione
speciale di X se esiste una configurazione speciale «-invariante di
prima specie (K, K', K") di X tale che K (risp. K', K") sia la traccia
su X di K (risp. K', K"); 1a terna (K, K', K") sard detta complessi-
ficazione a-invariante di (K, K'y K"). B evidente dalla definizione che
dati comunque tre intorni U, U’, 0" di K, K' e K’ rispettivamente
in X, esiste sempre una complessificazione g-invariante (K, K,R"
di (K,K',K") tale che Uo K, U'>K', U'>K".
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Si ha il
TEOREMA 3.1. Sia N wun retratto di deformazione di C. Allora:

1) Se K é un compatto speciale di X, il gruppo topologico Iyuc(K, E)
¢ connesso per archi.

2) Se K ¢ un compatto speciale di X, ogni f€ Iyuc(K, E) é pro-
dotto di un numero finito di elementi di Iync(K, E) prossimi quanto si
voglia alla sezione neutra.

3) Sia (K,K', K") una configurazione speciale di X. Per ogni
f€lyuo(K' N K", B) esistono f'e€ Iyyzo(K'y E) e f'€ ITyge(K", E) tali che

f=1-0

DIMOSTRAZIONE. Se K & un compatto speciale di X e K & una
sua complessificazione speciale a-invariante, diciamo che K & k-spe-
ciale se K & (k, h)-speciale. Indichiamo allora con (1), e (2); le affer-
mazioni (1) e (2) quando si riferiscano a un compatto K k-speciale
e con (3), l'affermazione (3) quando si riferisca al caso in cui K'N K”
sia un compatto k-speciale. Proviamo allora (1),, indi la serie d’impli-
cazioni:

(1) = (2) =3 = (1)pya -

ProvaA di (1),. Si adatta facilmente la dimostrazione di (1), che si
trova in [2], p. 110, per il caso complesso.

(1)e = (2)x: & ovvio.

(2)r = (3)x: sia felygzo(K'N K", E); in base a (2), si pud scri-
vere f=g,...¢, con g,€ Iyz.(K' N K", E) prossimo alla sezione neutra
quanto si voglia; ¢,,...,9, si possono guardare come sezioni NHC
di F. Utilizzando i Lemmi 2.1 e 2.5 si possono trovare un intorno
aperto o-invariante ¥ di K'N K’ in X, e degli elementi §,,...,§,€
€Ivuc(V, E) che estendono g, ..., g, rispettivamente. Sia (K, K', K")
una complessificazione «-invariante di (K, K', K") tale che K'n K'c
cV. Posto f=4g, ... §,, si ottiene un elemento fetly,o(K' N K", E) che
estende f. Per affermazione (3) della dimostrazione del Teorema 4.2
di [1] si pud scrivere f = f'- (7/)=* con f'e 0l yuo(K, E) e f'e Tyuc(K", E).
Si ha allora f=f'-(f")"! ove f' (risp. f) ¢ la restrizione di f' (risp. ")

a K' (risp. K").

(1) =+ (3)r = (1)i41: anche questa parte della dimostrazione si ot-
tiene agevolmente adattando I’analoga dimostrazione di [2], p. 111.
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Osserviamo che nel corso della dimostrazione abbiamo anche pro-
vato il seguente

LEMMA 3.2. Sia K un compatto speciale di X. Se N ¢ retratto di
deformazione di C, ogni elemento f€ Iyyc(K, E) ammette un’estensione

feTyuo(V, E), ove V ¢ un opportuno intorno aperto o-invariante di K
in X.

Stabiliamo ora il seguente

TEOREMA 3.3. Sia N un retratto di deformazione di C. Ogni f€ Iyuc*
(X, E) ammette un’estensione felyyo(U, E) ove U ¢ un opportuno in-
torno aperto «-invariante di X in X.

DIMOSTRAZIONE. Dal Lemma 4.3 di[1] segue che X é riunione
di una famiglia numerabile (K,),.y 4i compatti speciali, tali che
K,cK,,,. Indicata con f, la restrizione di f all'intorno di K,, pro-
veremo che per ogni » e N esiste un intorno compatto «-invariante,
K., di K, in X, e un’estensione f,e Iy c(K,, B), di f,, in modo che

n
( K,C)(\IZ,,H:K,J\K,,H, e le restrizioni di f, e f.,; 2 K.nK,,,
k=1

coincidano.

Procediamo per induzione su n. Si ottengono K, e f, grazie al
Lemma 3.2.

Supponiamo quindi di aver costruito K,,...,K, e f,, ...,f,,, e Co-
struiamo K,,, e f,,,. In base al Teorema 3.1, (2), si pud scrivere:

fn+1(w’ )= gl(w7 £) ... gﬂ(m7 t)

(per te C e « in un intorno di K,,, in X) ove ¢; € Iyuo(Knpq, E) &
sufficientemente prossimo alla sezione neutra da potersi vedere come
elemento di Iygc(Kn.p, F). Utilizzando il Lemma 2.1, si pud trovare
un intorno compatto o-invariante W di K,,, in X, e delle sezioni
Gu(@, t), ..., §o(x, t), definite per te H e « in un intorno di W, di E,
0-invarianti, continue in x e ¢t e olomorfe in x, che per te H esten-
dano g,(x, 1), ..., g,(®, t) rispettivamente. "
Si puo supporre, restringendo eventualmente W, che sia (UKk) N
k=1

N W = K,N W. Per Dunicita delle estensioni olomorfe si avra allora:
fal@, ) = §i(®, ) ... §,(x, t) Per te H e & in un intorno di K, W. Uti-
lizzando il Lemma 2.5, restringendo ancora, se necessario, W, esten-
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diamo §(#,1), ..., §,-a(®,t) anche per e C, ottenendo degli elementi
di Iyuo(W, B) che estendano g,(z, 1), ..., g,_4(, t).
Poniamo quindi

g, (@, t) per z in un intorno di W, e te H;
(@:(

v §p-1(®, 8)) ~1f.(x, 1) Per z in un intorno di

K,,ﬁWeteC;

g,(®,t) per x in un intorno di K,,, in X e teC.

,(7,',(90, )=

Si pud trovare un intorno compatto a-invariante W' di K,,, in
X, W c W, tale che d»(x,t) per z in un intorno di W' prenda valori
sufficientemente prossimi alla sezione neutra di £ da potersi vedere
come applicazione a valori in F. Posto allora L= (K N W) vk, +19
d,(x, t) definisce, per t € H, un’applicazione continua a: H —°I( W', F)
e per te € un’applicazione continua b: C —oI*(L, F) che soddisfano
alle ipotesi del Lemma 2.5. Grazie a tale Lemma, si pud estendere
J,(,t) a un elemento di oIvuc(W', F), e quindi, per trasporto tramite
’applicazione esponenziale, a un elemento di ®Iy;c(W', £) che deno-
tiamo §,(x, t). Poniamo allora per e C e x in un intorno di W'

f,,“(w, 1) = gi(x, t) ... Gu(a, T) .

Posto K,,,= W', & chiaro dalla costruzione che f,,, e f, coinci-
dono su K,nK,,,.
Con ci¢ ¢ provato il Teorema.

COROLLARIO 3.4. Se N ¢é un retratto di deformazione di C, il gruppo
topologico Iyyc(X, E) é connesso per archi.

DIMOSTRAZIONE. Sia f€ Iyuo(X, E); per il Teorema 3.3 esiste una
estensione fe °Iyuo(U, B) di f a un opportuno intorno aperto «-inva-
riante U di X in X. Si pud supporre U di Stein, onde per il Teo-
rema 4.2, (i) di[1], esiste un’omotopia G(w,t, u)€®lyqmo (U, E) che
lega f alla sezione neutra. La restrizione di G a X fornisce allora una
omotopia NHC che lega f alla sezione neutra in Iy,(X, E).

TEOREMA 3.5. Sia N wun retratto di deformazione di C. Ogni ele-
mento di Higo(X, E) si estende a un elemento di OHiryo(U, E) ove U ¢
un opportuno intorno o-invariante di X in X.
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DIMOSTRAZIONE. Sia (f;;) un cociclo NHC associato a un ricopri-
mento (U,);e; di X; & allora f,,€ Iyue(U,N U,, E). Si pud supporre
senza restrizione di generalita che I —= N, che il ricoprimento (U,) sia
localmente finito, che ogni U, sia relativamente compatto e che ogni f,;
sia definito nell’intorno di U, ﬁ U,.

Applicando il Lemma 2.3 & possibile trovare un intorno aperto
«-invariante ¥ di X in X, un ricoprimento aperto di Stein localmente
finito (V,);c; di V, tale che per ogni icI V,oU,, e per i,jel delle
estensioni f;;(x, t), 0-invarianti, di f,,(», t), definite perte Hexe V;,Nn V,,
continue in « e ¢ e olomorfe in x, che soddisfano alle condizioni

(%) Ful@, t) = fulm, O)f 2, t) per e V.n VNV, etecH.

Bisogna allora estendere le f,;(x,t) anche per valori di te C, restrin-
gendo eventualmente ¥V, in modo che le (%) rimangano verificate.

Per far cid, procederemo per induzione. Supponiamo che si siano
trovati degl’intorni aperti di Stein e o-invarianti U,, ..., U,di U,, ..., U,
rispettivamente, e per i,j<n delle sezioni f(z, t)e"I’NHC(ﬁ N U,,E)
che estendano le f,(x,t) e che soddisfino alle (x) per %,j, k<m. Cer-
chiamo allora un intorno aperto di Stein e a-invariante l7,,+1 di U, 1
e per ogni j <n una sezione f, +1,(@, t) ef’FNHc(ﬁ g1 N U i E) che estenda
faia,:(®, t) e che soddisfi alle condizioni (%) con t=n-+1 e j, k<n.
Su I7,,+1n U, e definita, per ¢ € H, la sezione Fu +,,,(w, t). Supponiamo
di aver trovato f,,+, i@, t) per te C e per j<k (k< m) e cerchiamo
fn+1 r41(®, 1) per te C (2).

Come conseguenza del Corollario 3.4 si pud scrivere:

fn+1,k+l(w7 1) = gi(®, ) ... go(@, t)

ove gy ...y 9o€ Iync(Uni1 N Uyyny E) sono sufficientemente prossimi alla
sezione neutra da potersi vedere come sezioni NHC di F. Restringendo,
se necessario, V,., e U1 (?), mediante il Lemma 2.1 si possono tro-

(1) Si fa cioé un’induzione all’interno della prima induzione. Si noti che
i passi iniziali delle due induzioni sono implicitamente contenuti nei passi
successivi.

() Qui e nel seguito si presenta la necessitd di restringere, oltre che ¥,,,,
anche quelli tra gli U; (j<k -+ 1) che incontrano ¥,.,. Ma poicheé il ricopri-
mento (V,),c; & localmente finito, in realtd ogni U; (j € I) viene, in definitiva,
ristretto solo un numero finito di volte.
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vare delle sezioni §,(, t), ..., §,(, t), definite per te H e v Ve 0T k419
@-invarianti, continue in z e ¢ e olomorfe in x, che per ¢t € H estendano
9.(z, 1)y ..., g,(x, t) rispettivamente. Per l’unicitd delle estensioni olo-
morfe si avra

fn+1,k+1(w1 1) = g~1(w’ t) ... _(7,,(:0, ?)

per teH e ze V, N U,y
Restringendo ancora se necessario V,,, e U,,,, estendiamo mediante
il Lemma 2.5 §,(2, ), ..., J,-1(, t) anche per t e O, ottenendo degli ele-
menti di 0Luc(VayrN [sj r+1, B) che estendono g,(z, 1), ..., g,_.(x, t).
Posto, per semplificare le notazioni

F@,t) = (§ulo, 1) ... Jos(@, 1)) !
sia

F(@, 1) furra(@, 0) Foiia(@, 1)
per teCe 2V, ,NnU...NnT,;

g’l(x, )= F(my t)'ffH-l,k(x’ t)'fk,k+1(w’ 1) _
? per teCe eV, ,NnU,.,NnT,;

Jo(z,t) per te H e e VarD ﬁk+1;
g.(x,t) per teC e 2€U,. ;N U, .

Restringendo eventualmente Vi e Uy,y..., U, () si pud supporre
che §,(z,t) prenda valori sufficientemente prossimi alla sezione neutra
di £ da potersi considerare a valori in #. Procedendo come nella dimo-
strazione del Teorema 3.3 (servendosi del Lemma 2.5) e salvo un ulte-
riore restrmglmento, si puo estendere g,,(ac, t) a una sezione §,(x,?t) e
€ Tvuo(VasaN Uypy, B). Sipud porre allora U1 = V.5 € oy, ,m(x, )=
= §\(@, t) ... §,(x, t) ottenendo la sezione f,; x11 € yro(Tnir N Usysy E)
cercata.

COROLLARIO 3.6. Se N ¢é un retratto di deformazione di C, si ha
Hipo(X, B)= () .

(®) Vedi nota precedente.
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DIMOSTRAZIONE. Ogni elemento di HNHC(X E) si estende per il

teorema precedente a un elemento di ¢H (U, E) con U intorno aperto

a-invariante di X in X. Si puod supporre che U sia di Stein. Il corol-
lario ¢ allora conseguenza del Teorema 4.2, (iii), di[1].

§ 4. - Sia P uno spazio fibrato E-principale su X (per la defini-
zione si veda [2], p. 100). Si ha allora, come nel caso complesso:

TEOREMA 4.1. Ogni sezione continua di P su X ¢ omotopa a una
sezione amalitica.

DIMOSTRAZIONE. Si procede esattamente come in [2], dimostra-
zione del Théoréme 1 bis, utilizzando il Corollario 3.6.

TEOREMA 4.2. Sia (U;) un ricoprimento aperto di X. Siano due
cocicli amalitici f,;: Uy;—~E e g,;: Uy —~E(U;= U,N U,). Se esistono
delle sezioni continue c¢;: U;— E tali che g,;,= (¢,)" fi;¢; in Uy, esi-
stono anche delle sezioni analitiche che soddisfano alle stesse relazioni.

DimoSTRAZIONE. Il teorema risulta dal precedente come in [2] il
Théoréme A si deduce dal Théoréme 1 bis (v.[2], p.102).

TEOREMA 4.3. Sia X ricoperto da aperti U, tali che U, sia un com-
patto speciale. Sia un cociclo continuo f;;: U,;— E. Esistono allora delle
sezioni continue ¢;: U, — K tali che il cociclo ¢,;,= (¢;)"1f;;¢; sia ana-
litico.

DiMoSTRAZIONE. Come in [2], p. 106-109, dimostrazione del Théo-
reme B, utilizzando il Teorema 4.1.

Indicando con &* (risp. &°) il fascio dei germi di sezioni analitiche
(risp. continue) di E, i Teoremi 4.2 e 4.3 si possono riassumere nel
seguente:

TEOREMA 4.4. L’applicazione naturale HY(X, &) —~ HY(X, &°) ¢ biget-
tiva.
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