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REND. SEM. MaT. UN1v. PADpOvVa, Vol. 53 (1975)

Kommutatorbeziehungen in Ringen der Charakteristik 0
mit Einselement und ihren Einheitengruppen.

WALTER STREB (*)

1. Einleitung.

Sei R ein Ring mit Einselement 1 und G die Gruppe seiner Einhei-
ten. R heilt G-Ring, wenn R als Ring von G erzeugt wird. R besitzt
endliche Klasse, wenn es eine Folge A,, 0<i<n von Idealen von R
gibt, so daBl 4,=R, A,=0, A, ;CA, und RoA,CA, , firo<i<mn.
Hierbei ist

aob:= ba—ab fir a, beR,

AoB:={acblac A, beB} fir A,BCR.

2. Anmerkung.

Ublich ist eigentlich die Notation aob:= ab—ba. Bei Iterierung
alterniert aob:= — (ab— ba) gegeniiber der iiblichen Notation. Dies
entlastet die Darstellung der Beweise der Lemmata 1 und 5 wesentlich.

G heilt stark nilpotent (bzw. stark auflosbar), wenn es eine Folge N,
0<i<n von Normalteilern von ¢ gibt, so da Ny=@G, N,=1, N, ,C
CN;,und Ge N,CN,,, (bzw. N;« N,CN,,,) fiir 0<¢<n. Hierbei ist

geh:=g'h'gh fir g, he@,
AeB:={aeblacA,beB} fir A,BCG.

(*) Indirizzo dell’A.: D-43 Essen, Henri-Dunant-Str. 65, Universitit Essen,
Fachbereich 6, BRD.
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In [3; Satz 5, S. 320 und Satz 6, S. 324] wurde gezeigt:

(T) Ein G-Ring R ist ein Ring endlicher Klasse genau dann, wenn G
stark nilpotent und das von EoR erzeugte Ideal R’ von R nil-
potent ist.

(II) Ein G-Ring R besitzt einen nilpotenten assoziierten Lie-Ring
genau dann, wenn G stark nilpotent und das von Ro(RoR)
erzeugte Ideal R” von R nilpotent ist.

Diese Ergebnisse kénnen mit einem neuen Beweisansatz fiir Ringe
R der Charakteristik 0 wesentlich vertieft werden. Hierbei besitzt
ein Ring R die Charakteristik 0, wenn fiir ganze Zahlen » und re R
aus nr = 0 stets n = 0 oder r = 0 folgt. Im folgenden sei R immer
stillschweigend ein Ring der Charakteristik 0 mit Einselement 1 und G
seine Einheitengruppe.

Fiir G-Ringe R gilt:
(IIT) R ist Ring endlicher Klasse genau dann, wenn R’ beschrinkt

nil und G stark nilpotent ist.

(IV) R besitzt einen nilpotenten assoziierten Lie-Ring genau dann,
wenn R” nil und G stark nilpotent ist.

Ohne die Voraussetzung, G-Ring zu sein, gilt:

(V) R’ ist nilpotent genau dann, wenn R’ beschréankt nil und G
stark auflésbar ist.

(VI) Ist @ stark auflosbar, so besitzt E einen auflosbaren assoziier-
ten Lie-Ring genau dann, wenn R’ nil ist.

(VII) Ist @ stark auflosbar, erfiillt G die beschrinkte Engelbedingung
und ist R’ nil, so besitzt R’ einen nilpotenten assoziierten Lie-
Ring und ist R’ nilpotent.

Die Sétze (III)-(VII) basieren auf den folgenden Aussagen (VIII)
und (IX): Mit den Symbolen » und o bildet man rekursiv die Menge
K der formalen Kommutatoren:

veK. Mitf,geK ist (fog)eK.

Durch die formalen Substitutionen » -~ R und o —o (bzw. v—> G
und o —e¢) wird jedem Element f von K eine Teilmenge fz von R
(bzw. fq von @) zugeordnet, wobei die Klammersymbole wie iiblich
die Reihenfolge der Operationen o (bzw. ¢) festlegen.
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Wir sagen, in R (bzw. @) gelte die Kommutalorbeziehung =0

(bzw. f=1), wenn fr=0 (bzw. f,=1) und zeigen:
(VIII) Gilt in G die Kommutatorbeziehung f=1, so gilt in jedem
nilen Unterring § von R die Kommutatorbeziehung f=0.

(IX) Giltin G die n. Engelbedingung, so gilt in jedem nilen Unterring
S von R die n. Engelbedingung.

Hierbei gilt in G (bzw. R) die n. Engelbedingung, wenn

(((geh)eh)...eh)e h=1 fir alle g,he@

n-mal

(bzw. (((aob)ob)...ob)ob =0 fiir alle a,beR).

n-mal

Herrn Professor Dr. H. Heineken danke ich fiir kritische Anmerkun-
gen, durch die diese Note ihre jetzige Gestalt erhalten hat.

3. Beweisteil.

Wir zeigen zunédchst (III)-(VII) mit (VIII) und (IX):

Zuw (IV): Nach (II) gilt die rechtsseitige Implikation. Links-
seitige Implikation: Wegen (VIII) besitzt R” einen nilpotenten asso-
zijerten Lie-Ring. Nach [5: Lemma 9 und Satz 1] ist dann R” nil-
potent. Mit (IT) folgt die Behauptung.

Zu (V): Die rechtsseitige Implikation ergibt sich mit [3; Satz 4,
S. 318]. Linksseitige Implikation: Wegen (VIII) besitzt R’ einen
auflosbaren assoziierten Lie-Ring. Nach [4; Lemma 5 und Satz 6]
ist R’ nilpotent.

Zwy (IIT): (I) erbringt die rechtsseitige Implikation. Linksseitige
Implikation: Nach (V) ist R’ nilpotent, also wegen (I) R Ring end-
licher Klasse. \

Zw (VI): Die rechtsseitige Implikation folgt mit [4; Satz 4]. Links-
seitige Implikation: Nach (VIII) besitzt R’, also K einen auflésbaren
assoziierten Lie-Ring.

Zu (VII): Wegen (IX) erfiillt R’ die beschrinkte Engelbedingung.
Mit (VIII) folgt, daBl R’ einen auflésbaren assoziierten Lie-Ring be-
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sitzt. Nach [1; Theorem 1, p. 9] besitzt R’ einen nilpotenten assoziierten
Lie-Ring. Wegen [5; Lemma 9 und Satz 1] ist R" nilpotent.

Wir zeigen (VIII): Die folgenden ringtheoretischen Vorbereitungen
stiitzen sich auf [2; 8. 559-563] mit nachstehenden Anderungen und

4. Erginzungen.

N  Menge der natiirlichen Zahlen.

Z  Menge der ganzen Zahlen.

|M| der von der Teilmenge M eines Ringes S erzeugte Modul.
X  Menge der Unbestimmien xy, Ty, %3, ...

xP Menge der formalen Potenzprodukte x; . ...x; in den Unbe-
stimmten der Menge X.

F  Formenring (Algebra iiber dem Ring Z mit der Basis xP). Die
Elemente von F heilen Formen.

F, zu einer Algebra mit Einselement 1 erweiterter Formenring.

Fir Elemente von Z bzw. yxP bzw. F' verwenden wir die Zeichen
i, j, k, l, my » bzw. o, 0, 7, bzW. a, f, y, 0, €.

Jede Form a 540 besitzt eine (bis auf die Reihenfolge der Sum-
manden) eindeutige Darstellung als Linearkombination

!
(1) «= X m;x; mit 05~n,€Z und paarweise verschiedenen «, € xP.
i=1

Fir eine Form « wird auch genauer das Zeichen o(x,,...,%,) ver-
wendet, wenn in der Darstellung (1) von « hichstens die Unbestimmten
x;, 1<i<n wirklich erscheinen. «(w,,...,%,) heit homogen, wenn es
0<k;eZ, 1<i<n gibt, so daB in jedem Potenzprodukt der Darstel-
lung (1) von o die Unbestimmte x; genau k;,-mal vorkommt fir 1 <i<n.
Ist B(xy,...,®,) eine weitere homogene Form, so heilen o« und g ver-
wandt, wenn in jedem Potenzprodukt der Darstellung (1) von g die
Unbestimmte «; ebenfalls genau k;-mal vorkommt fiir 1<<i<n.

Jede Form o0 besitzt eine (bis auf die Reihenfolge der Sum-
manden) eindeutige Darstellung als Summe

l
(2) a= > a; mit paarweise nicht verwandten homogenen Formen o, 0.
i=1
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Seien M,;, 1<i<n Untermoduln von R und y(,...,x,) € F. Fir
jede Wertereihe r, € M,, 1 <i<n stellt der durch die formalen Substi-
tutionen ,—r;, 1<i<n gebildete Ausdruck y(r,,...,r,) ein Element
von R dar. Wir sagen, in R gelte beziiglich M;, 1<i<n, das Gesetz
y(@yy ..., @,) = 0, wenn fiir jede Wertereihe r, € M,;, 1<i<n, die Gleich-
ung p(riy ..., r,) = 0 erfiillt ist. Wir sagen, in R gelte das Gesetz y = 0,
wenn in R beziiglich M,;:= R, 1<i<n, das Gesetz y = 0 gilt. Sinn-
gemiBe Ubertragung von [2; 1. Beweisschritt zu Satz 3, S. 568]
liefert:

BEMERKUNG 1. In R gelten beziiglich M,, 1<i<n mit dem Gesetz

l
y(@1y ..., @,) = 0 auch alle Gesetze y, =0 der Darstellung (2) y = > y,
von y. =1
Den formalen Kommutatoren entsprechen beziiglich der Anwend-
ung auf Ringe die folgenden Ringkommutatoren. Wir definieren fiir m,
n €N mit m <n rekursiv Teilmengen X (m,n) von F:

Xm,m+1)={w,}.

Fir n—m>2 sei aeX(m,n) genau dann, wenn es ¢ € N gibt mit
m<i<m, so dafl o= foy mit feX(m,) und ye X(i,n).

5. Gruppentheoretische Vorbereitungen.

Mit der Menge U der Unbestimmten ¥, 21, ¥ss %2y %3, 23, ... bilden
wir analog [2; S. 560] die Menge P der formalen Potenzprodukte
Uy Uy ... U, Mit u, € U, 1<i<n in den Unbestimmten der Menge U
und erklédren eine Bijektion von P auf ;P durch folgende Festsetzungen:

Yo §ii=2y R ZI=Yiy, QUi @Y=, GRi—>GR = Y

fiir alle e N und @ e P.

Man erhilt demnach das Bild ¢ von y € yP, indem man die Rei-
henfolge der Unbestimmten spiegelt und die Substitutionen y,-—>z;
und z;— y, fir alle in v vorkommenden Unbestimmten ausfithrt. Fiir
Elemente von P will ich die Zeichen ¢, p, y verwenden.

Wir setzen

peoy:=gppy fir ¢, peyP.
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Das Symbol « beschreibt gleichzeitig die Kommutatorbildung in G.
Verwechslungen schliet der jeweilige Zusammenhang aus.

Den formalen Kommutatoren entsprechen beziiglich der Anwend-
ung auf Gruppen die folgenden Gruppenkommutatoren. Wir definieren
fiir m, n € N mit m <n rekursiv Teilmengen U(m,n) von pP:

Um,m—+1)= {yn} .

Fir n—m>2 sei ye U(m, n) genau dann, wenn es 4 € N gibt mit
m<i<n, 8o dal y =g@ey mit pe U(m,s) und ype U(s, n).

Fiir g€ yP will ich auch genauer das Zeichen @(¥m, Zmy .-y Yny 2x)
verwenden, wenn in ¢ hdchstens die Unbestimmten ¥,, Zm, .oy Yn, 2n
wirklich erscheinen. Fiir jede Wertereihe g, € G, m<i<n stellt der
durch die formalen Substitutionen y,—g, und z;— ¢;%, m<i<n, ge-
bildete Ausdruck ¢(gm, g’y -3 gns gn') Wiederum ein Element von G
dar. Wir sagen, in G gelte das Geselz @(Ymy2my ...y Yny 2n) = 1, Wenn
fiir jede Wertereihe g,€ G, m<i<n die Gleichung

‘P(!Im, g;;l’ ceey Gny g;l) =1
erfiillt ist. Man zeigt leicht

BEMERKUNG 2. Sei (m,n, 1, ¢, y, ) ein 6-Tupel mit m,n, ¢t € N,
m<i<n, peU(m,i), peU@{,n) und y =¢eyp. Dann ist genauer

P =@Ums®my ey Yic1yZic1)y Y= PYiy Ziyeeey Yno1y Zng) UDA X = Y (Ym,
Zmy-ery Yn_1y #n_a). FUr beliebige g,e @G, m<j<n—1 gilt

@(m s 9;1, ceey Jicay gi_-ll) * 9(gs ngly cevy Gno1y g;—{l) =
= x(gm; gﬁl, cery Gno1y 9;11) .

6. Vererbung der Kommutatorbeziehungen von G auf R.

Man sieht unmittelbar ein, dafl es genau eine Bijektion

r:- Yy om,n)— U X(m,n)

m,neN m,neN

gibt mit den ERigenschaften I'(y;) = 2, und

I'(pey)=I'(p)o(y) fiir alle ie N und ¢, pe |J Ulm,n).

m,neN
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BEMERKUNG 3. Sei S niler Unterring von R. Wir erklidren einc
Abbildung @: § — N:

O0)=1. Fir 0#se 8 sei O(s) die grofite natiirliche Zahl n,
fiir die s»£0. 1
Wegen (1-—3)(1~|—zsi)=] fir alle s€8 und 1>06(s) ist die
=1

multiplikativ abgeschlossene Menge 14 §:= {1 + s|se S} Untergruppe
von G.

Fir beliebige 1 € N definieren wir eine durch Bemerkung 3 moti-
vierte Abbildung A4;: ;P — F,. .

Durch die formalen Substitutionen y,—~1—2, und 2z,—1+ > (a,),

=1
m<i<n wird dem Element @(¥., &m,..., Yu, @) von yP das Element
oLy ...y &,) Von F, zugeordnet. Wir setzen A;(¢):= «.

Sei J derjenige Untermodul von F, welcher wvon allen Potenzpro-
dukten aus xP erzeugt wird, in denen mindestens eine Unbestimmie
wenigstens zweimal vorkommt. J ist Ideal von F,. Beziiglich Lemma 1.(¢)
beachte man, daB fiir homogene Formen, speziell also fiir Ringkommu-
tatoren o und f gilt: ax, afaed.

LEMMA 1. Im folgenden verstehen sich alle Kongruenzen modulo oJ.
Fiir m,ne N mit m<n, le N und ye U(m, n) gilt:

(@ () =1—T(y) wund A7) =1+ Iy.
(b) Mit (a) folgt unmittelbar 1 — A,(x)eF.
Induktionsbeweis zu (a): Fir an—m =1 gilt A,(y,)=1—u, =
=1—1I'y,) und Az<z7m)=A,(zm):1+§(wm)"zl+wm:1+ I'(y).

Wir schlieBen von n —m<k auf n—m =5k 1: Sei y € U(m, n) und
n—m = k4 1. Es gibt ein Tripel (i, ¢, ), so daB i e N, m <i <<,
peU(m,i), ye U(i,n) und 3= @ep, wobei { —m<k und n —i<k.
Nach Induktionsannahme gilt

A(x) = Al e p) = AU@Pey) = Ai(P) Au(P) Ailg) Ai(p) =
(14 I'(@) (1 + I'(w)(1 —I(g)) (1 —I'(y)) =:a.

Die Berechnung von « nach den Distributivgesetzen erbringt mit
() I'p)I'e)=T'p) ') =) ') I(g)=T(y)I'(g) I'y)=0
die Kongruenz a=1—1I(g)ol(y)=1—1I(y).



112 Walter Streb

Nach Induktionsannahme gilt bei Beachtung von geyp =yegp
entsprechend

Az(f) =A(peg) = Az("/" @) = 1"‘1-'(1/’)°F((P) =
— 1+ I'(g)oT(y) = 1+ I'(y).

LeMMA 2. Seien M,;, 1<i<n Untermoduln von R,le N und
peU@,n+ 1). Dann ist genauer ¢ = @(¥;, 21y .5 Yny Zn)-

(@) Also erscheinen in der Darstellung (1) von 1 — 4,(¢) héchstens
die Unbestimmten z,, 1<i<n.

In R gilt beziiglich M;, 1<i<n mit dem Gesetz 1 — 4,(¢) =0
(sieche Lemma 1.(b)) auch das Gesetz I'(¢)= 0.

BEwErs. Da I'(p) Element von X(1,n -+ 1) ist, treten in jedem
Potenzprodukt der Darstellung (1) von I'(p) genau die Unbestimmten
x;, 1<i<nauf, wobei jede dieser Unbestimmten genau einmal erscheint.
Nach Lemma 1 gilt I'(¢) =1— 4,(p) modulo J. Folglich erscheinen
in der Darstellung (1) von 1 — A,(¢) neben den Potenzprodukten der
Darstellung (1) von I'(p) nur noch Potenzprodukte, bei denen mindestens
eine Unbestimmte wenigstens zweimal vorkommt. Demnach tritt I'(p)
in der Darstellung (2) von 1 — A,(p) als Summand auf und ist nach
Bemerkung 1 Gesetz in R beziiglich M,, 1<i<mn.

LeMMA 3. Sei S niler Unterring von R und ¢ U1, n+ 1):

Gilt in der multiplikativen Gruppe 14+ § (Bemerkung 3) das
Gesetz ¢ =1, so gilt in 8 das Gesetz I'(¢p)=0.

BeEwErs. Fiir 0scmeZ und se S gilt stets
(@) O(ms) = O(s) .

Seien s; €8, 1<i<n beliebig aber fest gewidhlt und ! das Maximum
der Zahlen 6(s;), 1<i<n. Nach Bemerkung 3 und (a) ist

1
() A—r)t=1+ > (r,) fir alle r;els;|, 1<i<n.

i=1

In der Gruppe 1+ S gilt das Gesetz ¢ = 1. Also gilt wegen (b)
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und Lemma 2.(a) in R beziiglich |s;|, 1<i<n das Gesetz 1 — A,(p) = 0,
folglich nach Lemma 2 das Gesetz I'(p) = 0. Da in der Darstellung
(1) von I'(p)e X(1, n+ 1) genau die Unbestimmten »,, 1<i<n auf-
treten und s, € 8, 1<i<n beliebig gewahlt sind, gilt in S das Gesetz
I'(g)=o0.

Die Gleichwertigkeit formaler Kommutatoren mit Ring- bzw.
Gruppenkommutatoren beziiglich der Anwendung auf Ringe bzw.
Gruppen bestimmt je eine Bijektion von K auf |J X(1,n 4 1) bzw.

neN

U U@1,n+1). Bei Beachtung von Bemerkung 2 ergibt sich (VIII)
neN
unmittelbar aus Lemma 3.

Wir zeigen (IX): Rekursiv werde definiert:
ayi=x, und a,.:= a0, by:=y, und b, :="Db;ey,.
Sei
l
ei=1+ 2(@'2)5’
=1

Q die Menge aller Potenzprodukte in den Unbestimmten der Menge X’
in denen die Unbestimmie x, wenigstens zweimal vorkommt,

Q= {o(®;)" 7|0, TEXP} fir meN,

Ini=QU@,|. J, ist Ideal von F, fiir alle meN.

Im folgenden verstehen sich alle Kongruenzen modulo J,.;.

LemMaA 4. Fiir alle [, ne N gilt:

(@) A7) Ai(ys) = Au(y,) A(He) =1 .
() A,(En) Ay(by) = Al(bn)Al(gn) =1.

BEwEIS. Man bestitigt unmittelbar (a) und (b) fir » = 1.
Induktionsschlufl zu (b): Wir schlieBen von =4 auf n =47 1

bei Verwendung von b, ,=Db, ey, = ¥se b;= #2095 b,:

4 Z(Ei-;-l) 4 l(bi+1) =4 z(gzgi?/z b;) 4 1(51' Ya bi?/z) =
Az(gz)Az(gi)Az(?/z)Az(bi)Az(Ei)Az(gz)Az(bi)At(?/z) .
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Der letzte Ausdruck ist kongruent 1, da je zwei symmetrisch ste-
hende Faktoren nach Induktionsannahme und (@) kongruent 1 sind.

Entsprechend zeigt man A,(b;,4)4,(b;s) =1.
LeEmMA 5. Fir alle [, ne N gilt:

(@) A, (b)) =1—(c))"'a, und A,(,) =1+ (c))"'ay,.

(b) Mit (@) folgt unmittelbar 1— A4,(b,)eF.
BewEers. Es gilt
(¢) 1— Al(Ei)Al(gZ)Al(yZ)Al(bi) =0.

da nach Lemma 4 symmetrisch stehende Faktoren des Subtrahenden
kongruent 1 sind,

(d) (1 — (Ct)i—lai)°(1 — &) = (€))7 (@;0%,) = (€)' iy,

(€) (cr)tay(e)a; =0,

da in jedem Potenzprodukt der Darstellung (1) der Faktoren a; und
@;,, die Unbestimmte x, vorkommt.

Man priift (a) sofort fiir » =1. Wir schlieflen fiir (a) von n =+
auf n =14 1:

i

Ai(bipr) = Aubi G2 biys) = A1(:) Au(Fa) Au(b:) Au(ys)

—~
<

C

144 1(51) A4 (Y2) Vil (b)) Ai(ye) — il l(gi) | W#) 4 W(Y2) A,(b;) =
L—A44(0:) AuF) (A1(bi) o Au(y2))

(Ann)

1— (14 () tai)e((1—(e) " a))o (1 —a,)) @

1— 1+ (e)tas)(e) @ipa (e;) 1—(c)iaip .

Entsprechend zeigt man Al(5i+1) =14 (¢;) @iy
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LEMMA 6. Seien M;, 1<i<2 Untermoduln von R,Il,n €N und
(1)1 =0 fiir alle r,€ M,. Wegen b, = b,(y,, 21, ¥, 2;) gilt:

(@) In der Darstellung (1) von 1— A4,(b,) erscheinen hochstens die
Unbestimmten z;, 1<i<?2.

In R gilt beziiglich M,, 1<i<2 mit dem Gesetz 1 — 4,(b,) =0
(siehe Lemma 5.(b)) auch das Gesetz a,=0.

BeEwErs. Nach Lemma 5.(a) gibt es (=, x,) € |@Q| und e(xy, 2,) €
€1Q:], 80 daB

Q) 1—A,b,) = (c)"an+ 6+ ¢.

Aus (r,)41= 0 folgt e(ry, r,) = 0 fiir alle r;e M,, 1<i<2. Wegen (b)
gilt in R beziiglich M,, 1<i<2 mit den Gesetzen 1— A,(b,)=0
und ¢ =0 auch das Gesetz (¢;)*'a,+ 6 =0. Da a, in der Darstel-
lung (2) von (¢;)"'a,+ ¢ als Summand vorkommt, gilt nach Bemerk-
ung 1 in R beziiglich M,, 1<i<2 das Gesetz a,= 0.

Ubertriigt man schlieBlich bei Verwendung von Lemma 6 (anstelle
von Lemma 2) sinngeméf den Beweis von Lemma 3 fiir n =2, so
erhilt man

LEMMA 7. Sei 8 niler Unterring von R. Gilt in der Untergruppe
14 8 (Bemerkung 3) von G das Gesetz b,=1, so gilt in 8 das Ge-
setz a,= 0. Hiermit ist (IX) bewiesen.
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