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REND. SEM. MaT. UN1v. PADOVA, Vol. 52 (1974)

Operatori pseudo-differenziali anisotropi
su varieta fogliettate.

CESARE PARENTI (*)

Introduzione.

Scopo di questo lavoro ¢ mostrare che (certe) varietd fogliettate
costituiscono la classe naturale di varieta differenziabili sulle quali
definire un’algebra di operatori pseudo-differenziali (O.P.D.) anisotropi
che contenga gli operatori differenziali quasi-ellittici.

11 calcolo simbolico locale per O.P.D. anisotropi (cfr. [8], [9], [10])
¢ una generalizzazione naturale del caso isotropo (cioé omogeneo);
per quanto riguarda i cambiamenti di variabili si incontra invece una
ben nota difficoltd giacché gli O.P.D. anisotropi non si conservano per
cambiamenti qualunque di variabili. Lie varieta differenziabili sulle
quali trasportare tali operatori non possono essere, di conseguenza,
qualunque e, per quanto ci risulta, sono state considerate sinora solo
varietd prodotto che costituiscono, evidentemente, una classe troppo
ristretta.

Nel presente lavoro viene determinata una classe di cambiamenti
di variabili che conservano certi simboli anisotropi e si mostra come,
in un senso opportuno, tale classe sia la pil ampia possibile. Si gene-
ralizzano cosi alcuni risultati di [2]. Seguendo [6] si costruisce poi
un’algebra di O.P.D. (in R") e se ne mostra l’invarianza per quei
cambiamenti di coordinate. Infine si trasportano, nel modo consueto
(efr. [1]), tali operatori su quelle varietd senza bordo dotate di un

(*) Indirizzo dell’A.: Istituto Matematico « S. Pincherle» - Piazza di
Porta 8. Donato, 5 - 40127 Bologna.
Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.A.F.A. del C.N.R.
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atlante i cui cambiamenti di coordinate sono del tipo anzidetto. E inte-
ressante, a nostro avviso, notare come tali varietd siano precisamente
delle varieta fogliettate (cfr. [4], [3]) e che, di pill, P'esistenza su una
varieta di operatori differenziali di un certo tipo implichi che la varieta
¢ fogliettabile.

In particolare, & possibile costruire un operatore tipo « calore » su
ogni sfera di dimensione dispari, grazie ai recenti risultati di [14],
mentre cid ¢ impossibile sulle sfere di dimensione pari.

Le notazioni usate sono standard (cfr. [7]).

Desidero infine ringraziare A. Cavallucci per aleuni utili suggerimenti.

1. Simboli anisotropi.

Supponiamo assegnati N interi positivi m,,...,my e poniamo
m:ma’pxmj, 4= (qqy ..., qy) = (m[my, ..., m/my). Se &€ R, definiamo
N
&ly= > |§]|"e (mentre |£| indichera, come di consueto, la norma eucli-
i=1
dea di £&).

DEFINIZIONE 1.1. Sia X un aperto R* e y un numero reale; indi-
chiamo con

S#a(X X RY)
lo spazio delle funzioni complesse p € C°(X X RY¥) tali che per ogni

coppia di multiindici «, § e per ogni compatto Kc X esiste C,p5,>0
per cui

(1.1) |DEDEp(w, £)| < Copr(L + [E|)H 60

N
uniformemente su K e per ogni & RY ((ﬂ, Q= Zﬁ,-q,-)-
i=1

Se d,, d, sono interi positivi con
84X X RY; dy, dy)
indicheremo lo spazio delle matrici
p=(pmx) j=1,..,d; k=1,...,d,

con p;, € 8“YXXRY) per ogni j e k. m
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Si intende di munire 8#4X X R¥; d,, d,) della topologia indotta dalle
seminorme associate in modo naturale alle (1.1). Con cid si ottiene
uno spazio di Fréchet (spazio dei ¢-simboli (matriciali) d’ordine ).
Se confrontiamo le classi S*¢ con le classi Sys di [5] troviamo

(1.2) 8#9(X X RY) <> 8 (X X RY)

con g= mfmx Ul 0= 1/mjaJx q;. Si osservi che (1.2) & la migliore in-

clusione possibile ed inoltre o =1 se e solo se m; =...= my. Al so-
lito, si porra
(13) §—a — n Qe ; Qoo — U NG

w 1

con le loro topologie naturali. Si dira che due simboli p, p’'€ 8°4X X RY;
d,, dy) sono equivalenti, e 8i scriverd p~p’, se

p—p €8 YXXRY; d,, dy).

Sia p;, j= 0,1, ... una successione di numeri reali per cui y; -— oo
e sia p;e S“YXXRY;d,,dy), j>0; posto w,=maxy;, k=0,1,...,
ik

diremo che p € 8¥4X X R¥; d,, d,) ha lo sviluppo asintotico > p;, e

scriveremo p~ > p;, se i>0
i>0

(1.4) p—zkp,-eS”l'““(XXRN;dl,dz), kF=1,2,...
i<

Abbiamo il

TEOREMA 1.1. Assegnata la serie formale Y p;, p;€S“9X XRY;
=0
dyy d;), con p;—>—oo, e posto = Max g; (k=0,1,...), esiste
1=
peS*YX X RY; d,, d,), univocamente determinato modulo 8~>¢, taie
che p~> p;.

=0

Prova. Esattamente come per il Teorema 2.7 di [5]. =

Consideriamo ora l’insieme dei polinomi del tipo

(1.5) p(@, &) = 3 a,(@) &
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con a,€C°(X) e £€RY, e supponiamo che la famiglia dei supporti
delle a, sia localmente finita in X. Chiameremo ¢-grado del poli-
nomio (1.5) il sup <a, ¢> ed indichiamo con P*YX XR¥), u>0, il
axZE0
sottospazio di S"-"(%X X R¥) costituito dai polinomi (1.5) con g-grado <u.
PryX X RY; d,, d,) sard poi I'insieme delle matrici d, X d, a termini in
Pr9(X X RY). I conveniente osservare che la funzione Z¥3a+> <a, ¢>
ha come codominio l’insieme dei multipli interi del numero razionale

(1.6) 0=0(q)=m m"/m'

dove m' & il minimo comune multiplo tra m,, ..., my ed m” & il massimo
comune divisore tra m'/mg,...,m'/my; si noti che 0<f<1 e che
0 =1 se e solo 8e m; & divisore di m per ogni j.

DEFINIZIONE 1.2. Si dird che il simbolo p e S#Y(X X R¥; d,, d,) &
pseudo-invertibile a sinistra (destra) se esiste p'€ S~#*Y(X X RY; d,, d,)
tale che

.7 p'p~I; (visp. pp'~1,)

essendo I, I, le matrici identitd in C%, C%.
Qualora p sia pseudo-invertibile a sinistra ed a destra si dirad che p &
pseudo-invertibile. m

Abbiamo il

TEOREMA 1.2. Sia peS*(X X R¥; d,, d,); sono equivalenti le af-
fermazioni:
i) p & pseudo-invertibile a sinistra (risp. a destra).

ii) p* e ‘p (aggiunta e trasposta di p) sono pseudo-invertibili a
destra (risp. a sinistra).

iii) Esiste re S—*(X X RY; d,, d,) per cui
rp—1I; e84 (risp. pr—1I, €8~
per un > 0.

Prova. E ovvia lequivalenza tra i) ed ii). K pure banale
che i) implica iii). Supponiamo quindi che si abbia rp =I; —p con
reS~*(XXR¥;d,,d;) e pe 8 (X XRY;d,,d,) per un t> 0. Consi-

deriamo la serie formale Y of; poiché, ovviamente, ¢/ € %X X R¥;
i>0
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ds, d,), segue dal Teorema 1.1 ’esistenza di un simbolo ¢ € 84X x RY;
dyy d;) per cui o~ ¢'. Ora o(I;,—p)—1, €8~ e quindi (or)p =

i>0
= o(I;, —p)~1,;, sicché p & pseudo-invertibile a sinistra. Analogo
discorso per 1’altro caso. m

OSSERVAZIONE. Se pe S“YX X RY; d,, d,) & pseudo-invertibile a si-
nistra (risp. a destra), allora per ogni compatto K c X esiste Cx> 0
per cui la matrice p(x,&) ha rango d, (risp. d;) per ogni z€ K e
EeR”, |£|,>Cg. Infatti se esiste reS8~*¢ tale che rp —I; = —p,
e €S~ YX XRY; d,, d,), allora, fissato il compatto K, la matrice o(x, &)
ha norma (diciamo euclidea) <1 per ogni €K e &eRY, |§|,>Cf,
con Ox>0 opportuna. Per tali # e & poicheé I, —o(x, &) & inverti-
bile, la matrice p(r, &) ha quindi rango d,. Discorso analogo se p &
pseudo-invertibile a destra.

TeOREMA 1.3. Sia x> 0 un multiplo intero di 6 (0 dato da (1.6))
e p=(pp) EP*YXXRY;d,,d,) con py(x, &)= 3 a,;(x)&* Poniamo

(ea@d<p

p§~2)(w, &= z @y 5(2) & p(o) = (ng)) .

{a@d=p

Allora p & pseudo-invertibile a sinistra (risp. a destra) se e solo se
pz, &) ha rango d, (risp. d;) per ogni (z, &) € X X (R¥\0).

Prova. Poiché p —p®@e8+~¢X X RY; d,, d,), segue dal Teorema 1.2
che p & pseudo-invertibile a sinistra (risp. a destra) se e solo se & tale p©@.
Ora si ha

(1.8) POz, 19E,, ..., 1%Ey) = tFpO(x, &)
per ogni (z, &) e X X RY e per ogni ¢> 0; dunque
(1.9) PO (@, &) = [E|ipO(w, &1/ IEIS, ..., En/IEI)

e quindi, per l’osservazione precedente, se p & pseudo-invertibile a
sinistra (risp. a destra) allora p©(x,&) ha rango d,(risp. d;,) su
X X (R¥\0). Supponiamo, viceversa, che p©(z, &) abbia rango costante d,
per ogni (z, &) € X X (R¥\0); allora la matrice ‘p©@p©® & invertibile per
ogni (w, &), £+# 0.Sia w € O<(RY) una funzione reale nulla per |£|, <1
ed eguale ad 1 per |&|,> 2. Posto

(1.10) h(w, &) = w(@)['pVpO)*(, §)
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¢ immediato riconoscere che he S~2*¢X X R¥; d,, d,), e quindi
(htp(o))p(o) — Id, = (w— 1)Id, € 8-

sicché p© & pseudo-invertibile a sinistra. Discorso analogo se p® ha
rango d, su X X (R"™0). m

D’ora innanzi faremo su m,, ..., my 'ipotesi seguente; supponiamo
che esistano r,,...,r, interi positivi per cui

iyr+..4+r=N;
i) my=...=m, <m, 1 =...=My 4, <...<Mp, ip 117=...=My.
Indicato con GL(N, R) il gruppo delle matrici reali ¥ X N inverti-

bili, sia GL, (N, R) il sottogruppo chiuso costituito dalle matrici a
blocchi

(1.11) A=(4y) i=1,2,...,9; j=1,2,...,7

essendo A;; una matrice r;Xr;, A;€G@L(r;, R), 1<j<v, ¢ A;;=0
ge 1> .

..............

a;, = 0 ogni volta che m; > m,. Si osservi che GL,/(N, R)= GL(N, R)
(nel caso N>1) se e solo se v=1, cioé m;=...= my; il caso genui-
namente anisotropo si ha quindi se v>2. Siano ora X ed Y due
aperti di R* e ¢: X — Y sia un’applicazione di classe C*. Per ogni
A e C~(X,GL(N, R)) si consideri il morfismo

T: XxR¥—>YXRY,
(1.12)

T(w, &) = (p(x), A(@)€) .
Se poi p € (Y X RY), poniamo p,= poT. Abbiamo ora il

TEOREMA 1.4. Se nel morfismo (1.12) si ha 4 € 0°(X, GL(N, R)),
allora, per ogni peS“YY XR¥; d,, d,) riesce pp,e S*YXXR¥; d,, d,).
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Prova. Sia A(x) = (a;(%));x=1..~ € si ponga

.....

(1.13) w;(w, &) = Za,k(w )&y j=1,...,N.

Cominciamo col provare che
(1.14) w; e 8 XXRY), j=1,...,N

se e solo se A(x) € GL,(N, R) per ogni «. La necessita & ovvia giacché
pretendere che si abbia w;(z, &) = O(|£|%), |&], > co, per ogni z, im-
plica che deve essere ay;(x)t= O(t%/%*), t -4 co, per ogni z e
quindi, se m;>m;, dovrd essere a;=0 su X. Viceversa, se
A e C>(X,G@L,N, R)), riesce

w;(@, §) = za’zk (@) &

'rm<mx

e quindi, banalmente, w; e P%%X X R¥)c 844X X RY).
Proviamo ora il Teorema supponendo, com’é lecito, d, = d,= 1.
Facciamo vedere che per ogni coppia di multiindici «, § si ha

(1.15) 0, 0fpalw, & EPEQ (p@), A@)E) ypp(, £)

dove pli}= 0y 0%'p, con y;4 € PE-FOYX X RY) e la somma in (1.15)
& estesa ad un numero finito di multiindici «, f'.

L’affermazione & ovvia se |x| 4 |f|= 0; supposto che sia vera se
|¢| + || = ! proviamola per due multiindici «, § con || 4 |[f]=14 1.
Distinguiamo due casi:

I) a=da'+ €, ;= (0, ; per ipotesi si ha:

0
0208 pala, &) = z[zkpwk)(qa(w),A( ))ai< )paale, &)+

e.0

+ gn 283 (@), A()E) ppa(a, &) —Z—g— (@ &) +
+ 28 0@, 4@ L2, 8)];
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Per Vipotesi induttiva
Oyp.s Oy
¢
mentre per 1’osservazione iniziale

Owp,
Yosten= 'Pﬂa’a_‘EP@H" PO« X X RY) .

II) p= B'+ e;; per ipotesi si ha

0200pa(w, & z[zh P (9(@), A(@)E) (@) pprale, £) +

+ 28(o(@), A@)E )a”"“ 2 (s, sJ

Ora, per l'osservazione iniziale,
0 B—-pada( X N
W"’_a_&’l)ﬁ'.deP 09X X RN) .

D’altra parte a;; =0 in X se ¢, << ¢; e quindi, in ogni caso,
a; € P1=49(X X RY)

sicche g5, = @y 9p s € POTO—PO9X X RY).
La (1.15) & quindi dimostrata. Da (1.15) e dalla Definizione 1.1
segue allora

(1.16) | DI DEpyla, §)|<
< ,Ep,{(jz’.ﬁ’(m)(l + A (@) &| ) FD Opp(@) (1 + |E]) F P2}

su X XRY, essendo C, 4 e Css opportune funzioni localmente limi-
tate in X.

D’altra parte, giacché GL,(N,R) é un sottogruppo chiuso di
GL(N, R), si ha che A-te 0°(X, GL,(N, R)) e quindi, per ogni 7€R,
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riuscira
(1.17) (1 + [A(@)€]) < O:(2)(1 + [€],)°

su X X RY, essendo «+> C,(x) un’opportuna funzione localmente limi-
tata in X. Da (1.16) ed (1.17) segue quindi, immediatamente, la tesi. =

OsSERVAZIONE. Nelle ipotesi del Teorema 1.4, se pe P*(Y X RY;
dy, d,), allora p,e P*(X X R¥; d,,d,). Infatti, supposto d;=d,=1 e

Py, = ay)n*

{lad<p
sara

Prla, )= 3, aa(w(w))[ﬁ S 5 a0 aff @) . fé%’].
<

j i1
wi<u =1 |8 Tea B9

Dunque p; ¢ una somma di monomi in & del tipo

¥ ¥
zlzkﬁ(f‘) ?kﬂg‘ )

1 N

(1.18)

Poiché a; =0 su X se m;>m,, possiamo supporre che in (1.18) si
abbia B = 0 se m;> m,, e quindi

kélﬂ,‘ﬂ/mk =§1 (é ﬂk"’) 7—1; <§,‘1 (é %’;) <§1| BD|fm; = gloc,-/mj <u/m.

Si noti, infine, che se p & un simbolo pseudo-invertibile a sinistra (destra)
allora p, & pure pseudo-invertibile a sinistra (destra).

Ci si pudé domandare in che senso il Teorema 1.4 dia un risultato
ottimo; a questo proposito abbiamo il

TEOREMA 1.5. Assegnato il morfismo (1.12), si supponga che esista
peS8YYXRY;d,d), p#0,
pseudo-invertibile, tale che ppe 8*Y(X X RY; d, d). Allora riesce

A€ C=(X,GL N, R).
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Prova. Come conseguenza dell’Osservazione al Teorema 1.2 si ha

intanto che se p & pseudo-invertibile allora, per ogni compatto Kc ¥,
esistono Cg, Ci> 0 per cui

(1.19) Ipy, m)1 > Cxlnlg
per ogni ye K, neRY con |n|,>Cg (|p| & per esempio, la norma

euclidea della matrice p). Dunque, in particolare, per ogni fissato
y €Y, avremo

(1.19)’' oy, ) = C'nl;

purché sia |y|,>C (C,(C'>0, dipendenti da y). Sia ora xeX fis-
sato; avremo

(1.20) Ip(p(), A(@)§)] > C'|A(@) &g
purché |A(x)&|,>C, e cioé per |&|,>C" con (" opportuna (si tenga

conto del fatto che |f|, - co se e solo se |{| — o). Poiche, per ipo-
tesi, ppe SF(X X RY; d, d), sard

(1.21) Ip(p(@), 4(2)8) ] <O + 1£]))*
per un C'> 0 dipendente da « e per ogni & R¥. In conclusione

(1.22) |[A(2)El8<CIC" (1 + [€])*

purche sia |&|,>C". Da (1.22) si trae, se >0,

N
-zla’k(w) &= 0(|§|Z’) y |&l, = o0,

del Teorema 1.4, a;, =0 se m;> m;. Se poi u <0, da (1.22) avremo
(1.22)" &, <1+ |&],<(CIC") VM| A (@) &|,< (C]C")IM(1 + |A(x)&],)
se |£|,>C". Posto A(x)é=17, si ha quindi

| A=) 7], < (C/C")IHI(L + Inl,)
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se [n,|>0", C"> 0 opportuna. Di qui, come prima,

A-1e 0°(X, GL(N, R))
e quindi la tesi. m

OSSERVAZIONE. Se si sopprime la condizione che p sia pseudo-
invertibile il risultato non e piu vero (per esempio se p(y, ) =y,
allora pye8™4X X RY) qualunque sia la matrice A). Se si sopprime
la condizione u# 0 il risultato & pure falso giacché ogni funzione
y+>a(y) che sia C° e mai nulla in Y & un g¢-simbolo d’ordine 0 e
pseudo-invertibile. Infine osserviamo che nel Teorema 1.5 non occorre
richiedere che sia p, € 8*% ma basta che si abbia |p,(z, &) = O(|£[5),
|é]; = o0, per ogni xe X.

2. Operatori pseudo-differenziali anisotropi.

In questo numero consideriamo gli operatori integrali di Fourier
associati in modo naturale ai simboli definiti nel §1. I risultati che
precedono il Teorema 2.3 costituiscono un’estensione banale degli ana-
loghi risultati dei Cap. I e IT di [6] e quindi cercheremo di esporli il pit
succintamente possibile.

DEFINIZIONE 2.1. Sia X(Y) un aperto di R™(R™); una mappa

¢: XX YXRY >R
8i dird una fase se
a) g€ 0°(X X Y X (R¥\0)).
b) p(w,y, t&) = tp(x, y, &), 1> 0.

lgrad, ¢| + |grad:p|> 0

lgrad, | + |gradsp|>0’ voy.

c) £E#0 =>{

Assegnata una fase, allora per ogni p € 84X X ¥ X RY) resta definito,
come in [6], ’integrale oscillante (operatore integrale di Fourier)

(2.1) Pu(a) = [ [explig(e, 3, £]p(@, ¥, &) uly) dy dé
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per ogni v e 0y’(Y). Come in [6] si provano i seguenti risultati:

i) P, definito dalla (2.1), & un operatore lineare continuo da
C(Y) in C=(X) che si prolunga con continuitd da &(Y) in D'(X).

ii) Detto Kp,eD'(X X Y) il nucleo distribuzione di P, si ha

2.2)  <Epwy=|[[explip@, v, &)1p(@, y, ) uia, y) dudy it
per ogni we CP(X X Y) (integrale oscillante). Inoltre, posto

0= {(xa ¥, eXXYX (RN\O)Igra’dé(P(‘v) Y, 6) = 0}
si ha
(2.3) suppsing (Pu) c C, suppsing (v), Vue&'(Y)
essendo C, la proiezione di ¢ su X X Y e C, suppsing (») 'immagine

in X del supporto singolare di u attraverso la relazione C,.
Cid premesso diamo la

DEFINIZIONE 2.2. Sia X un aperto di R"; indichiamo con L*¢(X)
la classe degli operatori integrali di Fourier (2.1) con ¢(z,y,§) =
=<{e—y,& e peS(X XXX R". Si indichera anche con .L, I'ope-
ratore

@4) L) =[explico—y, HIp(, v, Hulw)dyds, vel7X). m

Gli elementi di L*%(X) si diranno operatori pseudo-differenziali (0.P.D.)
g-anisotropi d’ordine p su X. Si pone poi

(2.5) Lo X) = (1 I*(X); L9(X)={ L*(X).

© “

Dalla Definizione 2.2 segue che C,= Ay (diagonale di X X X) e quindi,
da (2.3), segue la ben nota proprietd di pseudo-localita per un O.P.D.
Pe L~Y(X),

(2.3)' suppsing (Pu) c suppsing (u), Vue&'(X).

Due O.P.D. A, Be L~%X) si dicono equivalenti, A~ B, se A—Be
€ L™>(X).



Operatori pseudo-differenziali anisotropi su varietd fogliettate 287

DEFINIZIONE 2.3. Un O.P.D. P e I*%X) si dice proprio, e si scrive
PeILt(X), se, detto Kp il nucleo distribuzione di P, entrambe le
proiezioni di supp (Kp) su X sono proprie. m

Si dimostra facilmente che sono equivalenti le affermazioni
i) PeLtY(X).
ii) Per ogni compatto K c X esiste un compatto K'c X tale che

{ supp () c K =supp (Pu)c K', Vue 02(X)
*(X) .

Ulg=0 = Pulp=0
iii) P opera con continuita da C®(X) in sé e da O (X) in sé.

Sia V un intorno chiuso di 44 tale che entrambe le proiezioni di V'
su X siano proprie e sia (e 0°(X XX), supp({)cV, e {=1 su un
intorno di Ax. Se si ha p € S4YX X X X R"), risulta L,= L;,+ Ly_;),.
Ora, banalmente, L, & proprio, mentre, essendo il nucleo distribu-
zione di L;_;, nullo su un intorno di A, si ha L; ., L >%X),
sicché L,~ L;,, cioé ogni O.P.D. é equivalente ad un O.P.D. proprio.

Si ha il

TEOREMA 2.1. Sia (2.4) un O.P.D. proprio. Esiste uno ed un solo
simbolo o(P) € 8#4X X R") tale che

(2.6) Pu(z) = (2m)[exp [i<@, ©]o(P)(@, &) 4(§) d&

essendo % la trasformata di Fourier di ue Oy (X). Inoltre riesce

el
@7 oP)amH~@0 T T oAp@, v )

i20 <xg)=0j

Prova. Analoga a quella del Teorema 2.1.1 di [6]. =

La funzione o(P) si dice il simbolo dell’operatore proprio P. Piu
in generale, si dira che peS*YX XR") & un simbolo per I'O.P.D.
PeL"(X) se P & equivalente all’operatore

2.8)  OF(X)2ur>(2a)| [exp[i<e—y, &Ip@, Euly) dydé .

Si noti che, per il Teorema precedente, ogni 4 € L*4X) individua una
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classe di S#%(X X R")/S~—>4X x R"), sicché resta stabilito un isomorfismo
(2.9) I X)L~ X) — 84X X R") /8~ %X X R") .

TEOREMA 2.2. Se A e L*(X) allora ‘A e L#(X) e

el
(2.10) o d)w, O~ 3 dde(d) @, —§) .

=0 (@) =0j
Se AeLt(X) e BeL!YX) allora BA e L!*9(X) e

j—lal
(211)  oBA@E~T I - 0fa(B)a, £)Ao(4) @, ).

i=0 gy =0j *:

Prova. Come in [6]. m

Se Pel*Y(X), P= 1L, con peS“(X XX X R"), chiameremo stm-
bolo principale di A la classe di p(z, z, &) modulo 8#—%¢(X x R»),

(2.12) 0,(4) = {P(@, @, &)} moa si—0axx B -
Dal Teorema 2.2 segue allora immediatamente che
(2.13) 0,('4)(@, &) = 0,(4)(z, — &)

(2.14) 0, w(BA) (@, §) = 0,/(B)(, &) 0,(4) (2, §) .

Veniamo ora ai cambiamenti di variabili. Siano X ed Y due aperti
di R* e y: X - Y un diffeomorfismo di classe C°. Se 4 eL>YX),
poniamo

4,: 02(Y) - C=(Y),
(2.15) { 2 Co(Y) (XY)

Ay(u)=[A(wo g)]ox*.
Si ha ora il

TEOREMA 2.3. Detta y’ la matrice Jacobiana di y, si supponga che
ty'€ 0°(X, GL,n, R)) .
Allora per ogni O.P.D. 4 € L*%(X) riesce A, L*(Y) e

(2.16) 0,(4,)(2(2), &) = 0,(4) (2, 'y (@)€) .
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Prova. Se A é definito dal simbolo p € 844X X X X R") allora
A, u(x) = f feXP [y~ (@) —y, E1p(x (@), ¥, &) w(x(y)) dy d&

e quindi, con un cambiamento di variabile nell’integrale oscillante

precedente,

(@) = [ [exp [ @) — 17w), (@), 17w), )
w)|(x)'(v)| dy d€

con |(x7%)'(y)|= |det(x~*)'(y)|. Dunque A, & un operatore di Fourier
la cui fase &

@, y, &) = g @) — 1Y), &

Sia ora W un intorno convesso di 4y; su W avremo

@) — xy) = T, y)(@—y)

con
1

(2.17) T(@,y) =[x (0 + o —y) &t

0

T & di classe = e poiché T|, = (x~!)' ¢ invertibile, esisterd un in-
torno W, di 4y, W,c W, su cui T & invertibile e quindi

@, 9, &) = o —y, Tz, )&, su W;.

Dalle ipotesi fatte segue che ‘T € C~(W,, GL,n, R)). Possiamo ora sup-
porre che p(y~(x), xy ' (y), &) sia identicamente nulla fuori di un in-
torno chiuso di 4y, contenuto in W,;, le cui proiezioni su Y siano
proprie. Avremo cosi
A, ulz) =

= fexp [i<e —y, "T(@, ) E1p (17 (@), 27®): |2 W) |uly) dy 4§ =

= f f exp [i<e —y, OIp(xH@), x71(); "T74@ 9) )™ W)

"I~ (@, y)|uly) dy d¢

19
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con |*T-|= |det tT-!|. Basta allora applicare il Teorema 1.4 per con-
cludere che 4,€L*!(Y) e che quindi vale la (2.16). I1 Teorema &
dimostrato. m

Mostriamo ora come, in un certo, senso il Teorema 2.3 fornisca
un risultato ottimo.

TEOREMA 2.4. Sia 4 € L)%X) (u>0, multiplo di 6) I'operatore
differenziale

A(w’ Dx): z a’a(w)D:’ aaeooo(X)’

(laad<p
e sia y: X - Y un diffomorfismo C®. Se

i) 11 simbolo A(z, &)= 3 a,(x)&* & pseudo-invertibile.

{lam><p

ii) L'operatore differenziale A,: u+>[A(uoy)]oy~ appartiene ad
L*(Y), allora ty'e C°(X, GL,(n, R)).

Prova. Poiché A4,eL/Y(Y), si ha
o(4,)(x(@), &) = exp [—ix(x), £>][4, exp [i{-, £]]
e quindi, come in [6], si trova
@18)  od)(xlo) §) = 337 As, L (0)8) Duls, €
dove
(2.19) D w, §) = Dyexp [ix(y) — x(@) — 1’ @)Y —2), E]ly=x

B facile riconoscere che D,(z, £) & un polinomio di grado <|«|/2 in &
a coefficienti 0°(X). L’ipotesi ii) implica che

A(y(@), &) = o(4,)(x(2), §) € S*(X X R").

Identifichiamo R* con R"X...X R™ ed 7 € R" si scriva come (7, ...,7,)
con 7;€R", j=1,...,». In tal modo sara

A("”? 77) == z a’a,,...,az,.(w) "701(l see 17‘:" .

log @y + ...+ |oplay<p
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L’ipotesi di pseudo-invertibilita per A(x, n) implica, per il Teorema 1.5,
che, posto

Ao(zyn) = D Gy, @)y
Jer|ay+.o+|aylay =1
riesce
(2.20) Ao(2, (0,...,0,%;,0,...,0) %0, Vn,eR"\0.

Indichiamo ora, per semplicita, con T(x) la matrice ‘y'(x); T(x) &
quindi pensabile come una matrice a blocchi

(T-’“ )“ L.
essendo 7';; una matrice r;Xr;. Si tratta dunque di provare che
Tiix) =0 se j>1¢ qualunque sia x € X.
Fissato ¢, 1<t <, si consideri il vettore &= (§,, ..., £,) € R* con
&= 0 per k#1.

T¢ = (Tlifiy XX Tvifi) ’

2.21
®20) Tubi= Et“” @) P,  h=1,..,m

Poniamo ora &, = (0,...,0, 1),0, ...y 0), 7> 0. Allora
k

TE= g1y -0y ), 1= TR @), ..., (@) = Too,(x)

per ogni j da 1 a ». Quindi

A(w, T(2)€) = > By, (@) 01 (@)% ... 0, (@) Tl F ot o]
|y @y + ..+ oyl ey <u
Dunque
(2.22) Az, T(x)§) = [ > a,.. o.a,(m)wv(x)“"] THay
|oy| =lay

dove i puntini stanno ad indicare un polinomio di grado < u/q, in 7.
Con cid abbiamo regolato 1’addendo in (2.18) con a= 0. Si ha poi

(2.23) A%, T(x) &) =

—_— @ — -y =y +...+jay—
— ... (@) Oy 037 L O v ploa—nil Joey—vs]

lealay+ ... +|ew|ay<p
0 Y1 0eensly =Yy
Y2l + ot Iy =1
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essendo

Infine, per la scelta di &,

(2.24) Q(Vl ----- ’Vv)(w) E) = z 691 .... Qv(x) Egl . 55,, —
Jea]+ e+ S[Pa] oo+ w2
= 3 G agpa.o(@) T

_Ie‘.~’°‘l<(lyll+'~-+le)l2
Facendo il prodotto di (2.23) per (2.24) si ottiene una somma di

monomi in v di grado <|a;—y1/2|+ ...+ |¢,—7,/2|; ora, in ogni
€aso, |oi—1/2]¢s+ ...+ |t,—»,/2]g, € <p e quindi, in conclusione,

(2.25) E(X(w)r 5) = [ Z ao__"_o.“v(x)wﬁ"’(m)] THY -

oy =1l ay

dove i puntini stanno ad indicare termini di grado < u/q, in 7. Ora,
per ipotesi,

J(X(w)’ &) = O(|&, M + ...+ & "), [€], > o0,

uniformemente sui compatti di X e quindi, per la nostra scelta di &,

A(x(@), &) = O(x%), 7>+ oo,
per ogni x. Ora da (2.20) segue che il coefficiente di 7#/% in (2.25) &
#0 se w,(x)# 0 e quindi, essendo ¢;> ¢,, Se cosi fosse avremmo un
assurdo. Se ne deduce quindi che w,(x) = 0 per ogni x, sicche, in con-
clusione, per arbitrarietd di ¢ e di &,

T,(x)=0, VweeX, i=1,...,v—1.

Questo risultato ci d4 un’informazione sulla (2.19). Infatti, posto

) — y@)—x' (@) (y —2), &=

Me

= 3 o) — 0e), E>— 3 iy 3 Tul@)bd = pi— s

1

)
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& immediato verificare che essendo T,,(x)= 0 per i<<w,

D} exp [i(yi(y, @, &) — oy, 2, ) ]|y

&, per |y|> 0, un polinomio della sola &. Ne segue di conseguenza

A qﬁééto punto basta ripetere il ragionamento fatto sopra, fissando

ora i tra 1 e v—2 e prendendo &= (&,...,§,) con & =0 per k7.

Se poi &= (O, .y 0, 7,0, ...,0), allora A(y(x),£) € un polinomio di
k

grado u/q,_, in 7 in cui il coefficiente del termine di grado massimo &

> Q.....0,-.0(0) 0)27 (@)
loty—1 | =play—2

e quindi, ragionando come prima, se ne deduce che T, ,;(x)=0,
VeeX, ¢=1,...,y—2. Proseguendo in questo modo si ha la tesi. m

OSSERVAZIONE. B il caso di osservare che il Teorema 2.3 non pud
in alcun modo essere dedotto dal Teorema 2.1.2 di [6]. In quest’ultimo
L. Hormander stabilisce I'invarianza delle classi I, ;(X) per cambia-
menti qualunque di variabili purché sia 1 —p<d << p (cid che implica,
in particolare, p > }). Nel nostro caso abbiamo L, (X)<> L (X) con
= m?,x‘u/q,» e o= 1/m§qu,: my/m,. Ora LE(X) & conservata per

cambiamenti qualunque di variabili se ¢ =1, che & il caso isotropo;
mentre se 1> p > %, assoggettando un O.P.D. 4 € I*4(X) ad un cam-
biamento qualunque di variabili y otteniamo un operatore 4, e L%, ,(Y).
La condizione p > }, d’altra parte, non é soddisfatta, ad esempio, per
Poperatore del calore (cfr. anche 1’esempio a pag. 168 di [5]).

Osserviamo infine come in cid che precede ci siamo limitati a con-
siderare O.P.D. scalari; tuttavia i risultati stabiliti si traspostano
senza difficolta al caso di matrici di O.P.D. anisotropi. Cosi, ad esempio,
indicheremo con L*%X;d,,d,) (risp. L*%X;d,,d,)) lo spazio delle
matrici

(2.26) P=(Pp) j=1,...,d; k=1,...,d,,
P, € L*(X)(risp. P € L X))

per ogni j, k. I1 simbolo principale di P & la matrice

(2.27) 0,(P) = (0,(Ps)) G=1,.,ds; k=1,...,d;.
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Si pone allora la

DEFINIZIONE 2.4. Dato Pe L*YX;d,, d,), diremo che P & quasi-
ellittico a sinistra (a destra [quasi-ellittico]) se o,(P) & pseudo-invertibile
a sinistra (a destra [pseudo-invertibile]). m

Abbiamo il

TEOREMA 2.5. Se PeL*YX; d,, d,) & quasi-ellittico a sinistra, esiste
Qe L;*4X; d,, d,) tale che

(2.28) QP —identitd € L~=YX; dy, dy) .

Prova. E classica. Sia reS8~#9X;d,,d,) tale che ro,(P)—1I, €
eS8~ X;d,,d,) e sia @ un O.P.D. proprio di simbolo principale 7.
Allora R = @' P-identitd é un O.P.D. proprio d’ordine — 6. Conside-

rata la serie formale > R/, esiste, in virti del Teorema 1.1, un O.P.D.
=0
R'eL¥YX;d,,d,) tale che R'~Y Ri, cioé R'—> R e L7*X; d,, d,)
i>0 i<k

per k=1,2,.... Allora, banalmente, (R'Q’) P-identitAc L—>9?. =m

Ogni operatore proprio ¢ soddisfacente la (2.28) si dice una para-
metriz sinistra per P. Qualora P sia quasi-ellittico a destra esiste,
ragionando in modo analogo, una parametriz destra per P, vale a dire
un O.P.D. DeL;*%(X;d,,d,) tale che PD-identita € L==%X; d,, d,).

Se poi P & quasi-ellittico allora, banalmente, ogni parametrix
sinistra ¢ anche una parametrix destra (e viceversa) che si dira sem-
plicemente una parametriz per P.

Vogliamo, per finire, dare un’applicazione del Teorema 2.3.

DEFINIZIONE 2.4. Sia teR; indichiamo con H% lo spazio delle
distribuzioni temperate « € 8'(R") tali che

(2.29) (1 + |ER)"™24(E) € L(R)
munito della norma
(2.30) lw; H | = ||(1 + |E7)"24(); LAR™)] .

Per ogni aperto X c R", poniamo
2.31 Hig, (X)={ueD'(X)luc H", Ve 07 (X)}
231 H (X)= H“ N §(X)

con le topologie naturali. m
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Si ha allora il

TEOREMA 2.6. Se P e L*(X) allora
P: H (X)) — Hi M9(X)

con continuitd per ogni ?.

Prova. Cfr. ad esempio [8] o [12]. =

COROLLARIO 1. Risulta, per ogni te R,
(2.32) HI(X) = P(L{ (X)) + C°(X)
quale che sia PeL; %(X), P quasi-ellittico.
Prova. E chiaro che, per il Teorema 2.6, essendo P proprio, riesce
P(Liy(X)) + C°(X) c HiE(X) .

D’altra parte, sia @ € L!%X) una parametrix per P con PQ-identita
€ L—=¢(X). Allora, per ogni e H(X) si ha

u= P@Qu)+ Ru, ReL >~YX).

Ora Que L} (X) per il Teorema 2.6, mentre Ruec (®(X) giacché R &

oc
un operatore regolarizzante, cioé a nucleo C°. =

COROLLARIO 2. Siano X ed Y due aperti di R* e y: X — Y un
diffeomorfismo di classe C° come nel Teorema 2.3. allora per ogni
ueH}4(X) si ha woy-te H:(Y) quale che sia .

Prova. Sia PeL;'(X), P quasi-ellittico (¢ facile vedere che un P
cosiffatto esiste quale che sia t); per il Corollario 1 si ha w= Pf+ ¢
per una feIL? (X) ed una geC®(X). Dunque uoy = (Pfloy™+
+ goyx*. Ora goy~le C*(Y), mentre (Pf)oy~t= P,(fox™*) e quindi, per
il Teorema 2.3 e 2.6, si ha la tesi. m
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3. O.P.D. anisotropi su varieta fogliettate.

Sia assegnata una varietd differenziabile M di dimensione n; M si
supporrad C® paracompatta e senza bordo. Un atlante 4= {(U,, ¢,)}
di M si dird un g¢-atlante se per ogni coppia «, § nel diffeomorfismo
@uo@p : @p(U, N Up) = @, (U, N Up) riesce

(3.1) Ypaopz L)' € C=(pp( U, N Tp)y GLy(n, R)) .

Due g-atlanti £ ed A  si diranno g¢-compatibili se AU A & ancora
un g-atlante.

Tale relazione definisce per ogni g-atlante A un g¢-atlante massi-
male A. Osserviamo che l’esistenza di un g-atlante massimale su M
implica che M & una varietd fogliettata (cfr. per la definizione [4], [3]).
Qualora sia y=2 (vale a dire ¢, =...=¢, > ¢y y1= - = @y, 1r,= @)
allora, viceversa, ogni varieta fogliettata con un fogliettamento di
codimensione r, (1<r;<<m) possiede un g¢-atlante massimale quali che
$iano ¢, ..., ¢, €ON @ =...=@q,, > ¢, ;1 =...= ¢» (cfr. loc. citato).
Supponiamo quindi che M sia dotata di un g-atlante massimale; una
carta di M sara, per definizione, una carta di £. Siano poi E ed F
due fibrati vettoriali complessi, C*, su M di rango d, e d, rispettiva-
mente (cfr. [11], [13]). Cid posto diamo la

DEFINIZIONE 3.1. Indichiamo con L*4M; E,F) lo spazio degli
operatori lineari continui

A: CP(M, E) - C>(M, F)
tali che:

i) Per ogni coppia di aperti disgiunti U e V di M, l'operatore
0°(U, E) & Ce(M, BE) 4 0°(M, F) % 0°(V, F)

¢ a nucleo distribuzione C® (i;; & l’immersione, 7, la restrizione).

ii) Per ogni aperto a carta (U, ¢) su cui E ed F sono banali,
dette « e § due trivializzazioni di E|U ed F|U e posto Ay= foAdoal,
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I’operatore
{ Ay: CP(p(U), Ch) — 0=(p(U), Ch)
Ayf=[Ay(fop)Jop™

appartiene ad L*(p(U);d;, d;). m

Servendosi dei Teoremi 2.2 e 2.3 si prova subito che la definizione
ora data & ben posta. A questo punto & possibile stabilire, in modo
analogo a quanto si fa per il caso isotropo, i consueti risultati sulla
composizione, esistenza dell’aggiunto, ecc.; su cidé non ci tratteniamo.
B il caso di osservare che dal Teorema 2.4 segue il

TEOREMA 3.1. Sia A: CP(M)— C*(M) un operatore differenziale
sulla varietdh M (C*, paracompatta e senza bordo). Supponiamo che
esista un atlante £= {(U;, ¢;)} per M tale che, posto

Ay: C2(@AU) > C=(@i(U)),  Asf=[Alfop)]og;?

riesca A4 ;€ L"(p,(U,)), A; quasi-ellittico, per ogni j (con x> 0, x mul-
tiplo di 6). Allora A ¢ un g¢-atlante.

Prova. E una conseguenza immediata del Teorema 2.4. m
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