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ReEND. SEM. MaT. UN1iv. PADOVA, Vol. 52 (1974)

Su un problema di filtrazione da un canale.

ALESSANDRO TORELLI (*)

Come & noto lo studio dei moti di filtrazione attraverso materiali
porosi puo essere ricondotto a problemi di frontiera libera per equazioni
a derivate parziali. Tali problemi sono stati, in passato, molto stu-
diati soprattutto dal punto di vista numerico con tecniche non com-
pletamente adeguate dal punto di vista del rigore (cfr. ad. es. [7] e [11]
e per maggiori dettagli bibliografici [4] e [5]). C. Baiocchi [2] ha, perd,
recentemente introdotto un nuovo metodo (sistematicamente svilup-
pato presso il laboratorio di Analisi Numerica di Pavia (L.A.N.),
cfr. [3], [4], [5], [6], [9]) mediante il quale sono stati ottenuti risul-
tati del tutto rigorosi di esistenza e unicita della soluzione.

Nell’ambito di tale ricerca si situa il presente lavoro dedicato al
moto stazionario di filtrazione delle acque di un canale attraverso un
mezzo poroso. Tale problema, di notevole interesse in idraulica, gia
studiato da diversi autori con metodi ingegneristici (cfr. [11], [12],
[13], ecc.), viene ora affrontato seguendo 1'impostazione del Baiocchi
eriuscendo ad ottenere un risultato di esistenza e unicita della soluzione.

Nel n. 1 del presente lavoro, dopo aver formulato matematica-
mente il problema del canale (cfr. la definizione 1.1 in cui % & un poten-
ziale della velocitd e v una sua armonica coniugata), viene provata
P'unicita della soluzione.

Nel n. 2 si riconduce il problema dell’esistenza della soluzione del
problema del canale allo studio di una famiglia di disequazione varia-

(*) Indirizzo dell’A.: Istituto Matematico dell’Universita di Pavia.

Lavoro eseguito con contributo del C.N.R. nell’ambito del Gruppo Nazio-
nale per I’Analisi Funzionale e le sue applicazioni e del Laboratorio di Analisi
Numerica del C.N.R. di Pavia,
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zionali. Si trova qui una difficoltd che non si era presentata nei prece-
denti lavori del L.A.N. su tali argomenti, in quanto la forma bilineare
che compare nelle disequazioni variazionali non & in generale coerciva.
Si supera, perd, tale ostacolo provando ’esistenza della soluzione per
una famiglia di problemi non lineari equivalenti a quelli relativi alla
risoluzione delle sopradette disequazioni, il che si ottiene utilizzando
tecniche abituali in tali tipi di problemi (cfr. ad es. [17]). La famiglia
di soluzioni cosi ottenuta & tutta costituita di funzioni «regolari». Fra
tali soluzioni sceglieremo quella che poi ci portera alla risoluzione del
problema del canale imponendo una condizione che, dal punto di vista
fisico, significa imporre il passaggio del « pelo libero» per un punto
opportuno.

Nel n. 3 si completa la dimostrazione dell’esistenza della soluzione
del problema del canale.

1. Unicita della soluzione debole.
a) Siano assegnati a, m, n eR tali che
(1.1) osm < a<gn

Sia inoltre « una funzione reale tale che (*):

ae C°(R),
a@)=a(—2) VweR (¢ dunque o'(0)=0),
(1.2) o(x) stretiamente crescente in [m, n],

a(w) costante in [0, m] e [n, 4 o0)
«(0)>0.

Introduciamo la seguente

DEFINIZIONE 1.1. {p, 2, u, v, ¢} si dice soluzione debole del problema
del canale se (cf. Fig. 1.1):

(1) Abbiamo supposto la funzione x(x) di classe O per semplicitd di espo-
sizione,



Su un problema di filtrazione da un canale 27

G = (k(n), a(k(n)))

| |
| |
o
' | |
' | |
B = | |
| l I
| ; | |
| ' !
I l [ |
I | I |
| | | | z
1 1 | 1 B
A (m, 0) H = (a, 0) B (n,0)- F = (k(n),0)
Fig. 1.1.
(1.3) @e0([0,x(a)]), strettamente decrescente, p(a(a)) = a
(1.4) Q={=zyeR:0<r<a, 0<y<<a(r)}VU
U{y)eR:0<y<ala), a<z<py)}
(1.5) geR
(1.6) u, ve HY(Q) N C°(Q)
1.7 u=0 sudB, u=ala) su EE’, U=y Su BC
(1.8) v=0 su IEE’, v=g¢q SuU EA
(1.9) Upg==Vy, Uy=—70, Iin Q.

OSSERVAZIONE 1.1. Se {p, £, %, v, ¢} & una soluzione debole del
problema del canale si verifica immediatamente che valgono le rela-
zioni seguenti:

(1.10)
(1.11)

Au=0, Av=20 in 2,
U, =0 su]_fJTi,
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1.12) g—z =0  su BC,
(1.13) v, =0 su AB,
(1.14) % - su OF,

dove » & la normale esterna ad Q e le (1.11), (1.12),(1.13) e (1.14)
devono intendersi in senso variazionale ordinario.

Utilizzando, inoltre, noti risultati relativi alla regolaritd all’ «in-
terno» di 2 e sulle « parti regolari » della frontiera, delle soluzioni di
problemi ai limiti ellittici (cfr. ad es. [15]) si ha che (cfr. la (1.2)):

(1.15) u, v sono analitiche in QU ABU FA

(1.16) u, v sono di classe C* su CE

Si ha allora che le (1.11), (1.13) e (1.14) possono essere intese anche
in senso usuale.

LemmA 1.1. Se {p, 2, u,v, q} é una soluzione debole del problema
del canale, si ha che

(1.17) wx,y)>y in 2, w@,y)>y in 2,
(1.18) o@, y)>0 in 2, o@,y)>0 in Q.

DIMOSTRAZIONE. Per la (1.10) si ha che A(y —u) =0 in Q.

Per verificare la (1.17) ¢ allora sufficiente controllare che y — 4 <0
su 02— FEA (cfr. il principio del massimo di Hopf e la (1.11)). Tale
controllo & immediato grazie alla (1.7).

La (1.18) si verifica in modo del tutto simile.

b) Sia:

I' la famiglia delle curve y che ammettono la rappresenta-
(1.19) zione y = y(#) (0<w<4), dove y wverifica le condizioni
(0, 2(0)) € BA, (2, x(4)) € BC, ye C*([0, A1), graf (y)c 2.

Sia inoltre y. (¢ > 0 sufficientemente piccolo) la curva
y=x(@®) (e<wr<i—e)

cioé y. si ottiene troncando y agli estremi. Vale allora il:
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LEMMA 1.2. Vy el si ha che:

ou
1. =1i ed
(1.21) q 11m+ anolor
Ye

dove n é la normale alla curva y orientata verso Ualto.

DIMOSTRAZIONE. Sia yel. Vxe[0, A] (insieme di definizione di y)
indichiamo con $¥(x) 1’angolo formato fra la tangente (orientata posi-
tivamente) alla curva yp nel punto (z, x(x)) e lasse .

Avremo (cfr. la (1.9) e losservazione 1.1):

ou _ A __1
an (w7 %(.’E)) - vy(m) x(x)) '\/]W ’Uz(ﬁ, x(w)) \/m .
Si ha dunque:
A—ce
0 av(z,
2 o= [ P01 = — [ofa— e, g2 =) — o, ]

Per le (1.6) e (1.8) si ottiene, passando al limite, la (1.21).

OSSERVAZIONE 1.2. La costante ¢ ha dunque I’evidente significato
fisico di « portata » del canale.

LEMmA 1.3. Si ha che
¢>¢p0)>a.

DIMOSTRAZIONE. Grazie all’osservazione 1.1. la funzione w(x,y)
& «regolare» su AB. Si ha anche (cfr. lemma 1.1 e la (1.7))
Vo €0, p(0)[
u(x, h) h

Uy (0, O)Z:ilg——— >iino}»ib—=1 .

Abbiamo, dunque, (cfr. lemma 1.2):

9(0)—e ®(0)—e
q= limfu,(w, 0)dz > lim fdm = ¢(0).
&0 >0+

€ €
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Abbiamo cosi verificato che ¢>¢(0). La disuguaglianza ¢(0)> a
& ovvia consequenza della (1.3).
Si ponga
(1.22) D,={=9)el 0<z<a}.
Consideriamo ora il seguente problema (cfr. la Fig. 1.1):
determinare ge H\(D,), tale che
A49=0 su D,,
g=0 su Af, g=1y Su H_(J, g=a(a) su 5]7],
D.g=0 su EA ,

(1.23)

la condizione D,g= 0 essendo intesa in senso variazionale.
Come & noto il problema (1.23) ammette una ed una sola soluzione.

LeMMA 1.4. La funzione g soluzione del problema (1.23) appartiene
ad H*(D,).

DIMOSTRAZIONE. Procedendo per simmetria rispetto all’asse y, 1’as-
gerto & ricondotto ad una questione di regolarita per un problema di
Dirichlet (invece che per un problema misto). In tal caso 1’asserto &
una conseguenza di un risultato sulla regolaritd del problema di Dirich-
let in un dominio poligonale a lati curvilinei (cfr. Grisvard [10], teo-
rema 4.2 e osservazione 4.1).

Dato che ge H*(D,), ha senso considerare og/on (n» = normale
esterna a 0D,). Inoltre, utilizzando la formula di Green, si ha:

(1.24) f g%do' =0.
0Dg
Si ponga
_ [
(1.25) 7=| 72 do,
&
2
(1.26) 0= J % d
in

_ [
(1.27) = —f O
HC
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La (1.24) pud essere, dunque, cosi riseritta

(1.28) I=+q-

LeMMA 1.5. — 8¢ ha che
q<q.

DimosTRAZIONE. I facile verificare che
(1.29) g<u sulD,

dove g é la soluzione del problema (1.23). Siha infatti che 4(g—u)=10
in D,. Per il principio del massimo sara allora sufficiente verificare
che g—u<0 su 0D,—FEA (cfr. le (1.11) e (1.23)). Tale verifica &
immediata a partire dalle (1.7) e (1.23) e dal lemma 1.1.
Osserviamo ora che su OF g=u=afa) (cfr. le (1.7) e le (1.23)).
Per la (1.29) si ha allora che du/dn<?dg/on su CE (n = normale
esterna). Grazie alle (1.21) e (1.25) il lemma & cosi dimostrato.

Introduciamo la funzione:

(1.30) k(2) = a(z)[ﬁ—l— A(z)], 0<z <+ oo
dove:
(1.31) Az) = max{d'(x), O<z<?}.

LeMMA 1.6. 8¢ ha che g<k(a).

DIMOSTRAZIONE. i) Verifichiamo prima di tutto che (g essendo la
soluzione del problema (1.23)):

(1.32) g(z, y)<%y su D,,
(1.33) 9@, y)<Ala)(a—2z)+y su D,.

La (1.32) si verifica subito utilizzando il principio del massimo di
Hopf e il fatto che g soddisfa la (1.23).
Verifichiamo la (1.33). Si ponga, per semplicita,

(@, y) = AMa)(a—2)+y.
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Avremo (per la (1.23)) che A(g—)=0. Il massimo di g—y deve
dunque essere in D,—HKA (in quanto su EBA D,(g—v)= A(a)>0
per le (1.2)). Si ha d’altra parte:

g—y=Aa)(x—a)<0 su AH
g—yp=0 su HC

99—y = a(a) —[A(a)(a — &) + a(2)] = x(a) —a(@) — A(a)(e —x) <O
su OB

per le (1.2), (1.23) e (1.31). Dunque g — <0 su D,, cioé¢ la (1.33).
ii) Osserviamo che le due funzioni che compaiono nella (1.32)

(risp. nella (1.33)) assumono lo stesso valore su AH (risp. su HO).
Dunque utilizzando la (1.32) (risp. la (1.33)) si ha:

(1.34) D,g< EO; su AH, (risp. —D.g<A(a) su HC).

8i ha allora (cfr. le (1.26) e (1.27))

(1.35) G<a % g < Ma)o(a) .

Le (1.28) e (1.35) e il lemma 1.5 ci danno ’asserto.
¢) Si ponga (cfr. la (1.30) e (1.31) per la definizione di %(z)):

(1.36) D= {(z,y)eR*: 0<w<k(n),0<y<a@)}.
Si ha allora (cfr. (1.3) e (1.4) e i lemmi 1.3, 1.5 e 1.6):
(1.37) QcD

Consideriamo i seguenti prolungamenti di » e v su D:

. . u(w,y) su 2, #w, y) = o@,y) su 2,
ey )= Yy su D—Q, Y=o su D—Q,

Avremo:

(1.38) @, ¥e H(D)N (D),
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e che

1.39) . u, su 8, . u, su £,

. Ue = Uy =
( 0 suD—Q, Y 1 suD-—2,
(1.40) . v, su 2, N v, su Q,

. Ve = Uy =

0 su D— 0, Y 0 suD—Q.

Da cui (cfr. le (1.9)):
(1.41) =70y, —Tp=08—1+y suD

%o essendo la funzione caratteristica di Q.
Osserviamo inoltre che la seguente forma differenziale

(1.42) — (@, y) do + (y — (v, y)) dy

\

& esatta grazie alla 12 delle (1.41). B lecito allora introdurre la se-
guente funzione

(z.v)
(143)  w(z,9)=[—0(a,9)do+ (y—dle, ) dy, (9)€D
c

tale integrale essendo esteso ad una qualunque curva continua, C* a
tratti, congiungente i punti C e (z, y) il cui sostegno & contenuto in D.
Si ha:

PROPOSIZIONE 1.1. w(w,y) soddisfa le seguenti condizioni:
(1.44) weH*D)n 0yD),
(1.45) w>0 suQ, w=0 suD—02,

(1-46) D, w(z, ?/) = —’17(./0, ?/) 9 D, w(z, y) =Y -—d(m, y) ’

(1.47) w,=0 su AB,
(1.48) w,—y—a(a) su CE,
(1.49) w,=—q su EA,

(1.50) Aw= yq su D.

3
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DIMOSTRAZIONE. Le (1.44) e (1.46) sono conseguenza della (1.43),
del fatto che la forma (1.42) & esatta e della (1.38).

La (1.45) discende dalla definizione (1.43) di w(x, y) e dal lemma 1.1.

Le (1.47), (1.48) e (1.49) sono conseguenza della (1.46) e delle (1.7)
e (1.8). Si ha inoltre (cfr. le (1.41)):

Adw=—179,+ (Yy—@)y=ty—1+ X!)‘I"l—ﬁv: Xa -

La proposizione ¢ cosi dimostrata.

d) Sia (cfr. ’osservazione 1.2):
Q = {geR: A una soluzione debole del problema del canale di « portata » q}
Vq €@ indicheremo con {p., £2,, #,, Vs, g} una (2) soluzione debole del
problema del canale di portata ¢. Indicheremo, inoltre, con ,, ¥,, w,
le funzioni, definite in D, costruite come indicato in ¢) a partire da
{@ay 84, Uy, Vg, q}. Indicheremo inoltre con F' (risp. @) il punto di D
di coordinate

- (k(n), 0) (risp. (k(m), oc(k(n)))) )
Vale il seguente:
LEMMA 1.7. Se ¢' e ¢"€Q ¢ ¢'<q" allora
Wy (@, y) <wg(®,y) su D.
DIMOSTRAZIONE. Supponiamo per assurdo che:
(1.51) w={(®9)eD: wy(x,y) > we(x,y)}#0.

Osserviamo, prima di tutto, che w c £2,, in quanto che su £ si
ha che wy (@, ¥) > wg(x, y) >0 (cfr. la (1.45)). Siha allora (cfr. la (1.50))
Awy=1 e dunque:

(1.52) Awy—we) >0  su w.
Sia
H= sup{wq'(wi Y) —we(@, y), (2, Y) Ew} .

(2) A priori potrebbero esservi pilt soluzioni deboli in corrispondenza da
una assegnata q€@.
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Essendo w, — w, una funzione continua, deve esistere (,, ¥,) € @, tale
che wy (o, Yo) — Wy-(To, Yo) = p. Si ha poi:

(1.53) Wy (%oy Yo) — Wer(Zoy Yo) >0,
(1.54) (o, Yo)EOD N O

la (1.53) a causa della (1.51) e la (1.54) per il principio del massimo e
per ragioni di continuita.

Le (1.53) e (1.54) portano, perd, all’assurdo in quanto (3) (cfr.
la Fig. 1.1 e la proposizione 1.1):

Wy — Wyr = 0 Su ITG—
Dy(wy—wg) =0 su AF U GC U OR
Dywyg—wy)=—q —(—q")>0 su BA.

OSSERVAZIONE 1.3. Conseguenza immediata del lemma 1.7 & il
fatto che Vqe@, esiste al piu una soluzione debole di « portata» q.
Infatti se {gp,, 2, Uy v,, ¢} € {g,, 27, ug, v,, g} fossero due soluzioni
deboli corrispondenti alla medesima ¢, per il lemma 1.7, si avrebbe
w,’zz w, (con ovviol significato dei simboli) e dunque per le (1.45) e

(1.46) Q;= Q" e @ = 4,. Le due soluzioni deboli devono quindi coin-
cidere.

I1 lemma 1.7 e la (1.45) implicano fra 1’altro il:

LeEMMA 1.8. Se ¢' ¢ ¢"€Q e ¢'<q” allora Q,cQ,.
Si ha inoltre:

LEMMA 1.9. Se ¢ e ¢"€Q e ¢'<q", allora dy<i, su D.

DIMOSTRAZIONE. Si supponga per assurdo che:
(1.55) w;= {(», y) € D: Uy (@ y) > (2, nNY#£9.

Dato che @i (v, y) =1y su D— £, (per la definizione di #%,) e che
g (2, y) >y su D— Q2 (per la definizione di %, e il lemma 1.1), si ha

(®) Se ¢'=4¢" il principio di massimo classico (cfr. ad es.[16]) non &
applicabile ai punti A e E. Tale difficoltd si supera facilmente ragionando
per simmetria rispetto all’asse y (ci si accorge subito allora che A e E non
possono essere punti di massimo per w,—w,).
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che (cfr. il lemma 1.8):

(1.56) 0, C RN O,

e dunque, grazie all’osservazione 1.1,

(1.57) A@y—dp) =0 su w,.

A tale punto con un ragionamento del tutto simile a quello condotto
nel lemma 1.7, si prova l’esistenza di un punto («,,y,) € @, tale che
(1.58) Ay (Loy Yo) — Ugr(Zos Yo) >0,

(1.59) (%o Yo) € Oy N 0D .

Cid &, perd, assurdo perch® @y (x,y) — iy (x,y)=0 su 0D —EA e
su KA si ha che Dy(#, —d,)=0.

Conseguenza immediata dei lemmi 1.8 e 1.9 ¢ il seguente:

LeMMA 1.10. 8¢ ' ¢ ¢"€Q ¢ ¢'<q’, allora uy<ugig, su Q.

Siamo a tale punto in grado di provare il seguente teorema di uni-
cita:

TreoREMA 1.1. Sotto Uipotesi (1.2), il problema del canale ammette
al piw una soluzione debole.

DIMOSTRAZIONE. Siano {¢', ', %', ', ¢’} e {¢", Q2",u", 2", ¢"} due
distinte soluzioni deboli. Per 1’osservazione 1.4 non & restrittivo sup-
porre che:

(1.60) q¢<q.

Per il lemma 1.10, I’osservazione 1.1 e il fatto che u'= "= «(a)
su OF (cfr. la (1.7)) si ha che du'/on>du’/on su CE, dove n & la nor-
male esterna.

Per il lemma 1.2 si avra allora che ¢'>¢", che & in contrasto con
la (1.60).

2. Studio di un problema non lineare.
a) Si ponga (cfr. Fig. 1.1)
(2.1) K= {gecHYD), g=0 su FG}.
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Sia inoltre f: D —R una funzione soddisfacente alle condizioni:

(2.2) B € C*(D)
(2.3) =0 su AFUEA
(2.4) B, x(x)) = o'(x) Vze[0, kn)].

Si pud ad esempio porre

(2'5) ﬂ(x, y)=

Introduciamo, inoltre la forma bilineare definita su K

(2.6) a(h, )= [[he—Ph)) g + (hy -+ Bho) g, + B, g — B hugldwdy .
D

Vale allora la:

ProposizioNe 2.1. Se {p, 2, u, v, q} é una soluzione debole del pro-
blema del canale, la funzione w (ad essa associata con il procedimento
descritto in 1, ¢) appartiene a K e verifica la sequente disequazione varia-
zionale (4):

(2.7)  a(w, g—w) + f(g+—w+) dw dy +f(a'2 + 1) (y— (@) (g — w) dov +

+qf(g—w)dy>0, Vge K
74

dove B é una funzione soddisfacente le condizioni (2.2), (2.3) e (2.4).

OSSERVAZIONE 2.1. B ovvio l'interesse della proposzione 2.1 dal
punto di vista dello studio dell’esistenza della soluzione debole del pro-
blema del canale. Si potrebbe, difatti, studiare le eventuali soluzioni
della disequazione variazionale (2.7) e risalire poi, con un procedimento
a ritroso rispetto a quello descritto nel n. 1, a una soluzione debole
del problema del canale (é¢ questo uno dei punti fondamentali del me-

(%) Abbiamo qui adottato la seguente convenzione simbolica

_ble =
’ 2

vt , da cui v=vt—o-.
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todo del Baiocchi). Si incontra, perd, subito una difficoltd in quanto
la forma a(h, g), che compare nella disequazione (2.7), non & in generale
coerciva (cfr. il lemma 2.2 piu avanti).

Piu avanti supereremo tale difficolta dimostrando direttamente la
esistenza della soluzione per un problema equivalente alla (2.7).

Prima di passare alla dimostrazione della proposizione 2.1 consi-
deriamo il seguente lemma (di facile verifica grazie ai noti teoremi di
densitd e di traccia contenuti ad es. in [15]):

LEMMA 2.1. Siano he KN H*D) e ge K. Vale allora la seguente
formula di Green (%):

2.8)  a(h, g) = —fAh-gdwdy—fh,,gdw—
J J

AF

— [+ Dhugdo + [hegay .

~ o~
acUcCE EA

DIMOSTRAZIONE DELLA PROPOSIZIONE 2.1. Grazie ai risultati della
proposizione 1.1 e al lemma 2.1 si ha Vge K:

afw, g—w) + [(g* —wt) dody + [(@* + 1y —ala) (g —w)do +

D CE

+ qJ.(g———w) dy = —-jAw(g——w) dxdy + f(g*—w"') dedy =

EA

. —fgdacdy + fg+dwdy> 0.
Q D
LEMMA 2.2. Vg € K si ha che:
k(n)
2.9)  alg,9)=[(g}+ g dody —3[a’(@) [g(e, x@)]*do
D 0

(%) Le condizioni al contorno naturali associate alla forma a(k, g) sono
dunque dello stesso tipo di quelle cui soddisfa la funzione w (cfr. la propo-
sizione 1.1).
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DIMOSTRAZIONE. Si ha che:

1
a(g, 9) =f(yi +g)dwdy + 5 f ByDu(g*) — B D) do dy =

1
=f(gi+93)dwdy+§fﬁyyzderﬂz.qzdw:(da‘w che geK e f ve-
D oD

rifiea (2.8) ¢ @A) = [(@2 + @vdy+5 [fgrdy+ pgrao =
2 GoUGE
1 Ic(n)d
— [+ dyaaay 3 [ P& py(a, o) o=

[
K(n)

= f (92 + gi)dwdy—% f o' (@)[g(w, o(x))]* dw .

0
b) Vale il seguente lemma (di dimostrazione pressoché ovvia):

LeEmMMA 2.3. dJA€R ¢ u>0 tali che

(2.10) a(g, 9) + Aglbmy>nlglimw VieK.

Osserviamo inoltre che dalla definizione di K e da noti risultati si
ha che:

(2.11) Uimmersione di K in L*(D) ¢ densa e compatta .

Identifichiamo L2(D) al suo duale. Se K’ & il duale di K, si puo,
allora identificare L2(D) ad una varietd lineare di K’ (grazie alla (2.11))
e si pud porre:

(2.12) KcID)cK'.

Se fe K' e ge K denoteremo la loro dualitd con {f,g>. Nel caso in
cui fe L*D), tale dualith coincide con il prodotto scalare in L*(D).
Associamo alla forma a(h, g) (risp. alla forma a*(h, g)= a(g, b))
definita in K, I'operatore A (risp. A4*) definito nel seguente modo fra
K e K':
a(h, 9) = <Ah7 9 Vve K

(risp. a*(h, g) = (A*h,g> VvekK).
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Come ¢ noto, graie alla condizione (2.11) e al lemma 2.3, 'opera-
tore A (risp. A*) & un operatore di Fredholm fra K e K', ad indice
nullo. Si ha dunque l’isomorfismo algebrico e topologico:

(2.13) A: E/[No[K', N*] (),
con

(2.14) dim(N) = dim(¥*) < + oo,
dove

N =ker(4), N*=ker(4%),
[K', N*]={feK':{f,§)=0 VE{ecN*}.
Vale il:

LEMMA 2.4. dim(N)=0.
DIMOSTRAZIONE. Se &€ N, si ha ovviamente che
(2.15) alt,9)=0 VgekK,

da cui &€= 0 con una semplice applicazione del principio di massimo
in forma variazionale (cf. ad es. [8]).

Grazie al lemma 2.4, I’isomorfismo (2.13) pud essere cosi precisato
(2.16) A: KK

Sia ora (cfr. fig. 1.1):
(2.17) Z={(q,2)eR*: m<q<k(n), m<z<n}.

Sia inoltre C, (m<z<n) il punto di 0D di coordinate

(2.18) C,= (2, «(2)) .

(8) Per semplicitd, si & indicato ancora con A I’operatore dopo il pas
saggio al quoziente.
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Sia ora (q,2)€Z e fe L*D). Grazie alla regolaritd di «(x) (cfr. la
(1.2)), il seguente funzionale

L(g) = ffgdwdy—f(oc’z + 1)(y—a(z))gdw—qudy y

¢ lineare e continuo in K. L’isomorfismo (2.16) ci dice allora che la
equazione variazionale

(219)  al(he, 9) = [fgawdy — [(@*+ 1)y — o) gdo—a[gay,

ammette una ed una sola soluzione in K.
Vale la:

PROPOSIZIONE 2.2. La soluzione h,, € K della equazione variazionale
(2.19) verifica le condizioni seguenti

(2.20) —Ah,=f nel senso di D'(Q)

(2.21)  h, =0 su FG (nel senso di H¥FG))
(2.22) Dk, =0 su AF

(2.23) D,h, =0 su GC,

(2.24) D,k =y—a(2) su OB
(2.25)  Dyhy, =—q su BA

la condizione (2.22) dovendo essere intesa nel senso di (H (AF))' e ana-
logamente le (2.23), (2.24) e (2.25) (per la definizione e le proprieta di
tali spazi vedere ad es. [15]).

Si ha inolitre:

(2.26) hes€ H(D) .

DIMoSTRAZIONE. Le (2.20) e (2.21) sono ovvie. Per verificare la

(2.22), si prenda g € K nulla su 0D — AF. Vale allora la formula di
Green:

a‘(hau g) - —fAhngdwd?/— <Duhqn g> 1
D
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la dualitd essendo intesa fra Hi (AF) e il suo duale. Tenendo presente
il fatto che h,, verifica I’equazione (2.19) si ha

{Dyhy, g>=0 VgeK, nulle su oD— AF,

e dunque la (2.22). Le relazioni (2.23), (2.24) e (2.25) si verificano
analogamente.

Verifichiamo la (2.26). Sfruttando noti risultati sulla regolarita
all’«interno» di D e sulle « parti regolari » della frontiera delle solu-
zioni di problemi ai limiti ellittici (vedere ad es. [15]) si ha che:

(2.27)  hg, € HE, inun intorno di ogni punto di D differente da A, F, G, E.

Si vede poi che h, € Hp, in un intorno di A e C ragionando per sim-
metria rispetto all’asse y (si pone A(x,y) = he(|z|,y) e si verifica che
Ahe L e che verifica condizioni al contorno «regolari» in un intorno
di A ediE.

Analogamente si verifica che h,e Hp, in un intorno di F (risp.
di @) ragionando per simmetria rispetto all’asse = (risp. per simmetria
rispetto alla retta y = a(n)).

La (2.26) e cosi completamente verificata.

OSSERVAZIONE 2.2. Se si tiene presente la (2.26) si ha che la (2.22)
si pud intendere nel senso di H¥(AF) (analogamente le (2.23), (2.24)
e (2.25)).

Si ponga ((g,2) € Z):

(2.28) H.(D)= {ge H*D), g verificanti
le (2.21), (2.22), (2.23), (2.24), (2.25)},

HZ%,(D) & ovviamente una varietd affine di H*(D). L’isomorfismo (2.16)
e la proposizione 2.2 implicano allora la seguente corrispondenza biu-
nivoca e bicontinua:

A: H:(D)«> L*(D) . (2.29)
¢) Sia

(2.30) #:R—-R  una funzione lipschitziana e limitata.
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Sia inoltre ¢ €10, 4[. B allora una immediata conseguenza della (2.29)
il seguente lemma:

LeMMA 2.5. Per ogni (q,2) € Z, per ogni fe H'4(B), esiste una ed
una sola ge HZ(D) tale che Ag= B(f).

Si indichi con T,: H'*¢(D) —>H§Z(D) Papplicazione definita nel
lemma 2.5.

PROPOSIZIONE 2.3. V(q,2) € Z, Vapplicazione T, ammette un punto
fisso, cioé V(q,2)€ Z, 3g,€ HZ(D), tale che

AGer = Hgos) -

DIMOSTRAZIONE. i) Proviamo, prima di tutto, che T, ¢ continua.
Per verificare tale asserzione & sufficiente verificare che ’applicazione
f—3(f) & continua da H'*¢(D) in L*(D). Tale proprieta & di facile
dimostrazione in quanto che se f,, f€ H'*%(D) e se f,—f in H**¢(D),
si ha:

18 —B(Fa) I3y = [ 18(F(@, 9)) — (e, 9) [ dwvdy <
D
<X|lf(@, y) — ful@, y) Pdwdy = 2|f —ful Ty »
D

dove A & la costante di lipschitzianita di &.

ii) Dato che # & una funzione limitata, & limitato il rango di 7,,
esiste cioé una costante N (dipendente da (g, 2)) tale che:

(2.31) | Toflm<N  VjeH'*(D).
Si ponga:

(2.32) 2= {geHg, |glm<N}

e

(2.33) 2 = chiusura in H'7*¢(D) di X, .

Si ha ovviamente che:

(2.34) 2 ¢ compatto e convesso in H*4(D) .
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Indichiamo ancora con T',,, la sua restrizione a X. T,, & allora con-
tinuo fra gli insiemi

(2.35) Tp: X — 2.

Per la (2.34) e il teorema del punto fisso di Schauder, ’applica-
zione (2.35) ha un punto fisso.

d) Sia ora H,:R—>R (re N) definita nel seguente modo

0 r<0,
rX I<r<—
(2.36) H,(r)= r’
1
1 r>—,
r

VreN, H,x) soddisfa la condizione (2.30), dunque per la proposi-
zione 2.3 si ha che

(2.37) V(g,2)€Z, VreN, dg,€ H2(D) tale che Ag,= H,(g,).

Osserviamo a tale punto che:

LEMMA 2.6. VreN si ha g.(%,y)>g,.(®, y), cioé la successione g,
¢ monotona non crescente.

DIMOSTRAZIONE. Sia per assurdo:
o = {(#, ¥) € D: grya(®, Y) > go(@, Y)} # 0 .
Per 1a (2.37) si ha allora 4(¢g,,,—¢,)>0 su w. Si ponga
# = 8up{g,1(2, ¥) — 9+(#, ), (7, ¥) Ew} .

Essendo g,,, — g, una funzione continua si ha che esiste (z,, y,) €® tale
che g,..(%o, Yo) — g+(%0, Yo) = p > 0. (7,0, Y,) deve inoltre appartenere a
0w N 0D per il principio di massimo e per ragioni di continuita. Ciod,
ancora per il principio del massimo, porta ad un assurdo perché g, ,
e g, soddisfano le medesime condizioni ai limiti su 0D (7).

(") B lecito I’impiego del principio del massimo perch® le funzioni
g, € 0Y(D) (cfr. Posservazione 2.3, pill avanti). Nei punti A e F si pud ragio-
nare adattando, in modo ovvio, le considerazioni condotte nella nota (3).
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Essendo le funzioni H,.(#) equilimitate, 1a successione g, & limitata
in H%(D). Si puo allora estrarre una sottosuccessione g,, e si pud deter-
minare una g € H2(D) in modo tale che g,,—g in C°(D). Grazie al
lemma 2.6 si ha che g,—g¢ in C°(D), cioé tutta la successione g, con-
verge a g in Cy(D).

Si ponga
(2-38) Q= {(.’L‘, ?/)eDa g(“‘? ?/)>0},
(2.39) Q= {(x,y) €D, g(x,y)<0}.

LeEMMA 2.7. La funzione v verifica le condizioni:

(2.40) g=limg, in C°(D),
oo

(2.41) 0<d4g<1,

(2.42) Ag=1 su 2,

(2.43) Ag=0 su Q .

DIMOSTRAZIONE. La (2.40) & gid stata verificata. La (2.41) & una
conseguenza della (2.40) e del fatto che 0<Ag,<1 (cfr. le (2.36) e
(2.37)).

Sia ora p e D(Q) e A= min{g(x, y) (v, y) esupp(y)}. Per la defini-
zione di £ e la continuitd di ¢ si ha che 4> 0. Dato che g,—g¢ in
C°(Q), esiste un 7 tale che per r > 7 si abbia g,(,y) > 1/r sul supporto
di y e dunque (cfr. le (2.36) e (2.37)) Ag,=1 sul supporto di ». Si
ha dunque: {4g, ) =lim {4g,, p> =<1, y)> la dualita essendo fra
D(RQ) e il duale. e

Abbiamo cosi provato la (2.42). Analogamente si verifica la (2.43).

OSSERVAZIONE 2.3. Dato che Age L™(D) (risp. Ag,€ L*(D)), con
un procedimento del tutto simile a quello utilizzato per dimostrare
la (2.26) (sfruttando perd i risultati di regolarita contenuti in [1],
invece che quelli contenuti in [15]) si arriva al seguente risultato

g eW*(D), 1<p<-+ o0
(risp. geEW22(D), 1<p< + o0)
e dunque, grazie ai noti teoremi di immersione di Sobolev,

geCyD) (risp. g.€ C}(D)).
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e) Riagsumiamo il risultato raggiunto con il procedimento de-
scritto nei punti b), ¢), d):

TEOREMA 2.1. V(q,2)€Z, Jw,, € H*D) tale che:

(2.44) Wy € W2?(D)N CY(D) 1<p< + oo,
(2.45) Aw,eL*(D), 0<Aw,<1l
(2.46) we=0 su FG

(2.47) Dw,=0 su AFU@&C,
(2.48) Dyw,=y—ak) suCE
(2.49) Dw,=—q su EA.

Se, inoltre, si pone:

(2.50) 2,={(=,9) € D: wg(x, y) > 0},
(2.51) Q= {(x,y) e D: w,(x, y) <0},
8t ha ancora

(2.52) Awe=1  su £,

(2.53) Aw,=0 su Q.

OSSERVAZIONE 2.4. Per la dimostrazione dell’esistenza della solu-
zione debole del problema del canale & sufficiente il risultato enun-
ciato nel teorema 2.1. Si pud d’altra parte verificare facilmente che
una funzione w,, verifica le condizioni del teorema 2.1 se e solo se
soddisfa la disequazione variazionale (2.7).

Abbiamo cosi indirettamente dimostrato 1’esistenza della soluzione
della disequazione (2.7). Pit avanti (cfr. il corollario 3.1) si ricavera
anche un risultato di unicita.

OSSERVAZIONE 2.5. Sempre tenendo presente i risultati illustrati
nei punti b), ¢), d) (e in particolare le (2.36) e (2.37) ed il lemma 2.6)
si ha che V(g,2) € Z esiste una successione w, di funzioni di H2(D)
verificanti tutte le condizioni del teorema 2.1 eccetto la (2.45) che
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viene sostituita dalla relazione

Awl) = H (w)

['¢
Si ha inoltre che:
w? —-w, in CD).

OSSERVAZIONE 2.6. Notiamo che al variare di ¢ le funzioni w, sono
tutte « regolari» (cfr. le (2.44)), in quanto soddisfano una condizione
ai limiti di tipo uniforme sul tratto @z V) (ij} Per risolvere, piu
avanti, il problema dell’esistenza della soluzione del problema del
canale, sceglieremo il « giusto » valore di ¢, imponendo una condizione
del tipo passaggio del « pelo libero» da un punto opportuno.

Nella dimostrazione dell’esistenza si poteva pensare di seguire
un’altra strada, cioé quella di costruire le funzioni w, imponendo su @0,
la condizione di Dirichlet w,= 0 (che da luogo a un problema di tipo
misto), invece che la condizione di derivata obliqua D,w,= 0. Le fun-
zioni w,, per soddisfare le (2.44)), avrebbero perd dovuto verificare una
opportuna condizione di compatibilitd. Avremmo cosi potuto scegliere
il « giusto » valore di ¢, in modo tale che la corrispondente w,, essendo
« sufficientemente regolare », ¢i avrebbe permesso di costruire una solu-
zione del problema del canale (per tale modo di procedere vedere il
problema V di [5] e [9]).

3. Esistenza della soluzione debole.

a) Per ogni (¢, 2) €Z (per la definizione di Z vedere la (2.17))
indichiamo con w,, una funzione verificante il teorema 2.1 (la scelta
di w,, potrebbe essere, a priori, non univoca).

Valgono allora i seguenti risultati:

LEMMA 3.1. Siano m< ¢, <q:<k(n) em<z<n (cioé (¢,2) e (q:,2) €Z
e ¢1<¢s). 8¢ ha allora che:

(3.1) 0 <Wep(y Y) — Wye(@, Y) < (¢ — g1 (k(n) —@)  in D.

DimosTRAZIONE. Verifichiamo la prima disuguaglianza del lemma.
Per fare questo é sufficiente verificare Vr € N (cfr. ’osservazione 2.5) che:

(3.2) wh, —wl >0 su D.
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Sia per assurdo:
(3.3) w = {(#,y) € D: wgy(z, y) > wg,(@, y)} #0 .

Abbiamo allora:

(3.4) Aw?, —w®,) = H(w?) —H,wl)>0 su o.
Sia
(3.5) A= sup{wg.,(2, y) — wg (@, ¥), (%, y) €} .

Per la continuitd di w{, e w),, esiste (w,, y,) €@, tale che:
(3.6) We(@os Yo) — We(Toy Yo) = 4> 0.

Si ha inoltre (sempre per ragioni di continuitad e per il principio di
massimo):

(3.7) (@, Yo) EQw N 0D .

Le (3.6) e (3.7) portano, perd, ad un assurdo in quanto (400 Yo)
non pud appartenere a FG perché ivi w?, —w?, = 0, neanche a AF U
u@C,u 675 perché ivi Dy(w, —wl),) = O neanche a EA perché ivi
si ha che D (W, —wh)=—¢q,+ ¢2>0 (cfr. il principio del massimo
di Hopf (8) e V'osservazione 2.5).

Analogamente si dimostra la seconda parte della disuguaglianza (3.1).
Con tecniche del tutto simili a quelle descritte nella dimostrazione

del lemma 3.1, si prova anche il seguente:

LEMMA 3.2. Siano m<q<k(n) e m<z,<z,<n. Si ha allora che:

o(Ry) —o(2y) - 2 2 .
0<qul_waz.<_W[y — (k(n)) ] in D

CoroLLARIO 3.1. V(q,2)€Z la disequazione variazionale (2.7) (o
equivalentemente il problema associato al teorema 2.1) ammette una ed
una sola soluzione.

(8) Nei punti A e E si pud ragionare in modo analogo a quanto si & fatto
in nota (3).
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DimMosTRAZIONE. Resta da verificare solo ’unicita. Se esistesse
(9,2)€Z a cui corrispondono due soluzioni w;Z e w,, avremmo (ad
esempio per il lemma 3.1) che w,<wj, in D e viceversa. Dunque

I . U
waz - waz'

CoRrOLLARIO 3.2. Sia reN e (¢, %), (g.2)€Z tali che
lim (q” 2,) = (¢, ?) in R?.
r—>00

Si ha allora:
lim w,,, = we 0 Cy(D) .

r—>00

DIMOSTRAZIONE. Si ha infatti (cfr. i lemmi 3.1 e 3.2) V(q,2) e Z
e V(z,y)eD
IOC(Z) _ ‘x(zr)l .

20(0)

(((m)* + ((m)?) + |g —gr [f(n) -

(3.8) |we(@, y) — Wz, (0 Y) <

CoROLLARIO 3.3. i) Vqe[m, k(n)] si ha

. 2
(g—=) su D,

wam(myy) - 2
0 su D—D,,
dove
(3.9) D,={(@,y)eD:0<<q},

ii) V(q,2)€Z si ha

— 2
Was (@5 Y) <
0 su D—D,,
e dunque
Q.cD,.

DIMOSTRAZIONE. La parte i) & immediata (basta infatti osservare
che sono soddisfatte le condizioni del teorema 2.1 con z=m). La
parte ii) & conseguenza della parte i) e del lemma 3.2.

4
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b) Si ponga
(3.10) T=1{(q,2)€Z: wy,(x,y)>0 su D}.

Valgono allora i seguenti lemmi:

LeMMA 3.3. V(q,2)eT si ha che
Dy w,(2,y)<0 su D.

DIMOSTRAZIONE. Se z= m ’asserto & conseguenza del corolla-
rio 3.3,1). Sia allora m < 2<n e supponiamo per assurdo che:

W= {(w7 y)€D: Dvwaz(w7 y)> 0} #0.

| facile verificare che w c 2,, (dato che (g, 2) € T), dunque si ha che
A(D,w,,) = 0 su w. Esiste inoltre (z,, y,) €® tale che:

waaz(mm ?/0) = sup{D,,'w,,z(m, y)’ (.’L‘, y) Ew} .

Per il principio del massimo e per la continuitd di D,(w,,) si deve avere
che D,we(®, Yo) >0 © (2,7, €0wN oD. Osserviamo che (x,, y,) ¢
¢ AFUFGUGC,U 0 E, in quanto ivi D,w,,<0.

Deve essere allora (x,,%,) € EA. In tal caso esiste un intorno U
di (x,,y,) tale che U N D & contenuto in w (e dunque in £,,). w,, &
dunque «regolare » in un intorno di (z,, %,) e si ha che .D,(D,w,)=0
su UNoD. Cid é assurdo per il principio del massimo di Hopf.

LeMMmA 3.4. V(q,2)€T si ha che (per la definizione di D, vedere
la (3.9)).

(3.11) Q,25D, (cioé we(x,y)>0 su D,).

DiMoSTRAZIONE. Se per assurdo esistesse (&, y,) €D, tale che
Weo(@oy Yo) = 0, 81 avrebbe allora (cfr. il lemma 3.3) che w,, (%, y) =0
per ogni y >y, e dunque D, w,,(x,, «(x,)) = 0, il che contrasta con la
(2.48).

LeMMA 3.5. V(q,2)eT si ha che:

D,w,=0 su FG.
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DIMOSTRAZIONE. K una conseguenza immediata del fatto che
(q,2) €T e del corollario 3.3, ii).

LeEMMA 3.6. V(q,2)€T si ha che:
D w,(x,y)<0 su D.

DIMOSTRAZIONE. Sia per assurdo:
(3.12) w={(x,y)€D: D,w,(z,y)>0}+£0.
Si vede subito inoltre che (cfr. il fatto che (¢, 2) € T'):

(3.13) 0C Q.

Si ha dunque che
(3.14) AD,w,) =0 su w.

Esiste allora (w,, ¥,) €& tale che:

(3.15) Do we (%05 Yo) >0,
(3.16) (%o, Yo) EO® N 0D,

(@0, ¥o) ¢ AN FG perché ivi si ha che D,w, <0 (cfr. la (2.49) e il
lemma 3.5).

Sia (@, ¥o) € AF. Si pud allora, determinare un intorno U di (@, ¥,)
tale che U N D sia contenuto in w e dunque in 2,, (per le (3.15) e
(3.13)).

w,, ¢ allora «regolare» in un intorno di (w,,y,) e si ha

_D,,(D,;’w"((to, ?/0)) =0

(cfr. il teorema 2.1) e cid & assurdo per il principio del massimo di Hopf.
Analogamente si ragiona su GC,e @ (cfr.le (3.21) e (3.22) piu avanti).

Resta solo da provare che (x,, y,) 7 C, per arrivare all’asserto. Se,
per assurdo (@, ¥o) = (., allora esiste un intorno circolare V di C,
tale che VN Dcowc 2,,. Avremo che w,, & «regolare » in ogni punto
di VN D, fuorché nel punto C,. Si ha inoltre che

(3.17) D,w,eH(VN D),
(3.18) AD,w,)=0 su VND.
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Si ponga:

(3.19) 8= {geH(VND), g=0 su (3V)N D} .

Vale allora la formula di Green (cfr. [15]):

(3.20) f grad (). grad g dody = + (o, ) geg,
vNnD

la dualita essendo fra H}*(o(V N D)) e il duale e n essendo la normale
esterna.
Si ha inoltre su (VN D)N (GC, VU C, E) (su cui w,, & «regolare»):

a(“’al)ﬁ
on

= (Wez)zx COS (N, &) -+ (Wez)ey 8€ND (N, T) =
a(qu)v

= (1 - (waz)w) sen (¢, ) — (We;)ay €O8 (, ) = sen (¢, x) — ot

dove t & la tangente a o(V N D) orientata positivamente.
Si ha allora (cfr. le (2.47) e (2.48)):

(3.21) % (wq;). = sen (1, ) <0 su (/7’-5,, ,
) —
(3.22) n (Wez)e =0 su C.E.

Tenendo presente il fatto che in H~#(3(V N D)) non vi possono
essere « masse concentrate» nel punto O, e che su o(V N D)—{C;}
la (w,.). & regolare, le (3.20), (3.21) e (3.22) implicano la relazione
seguente:

(3.23) J‘grad('wq,,),c grad gdzdy<0 VgeS.
vOD

11 principio di massimo sotto forma variazionale (cfr. ad es. [8])
ci dice allora che (w,,), non pud avere massimo in C,.
Il lemma & cosi completamente dimostrato.

Sia P= (¥, y) €D. Si ponga:
Q;: {(m,y)eD:m>§,y>g7},
Qr= {(w,y)ED:m<E,y<g} .
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LEMMA 3.7. V(q,2)€T si ha che:
(3.24) QtcD—Q, VPeD—Q,,
(3.25) Qrc R, VPeDNoL,.

DIMOSTRAZIONE. E una conseguenza praticamente immediata dei
lemmi 3.3 e 3.6.

¢) Dimostriamo ora alcune proprieta di 7.
LeEMMA 3.8. T é chiuso.

DIMOSTRAZIONE. Sia (¢, 2) punto di aderenza di T e (q,, %) una
successione di elementi di 7' tali che (q,,2,) —(g,2). Avremo allora

che (cfr. corollario 3.2) w,z —w, in C%D) e dunque, dato che
We,., (%, ¥)>0 su D, si ha che wy(x,y)>0 su D, cioe (g,2) e T.

Si definisca VP = (¢,,2,) € Z:
A;’: {(¢,2)€Z: 9> o, 2<%},
AIII’: {(¢,2)€Z: 9<qo,2>%} .

LevMmA 3.9. 8¢ ha che:
ApcT VPeT,
ApcT—272 VYPeZ-—T.

DIMOSTRAZIONE. Ovvia per la definizione di 7 e i lemmi 3.1 e 3.2
(se ¢ aumenta, w,, non diminuisce, se # aumenta, w,, non aumenta).

Si ponga:

(3.26) I=0T—0%.

Vale allora il seguente:

LEMMA 3.10. S¢ ha che
i) IcT.
i) I {(m, 2), m<z<n} N {(q, m), m<q<k(n)} = {(m, m)}.

iii) Hsistono punti di I interni a Z.
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iv) I é ¢l grafico di una funzione lipschitziana rispetto agli assi:
X=wz+y, Y=—ax+y. Inolire I congiunge il punto (m, m)
con un punto appartenente a RS U SU.

? q
U 8
k(n) —
m fe——— R
Q
| |
e L — -
m n 2
Fig. 3.1.

DIMOSTRAZIONE. La i) & conseguenza della definizione di I e del
lemma 3.8.

Sia ora m < z<n e supponiamo per assurdo che (m, z) € I e dunque
(cfr. 1a i)) (m,2) € T, cioé a dire w,,>0 su D. Si ha allora che (cfr.
lemma 3.2) W, (2, Y) <Wnn(r,y) S D e dunque (cfr. corollario 3.3)
Wy,= 0 su D,— D,,. Cid & assurdo in quanto si deve avere la condi-
zione al contorno D,w,,= y —a(2) <0 su C,E. Si ha dunque che

(3.27) IN{mz),m<z<n}=0.

Sia ora m < g<k(n). Si ha allora che esiste un intorno V di (g, m)
in modo tale che (cfr. i corollari 3.2 e 3.3):

W (2, y)>0 su D,,

per ogni (g,2) € VN Z. Si vede poi che, con ragionamenti abituali che
si appoggiano al principio di massimo, che wg, (v, y) >0 su D e dunque
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VN ZcT. Si ottiene cosi che:
(3.28) In{(gym), m<q<kn)}+#0.

Per dimostrare la ii) non resta che verificare che (m, m) € I. Osserviamo
che per ogni intorno V, di (m, m), esiste (q;,2,)eTNV,, cong, >m
e 2;>m. Sia ora

q=inf{q: (¢,2,) e T} .

Si ha ovviamente che (G, 2) € T perché T ¢& chiuso, che § > m per la
(3.27) e dunque (g, ;) € I. (m, m), in quanto punto di aderenza di ele-
menti di I, appartiene a I. In questo modo si é anche controllata la iii).

La verifica di iv) ¢ immediata in quanto la lipschitzianitd di I &
conseguenza del lemma 3.9 e il fatto che I conginge (m, m) con un
punto di RS U ST & conseguenza delle ii) e iii).

LEMMA 3.11. V(q,2) €1, si ha che wy,(2, a(z)) = 0.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che ¢ %= m, in quanto (m, 2) € I sol-
tanto se 2= m (cfr. il lemma 3.10, ii)) e tale caso si tratta diretta-
mente utilizzando il corollario 3.3, i).

Sia dunque (g,2) €I con g>m e ammettiamo per assurdo che
w;(2, 2(2)) = 2> 0. Per i lemmi 3.3 e 3.6 si ha allora che w,(z,y)>1
su D,. Si ha allora utilizzando il corollario 3.2, che esiste un intorno V
di (g, ), tale che V(q,2) € V N Z si abbia wy(x, y) > 0 su D, e dunque,
con una semplice applicazione del principio del massimo, si ha
Wy (@, Y) >0 V(g,2)€e VN Z. Si ha allora che VN ZcT e dunque
(q,2) ¢ 0T il che porta all’assurdo.

LeMMA 3.12. V(q,2) el si ha che:

(3.29) 00,N (FGUGC,)=9,
(3.30) 082, ND+#0,
(3.31) 082, mon contiene tratti orizzontali o verticali.

DiMosTRAZIONE. Verifichiamo che 0£2,, N D non contiene tratti oriz-
zontali. Si avrebbe su un tale tratto che w= 0 e w,= 0, dunque, per
T'unicitd del problema di Cauchy, per il fatto che su £, si ha che
Awg,= 1 e per il fatto che Q,, & connesso (cfr. lemma 3.7), che wy,(z, y) =
= ¥y —1,)? (¥, opportuno) e cid & manifestamente assurdo.
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Analogamente si verifica che 9£,, N D non contiene tratti verticali.

In modo analogo si prova che 0Q2,NFG =@ (su FG@ si ha che
we.= 0 e inoltre D,w,,= 0 (cfr. lemma 3.5)).

Verifichiamo che 082, N G0, = 0. Distinguiamo a tale scopo due
casi: 1) z2=n; 2) z2<mn.

Nel caso 1) GC, é un segmento orizzontale. L’asserto si dimostra
allora con tecniche analoghe a quelle usate nella prima parte della
dimostrazione.

Nel caso 2) si ha (cfr. i lemmi 3.3, 3.6, 3.11):

W2, Y) =0 V(z,y)eD tali che x>z, y> a(z),

e dunque 1’asserto.

d) Grazie ailemmi 3.4 e 3.10, i) si vede che V(q, ?) € I — {(m, m)},
Vy €10, a(2)[ si ha che
{w: (2, 9) €0} #0.

Ha dunque senso porre Vze]m, n] tale che I(q,2)el:

(paz(y) = ’sup {w: ('7"7 f’/) € ‘Qaz} ’
9.(0) = lilﬁ Pe:(¥) »

y—>

(Paz(o‘(z)) = lim ‘qu(?/) .

v—>o(2)”
Osserviamo che, per i lemmi 3.4, 3.11 e 3.12 si ha che
(3.32) Pa(a(2)) = 2.
Si ponga inoltre per definizione
(3.33) Poum(y)=m  Vye[0, (0)].

TEOREMA 3.1. Vze[m,n], tale che 3(q, 2) €I, @, verifica la (1.3) e
Uinsieme 8,, verifica la (1.4) (con a = z).

DivosTrRAZIONE. La continuita di ¢,, & conseguenza dei lemmi, 3.7
e 3.12. Tali lemmi implicano anche la monotonia stretta. La relazione
Pa(@(2)) = 2 & gid stata dimostrata (cfr. la (3.32)).

Si ha inoltre che £,, soddisfa la (1.4) grazie al fatto che w,, (con
(q,2) €I) verifica le proprietd di monotonia enunciate nei lemmi 3.3
e 3.6,
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Si ponga Vze[m,n], tale che I(q,2)el:

gz =Y — (waz)vlnu ’
Vgr = — (qu)a:m“ .

Tenendo presente i teoremi 2.1 e 3.1 & allora una semplice verifica il
seguente:

TEOREMA 3.2. Vze[m, n] tale che A(q,2) €L, {Pasy Pazy Uazy Vozy G}
¢ una soluzione debole del problema del canale (quando nella definizionel.1
8t ponga a=z).

A tale punto per risolvere completamente il problema dell’esistenza
della soluzione debole del problema del canale & solo necessario veri-
ficare che

(3.34) {#€[m, n]: (q,2) €I} = [m, n].

Cid equivale a verificare che I (cfr. lemma 3.10) & il sostegno di una
curva con un estremo appartenente a RS (cfr. Fig. 3.1).

Osserviamo che Vz € [m, n], tale che 3(g, 2) € I si ha (cfr. teorema 3.2
e 1ilemmi 1.5 e 1.6):

(3.35) q<k(z).

Tenendo presente che k(z) & una funzione continua strettamente
crescente tale che k(m) = m, si ha allora che 'insieme I & contenuto
nel sottografico di k(z) e quindi 'insieme I deve « toccare » RS. Abbiamo
cosi completamente dimostrato il teorema seguente:

TrEOREMA 3.3. Sotto Uipotesi (1.2) il problema del canale ammette
almeno una soluzione debole.
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