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Endlichkeitssiitze iiber Ringe.

WALTER STREB (*)

Einleitung.

In [3] wurden Endlichkeitssitze iiber nile Ringe gezeigt. Fiir
die Endlichkeit eines nilen Ringes R ergaben sich folgende hinreichende
Bedingungen:

(1) Die Maximalbedingung fiir Ideale (Linksideale) und die
schwache Minimalbedingung fiir Linksideale (Ideale).

(2) Die schwache Maximalbedingung fiir Ideale (Linksideale) und
die Minimalbedingung fiir Linksideale (Ideale).

(3) Die Minimalbedingung fiir Linksideale und die endliche
Erzeugbarkeit von R (Endlichkeit von R/R?).

(4) Die Maximalbedingung fiir Linksideale und die Finitheit von R
(Endlichkeit des Annihilators von R).

Hierbei heifit R finit, wenn es zu jedem r € R eine natiirliche Zahl n
gibt, so daB nr=0.

In dieser Note zeigen wir Endlichkeitsséitze iiber 4 weitere Klassen
von Ringen.

Zunichst betrachten wir die Klasse der kommutativen Ringe und
beweisen:

(I) FEin kommutativer Ring R ist endlich, wenn alle einfachen epi-
morphen Bilder von R endlich sind und R die Maximalbedingung
(schwache Maximalbedingung) und schwache Minimalbedingung
(Minimalbedingung) fiir Ideale erfiillt.

(*) Indirizzo dell’A.: Henri-Dunant-Str. 65, Universitdt, Fachbereich 6
D-43 Essen, Germania Oce.
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Jedem Ring R ist der kommutative Ring R/R' zugeordnet. Hierbei
ist ros =rs—sr fir alle r,se R,

AoB = (acblac A,beB) fir A, BCR,

R’ das von RoR erzeugte Ideal von R.

Wegen (I) setzen wir im folgenden stets die Endlichkeit von R/R’
voraus.

Uber Ringe R mit nilpotenten Kommutatoridealen R’ zeigen wir:

(II) R ist endlich, wenn R/R’ endlich und R/(R')? endlich erzeugt
ist.

Ein Ring R besitzt endliche Klasse[1; p. 343], wenn es eine natiirliche
Zahl n und eine Folge J,, 0<i<n von Idealen von R gibt, so daB
Jo=R, J,=0, J;;CJ; und RoJ,;CJ,,, fiir 0<i<n.

Uber Ringe endlicher Klasse beweisen wir:

(III) R ist endlich, wenn R/R' endlich ist.

Ein Ring R heillt schwach hyperzentral [2; S. 399], wenn es zu
jeder das Nullelement 0 von R enthaltenden echten Teilmenge M von R
ein re€ R gibt, so daB r¢ M und RorC M.

Um (II) und (ITIT) auf schwach hyperzentrale Ringe R anwenden zu
konnen, zeigen wir:

(IV) Ein schwach hyperzentraler Ring R besitzt ein nilpotentes Kom-
mutatorideal R’', wenn R die Minimalbedingung fiir Ideale erfiillt.
(V) Ein schwach hyperzentraler Ring R besitzt endliche Klasse, wenn
eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:
(a) R erfiillt die Maximalbedingung fiir Ideale.

(b) R erfiillt die schwache Maximalbedingung und die Minimal-
bedingung fiir Ideale.

(¢) R erfiillt die Minimalbedingung fiir Ideale und die beschrinkte
Engelbedingung.

BEWEISTEIL. Erginzung der Notationen. Sei

{A| das von ACR erzeugte Linksideal,
|A} das von A CR erzeugte Rechtsideal.
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Fiir Untermoduln A und B von R mit B C A seiind(A4 :B) die Kardi-
nalzahl der Menge der Restklassen, in die A modulo B zerfillt.

Beziiglich der nicht eigens erwidhnten Bezeichnungen verweise ich
auf [2; S. 399-401].

LeMMmA 1. Sei R ein Ring, ind(R:.J) endlich fir jedes maximale
Linksideal J von R, 4 und B Linksideale von B mit Bc A und

(@) (J]J Linksideal, BcJcA)=190.
Dann ist ind(A4 :B) endlich.

BEWEIS. Sei a € 4 mit a ¢ B beliebig aber fest gewihlt. Es gilt
entweder RaC B oder Ra¢ B.

Zu RaCB. Fiir das Linksideal |a| 4+ B gilt Bc|a| 4+ BCA, also
A = |a| + B wegen (a). Aus 2a € B folgt ind(4:B)= 2. Ist dagegen
2a ¢ B, 80 erhilt man mit (@) entsprechend |2a| + B= 4, also |2a|
+ B = |a| 4 B, folglich na € B mit einer geeignet gew#hlten von null
verschiedenen ganzen Zahl n. Demnach ist ind(A4 :B) = ind(|a| + B:B)
auch in diesem Fall endlich.

Zu Ra¢ B: Die Menge
C:= (z|lxreR,racB)CR

ist Linksideal von R.

Wir zeigen zuniichst, daB ¢ maximales Linksideal von E ist:

Sei D Linksideal von R. Aus C c D folgt Da ¢ B, also Bc Da + BC
CRa + BCA, hiermit Da + B= A = Ra + B wegen (a), demnach
Ra C Da + B. Somit gibt es zu jedem r e R ein d € D, so daBl (r —d)a =
= ra—da € B, folglich »r — d € C C D, schlieBlich e D. Insgesamt ist
R=D.

Wegen CaC B ist mit ind(R:C) auch ind(4 :B)= ind(Ra + B:B)
endlich.

LEMMA 2. Sei R ein Ring und ind(R:J) endlich fiir jedes maximale
Linksideal J von R. Erfiillt R die Maximalbedingung (schwache Maxi-
malbedingung) und die schwache Minimalbedingung (Minimalbedingung)
fir Linksideale, so ist R endlich.
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BEWEIS. Zur ungeklammerten Aussage. Sei B maximales endliches
Linksideal von E. Wir fiihren die Annahme B c R zum Widerspruch:
Sei A minimales Element der Menge

(J|J Ideal von R, BcJ).

Nach Lemma 1 ist ind(4:B), also mit B auch A endlich im Wider-
spruch zur Maximaleigenschaft von B.

Analog zeigt man die geklammerte Aussage.

Mit Lemma 2 folgt unmittelbar (I).

LeMMA 3. Besitzt R endliche Klasse, so ist mit R/R’ auch R end-
lich erzeugt.

BrwEris. Es reicht zu zeigen: Ist 8 ein Ring und J Ideal von S
mit
(@) JCS und SodJ=0,
go ist mit §/J auch S endlich erzeugt.

Aus SoJ = 0 folgt a(ros) = (ros)a = rosa— s(roa)= 0 fir alle r,
sefS und a€d, also

() 8T=J8=0.

Da 8/J endlich erzeugt ist, gibt es einen endlich erzeugten Unter-
ring T von 8, so daf
(e) S=T+dJ.

Mit (a)-(¢) ergibt sich J g S’—(-c—_) {T+ J)o(T+ J)} = {To.’l’}(c)g(b) T, also
S=T+J=T1T. '

LeMMA 4. Ist R nilpotent, so ist mit R/R? auch R endlich erzeugt.

BeEwEeis. Es reicht zu zeigen: Ist S ein Ring und J Ideal von S
mit
(a) Jc8 und SJS=J8=0,

8o ist mit S/J auch S endlich erzeugt.
Da 8/J endlich erzeugt ist, gibt es einen endlich erzeugten Teilring T
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von 8, so dafB
() S=T+J.

Mit () und (b) folgt J C S2= (T 4 J):C T, also =T + J = T.

LemmA 5. Ist A nilpotentes Ideal von R mit A C R2, so ist mit
R/A auch R finit.

BEWEIS. Es reicht zu zeigen: Ist S ein Ring und J Ideal von S
mit JC 82 und J2= 0, so ist mit 8/J auch § finit.

Da 8/J finit ist, gibt es eine Abbildung § von § in die Menge der
natiirlichen Zahlen, so daB B(r)r € J fiir alle r€ 8. Wegen J C §8? gibt

es zu a€dJ Elemente 7;,s,€8, so dal a = ZT,-S,-, also

g=1

n n

(T1600B59) a= 3 (TT 800 rTT Bls)) sc€ 7= 0.

j=1 =1\ j=1 j=1
Folglich ist J, also auch 8 finit.

BEWEIS zU (II). Anwendung von Lemma 5 auf 4 := R’ erbringt,
daBl R finit ist.

Wir zeigen die Behauptung zunichst unter der Zusatzvoraus-
setzung, daB R'/(R’)? endlich ist.

Nach Lemma 4 ist R’ endlich erzeugt. Mit R ist auch R’ finit.
Folglich ist der nilpotente Ring R’ endlich. Mit R/R’ und R’ ist auch
R endlich.

Es reicht nunmehr zu zeigen, dal R'/(R')? endlich ist. C.B.d.A.
sei deshalb (R')2= 0. Es gibt endliche Teilmengen 4 und B von R,
so daf

(a) R=A+R ud R=<(B),

also

R'= {{B)o(B)} = {BoB} = |BoB| 4 A(BoB) + (BoB) A + A(BoB) 4.
Da A und B endlich und R finit ist, ist R’ endlich.

BEwEIs zu (III). Nach [1; Theorem 5.6, p. 350] ist R’ nilpotent.
Nach Lemmsa 3 ist R endlich erzeugt. Mit (IT) folgt die Behauptung.
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LEMMA 6. Sei R schwach hyperzentral und A 40 Ideal von R.
Aus

(a) R'A—0,
(b) (J]J Ideal von R, 0cJcA)=90
folgt RoA = 0.

BEwEIs. Da R schwach hyperzentral ist, gilt o(0UEA) ¢ 0 U CA.
Also gibt es 0 2a€ A mit Roal(0UCA)N A =0.

Wir zeigen zunéchst (RoR)a = 0, indem wir die Annahme, da8 es
be RoR gibt, so daB ba #0, zum Widerspruch fiihren:

Aus ba#0 folgt A = {ba} wegen (b). Mit Roa = 0 und (a) ergibt
sich bas = —b(soa)— (sob)a + sba = sba fiir alle s € R, also A = {ba}=
= {ba|, folglich a = (rb + nb)a mit einer ganzen Zahl » und r € R,
schliefllich a = (rb + nb)*a fiir alle natiirlichen Zahlen ¢. Nach [2;
Satz 10, S. 409] ist rb 4 nb als Element von R’ nilpotent, also a =0
im Widerspruch zu a #0.

Aus Roa= 0 und (RoR)a= 0 folgt Ro{u}= 0. Nach (b) gilt 4= {a}
wegen a #0. Also ist Rod = 0.

LEMMA 7. Jeder schwach hyperzentrale Ring R, der die schwache
Minimalbedingung fiir Ideale erfiillt, ist hyperzentral.

BEWEIS. Sei §#0 epimorphes Bild von R. Wir zeigen, daB es
ein Ideal 4 %0 von S gibt, so dal Sod4 = 0:

Da mit R auch 8 schwach hyperzentral ist, gibt es nach [2; Satz 2,
S. 403] ein Ideal B0 von S8 mit 8" B= 0. Fiir 8 und ein beliebig
gewihltes minimales Element A der Menge

(J|J Ideal von 8, 0cJCB)

sind die Voraussetzungen von Lemma 6 erfiillt. Also gilt SoA4 = 0.

BeEwES zU (IV). Nach Lemma 7 ist R hyperzentral. Da R die
Minimalbedingung fiir Ideale erfiillt, gibt es eine natiirliche Zahl =,
8o daBl A:= (R')"= (R')*»= A,

Wir zeigen die Behauptung, indem wir die Annahme A #0 zum
Widerspruch fithren:

Wegen RA2A2#£0 gilt

B:= (z|x€R, xA=0)CR.
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Sei ¢ Ideal von R mit Bc C und RoC C B, D minimales Element der
Menge
(J]J Ideal von R, BcJCC)

und d € D mit d ¢ B beliebig aber fest gewahlt. Mit der Minimaleigen-
schaft von D und RoD C Ro(C C B ergibt sich D= {d} + B= |d} + B.
Aus BcD und A2= A folgt 0 % DA = D(A?)= (DA) A, also DA ¢ B,
schlieBlich D= DA + B wegen der Minimaleigenschaft von D. Ins-
gesamt gilt

D=DA+B=(|d}+B)A+B=|d}A+B=dA +B.

Folglich gibt es a € A, so dal d = da modulo B, also d = da* modulo B
fiir alle natiirlichen Zahlen 4, schliellich d € B, da a Element des nach
[2; Satz 10, 8. 409] nilen Ringes R’ ist, im Widerspruch zu d ¢ B.

BEWEIS zU (V). (a) Nach [2; Satz 8, S. 408] ist R’ hypernilpotent
in R, also nilpotent. Nach [2; Satz 1, S. 402] ist R hyperzentral, folg-
lich Ring endlicher Klasse.

LeEMMA 8. Jeder schwach hyperzentrale Ring R, der die schwache
Maximalbedingung fiir Ideale erfiillt, ist absteigend hyperzentral
(d.h. fir jedes Ideal A #0 von R gilt {Rod}c A4).

BEWEIS. Sei A 70 Ideal von R, B maximales Element der Menge
(J|J Ideal von R, Jc A)
und C maximales Element der Menge
(J|J Ideal von R, J N A= B).

Wegen RN A= ADB gilt CcR. Nach [2; Satz 2, S. 403] gibt es ein
Ideal D von R mit CcD und R"DCC. Wegen der Maximaleigen-
schaften von B und Cist DN A>B, also DN A=A4. Mit R"DcC
folgt R"A= R"(DN A)C(CN A)= B. Demnach sind fiir R/B und
A/B die Voraussetzungen von Lemma 6 erfiillt, Folglich gilt {RoA}C
CBcA.

(V). (b) folgt unmittelbar mit Lemma 8.

LEMMmA 9. Erfiillt R die Minimalbedingung fiir Ideale und die
beschrinkte Engelbedingung und ist R’ nilpotent, so besitzt R end-
liche Klasse.
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BEWEIS. Wir zeigen die Behauptung, indem wir die Annahme,
daB es ein Ideal A von R gibt mit 4 20 und {4oR} = A zum Wider-
spruch fithren:

Da R' nilpotent ist, gilt B:= R'A + AR'c A. Fir §:= R/B und
C:= A/B gilt

Ce(J]|J Ideal von 8, 0cJC O, {JoS}=J).

Sei .D minimales Element dieser Menge und ¢ € § mit Dot 40 beliebig
aber fest gewahlt. Wegen 8'D = DS8'=0 gilt fir de€D und s, u, v,
wel

(@) (dos)uow = (dos)(uow) + ((dos)ow) u = ((dos)ow) u,
v(dos)ow = (vow)(dos) + v((dos)ow) = v((dos)ow),
v(dos) uow = (vow)(dos) u + v(dos)(uow) + v(dos)ow) u =
= v((dos)ow) u,

(b) (dos)ouw = (dou)os + do(sou) = (dou)os,
also
{{Dot}oS} = {(Dot)o8} = {(Do8)ot} = {{DoS}ot} = {Dot},

demnach {Dot}= D wegen der Minimaleigenschaft von D, folglich
{(Dot)ot} = {{Dot}ot} = {Dot} = D, ..., schlieflich D=0 im Wider-
spruch zu D #0.

(V). (¢) folgt unmittelbar mit (IV) und Lemma 9.
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