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Endlichkeitssätze über Ringe.

WALTER STREB (*)

Einleitung.

In [3] wurden Endlichkeitssätze über nile Ringe gezeigt. Für
die Endlichkeit eines nilen Ringes R ergaben sich folgende hinreichende
Bedingungen:

(1) Die Maximalbedingung für Ideale (Linksideale) und die
schwache Minimalbedingung für Linksideale (Ideale).

(2) Die schwache Maximalbedingung für Ideale (Linksideale) und
die Minimalbedingung für Linksideale (Ideale).

(3) Die Minimalbedingung für Linksideale und die endliche

Erzeugbarkeit von .R (Endlichkeit von 
(4) Die Maximalbedingung für Linksideale und die Finitheit von R

(Endlichkeit des Annihilators von I~) .

Hierbei heißt R finit, wenn es zu jedem r eine natürliche Zahl n

gibt, so daß nr = 0.
In dieser Note zeigen wir Endlichkeitssätze über 4 weitere Klassen

von Ringen.
Zunächst betrachten wir die Klasse der kommutativen Ringe und

beweisen:

(I) Ein kommutativer Ring 1 ist endlich, wenn alle einfachen epi-
morphen Bilder von R endlich sind und .1 die Maximalbedingung
(schwache Maximalbedingung) und schwache Minimalbedingung
(Minimalbedingung) für Ideale erfüllt.

(*) Indirizzo dell’A.: Henri-Dunant-Str. 65, Universität, Fachbereich 6
D-43 Essen, Germania Occ.
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Jedem Ring .R ist der kommutative Ring RjR’ zugeordnet. Hierbei
ist ros = rs - sr für alle r, s ER,

1~’ das von erzeugte Ideal von R.
Wegen (I) setzen wir im folgenden stets die Endlichkeit von 

voraus.

Über Ringe .R mit nilpotenten Kommutatoridealen R’ zeigen wir:

ist endlich, wenn endlich und endlich erzeugt
ist.

Ein Ring R besitzt endliche Klasse [1; p. 343], wenn es eine natürliche
Zahl n und eine Folge Ji , 0  i ~ n von Idealen von R gibt, so daß

Jn = 0, und Ro Ji C J", für 0  i  n.
Über Ringe endlicher Klasse beweisen wir:

(III) R ist endlich, wenn RjR’ endlich ist.

Ein Ring 1~ heißt schwach hyperzentral [2 ; ~S. 399], wenn es zu
jeder das Nullelement 0 von R enthaltenden echten Teilmenge M von R
ein so daß Ror C M.
Um (II) und (III) auf schwach hyperzentrale Ringe .R anwenden zu

können, zeigen wir:

(IV) Ein schwach hyperzentraler Ring R besitzt ein nilpotentes Kom-
mutatorideal ’, wenn 1 die Minimalbedingung für Ideale erfüllt.

(V) Ein schwach hyperzentraler Ring 1~ besitzt endliche Klasse, wenn
eine der folgenden Bedingungen erfüllt ist:

(a) R erfüllt die Maximalbedingung für Ideale.

(b) .I~ erfüllt die schwache Maximalbedingung und die Minimal-
bedingung für Ideale.

(c) .R erfüllt die Minimalbedingung für Ideale und die beschränkte
Engelbedingung.

BEWEISTEIL. Ergänzung der Notationen. Sei

(A) 1 das von A C R erzeugte Linksideal,

JA} das von A C .R erzeugte Rechtsideal.
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Für Untermoduln A und B von .I mit B CA sei ind(A : B) die Kardi-
nalzahl der Menge der Restklassen, in die A modulo B zerfällt.

Bezüglich der nicht eigens erwähnten Bezeichnungen verweise ich
auf [2; S. 399-401].

LEMMA 1. Sei ein Ring, ind(.R : J) endlich für jedes maximale
Linksideal J von R, A und B Linksideale von R mit B c A und

(a) Linksideal, B c J c A) _ ~ .

Dann ist ind ( A : B ) endlich.

BEWEIS. Sei a E A mit beliebig aber fest gewählt. Es gilt
entweder oder B.

Für das Linksideal gilt also
A = wegen ( a ) . Aus folgt ind ( A : B ) = 2 . Ist dagegen

so erhält man mit entsprechend 12a + B = A, also 12a --
-- B = -- B, folglich na E B mit einer geeignet gewählten von null
verschiedenen ganzen Zahl n. Demnach ist ind(A : B) = + B : B)
auch in diesem Fall endlich.

Die Menge

ist Linksideal von R.
Wir zeigen zunächst, daß C maximales Linksideal von .R ist :
Sei D Linksideal von R. Aus C c D folgt Da g B, also B c Dac 

C Ra A, hiermit wegen (a), y demnach

Ra C Dal -f-- B. Somit gibt es zu jedem r E R ein d E D, so daß (r - d) a =
= E B, folglich r - D, schließlich r E D. Insgesamt ist
.R = D.

Wegen Ca C B ist mit ind ( R : C ) auch 
endlich.

LEMMA 2. Sei R ein Ring und ind( :J) endlich für jedes maximale
Linksideal J von 1~. Erfüllt R die Maximalbedingung (schwache Maxi-
malbedingung) und die schwache Minimalbedingung (Minimalbedingung)
für Linksideale, so ist .R endlich.
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BEWEIS. Zur ungektammerten Aussage. Sei B maximales endliches
Linksideal von 1~. Wir führen die Annahme B c R zum Widerspruch:

Sei A minimales Element der Menge

Nach Lemma 1 ist ind(.A :B), also mit B auch A endlich im Wider-
spruch zur Maximaleigenschaft von B.

Analog zeigt man die geklammerte Aussage.
Mit Lemma 2 folgt unmittelbar (I).

LEMMA 3. Besitzt l~ endliche Klasse, so ist mit auch I~ end-
lich erzeugt.

BEWEIS. Es reicht zu zeigen: Ist S ein Ring und J Ideal von S
mit

so ist mit SIJ auch S endlich erzeugt.
Aus ,SoJ = 0 folgt a(ros) = (ros) a = rosa - s(roa) = 0 für alle r,
und a E J, also

Da S/J endlich erzeugt ist, gibt es einen endlich erzeugten Unter-
ring T so daß

LEMMA 4. Ist R nilpotent, so ist mit auch endlich erzeugt.

BEWEIS. Es reicht zu zeigen: Ist S ein Ring und J Ideal von
mit

so ist mit SIJ auch S endlich erzeugt.
Da S/J endlich erzeugt ist, gibt es einen endlich erzeugten Teilring T
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von S, so daß

Mit ( a ) und (b) folgt

LEMMA 5. Ist A. nilpotentes Ideal von I~ mit A C R2, so ist mit
auch R finit.

BEWEIS. Es reicht zu zeigen: Ist S ein Ring und J Ideal von S
mit J C S2 und J2 = 0, so ist mit S/J auch finit.

Da 8/J finit ist, gibt es eine Abbildung 03B2 von S in die Menge der
natürlichen Zahlen, so daß G J für Wegen J C ~’2 gibt

n

es zu a E J Elemente ri, 8iES, so also
i-1

Folglich ist J, also auch S finit.

BEWEIS zu (II). Anwendung von Lemma 5 auf A. := R’ erbringt,
daß finit ist.

Wir zeigen die Behauptung zunächst unter der Zusatzvoraus-

setzung, daß .R’/(.I’)2 endlich ist.
Nach Lemma 4 ist R’ endlich erzeugt. Mit 1-~ ist auch finit.

Folglich ist der nilpotente Ring R’ endlich. Mit .R/.R’ und I’ ist auch
.l~ endlich.

Es reicht nunmehr zu zeigen, daß I~’/(.I-~’)2 endlich ist. C.B.d.A.
sei deshalb (l~’)2 = 0. Es gibt endliche Teilmengen A und B von R,
so daß

Da A und B endlich und R finit ist, ist R’ endlich.

BEWEIS zu (III). Nach [1; Theorem 5.6, p. 350] ist R’ nilpotent.
Nach Lemma 3 ist R endlich erzeugt. Mit (II) folgt die Behauptung.
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LEMMA 6. Sei .R schwach hyperzentral und A. ~ 0 Ideal von R.
Aus

folgt R o A = 0 .

BEWEIS. Da 1~ schwach hyperzentral ist, gilt o (0 U SA) % 0 U @A.
Also gibt es 0 =1= a E A mit R o a C ( 0 lJ ~A ) n A = 0 .

Wir zeigen zunächst (RoR) a = 0, indem wir die Annahme, daß es
gibt, so daß zum Widersprucb führen:

Aus ba 0 folgt A = ~ba~ wegen (b). Mit Roa = 0 und (a) ergibt
sich bas = - b(soa) - (sob) a + sba = sba für alle s ER, also A = ~ba~=
= (bal, folglich a == (rb + nb) a mit einer ganzen Zahl n und 
schließlich a = (rb -+- nb)i a für alle natürlichen Zahlen i. Nach [2;
Satz 10, S. 409] ist rb + nb als Element von R’ nilpotent, also a = 0
im Widerspruch zu 

Aus Roa = 0 und a = 0 folgt Ro ~a~ = 0. Nach (b) gilt.A = {a}
wegen a ~ 0. Also ist = 0.

LEMMA 7. Jeder schwach hyperzentrale Ring I~, der die schwache
Minimalbedingung für Ideale erfüllt, ist hyperzentral.

BEWEIS. Sei S ~ 0 epimorphes Bild von R. Wir zeigen, daß es
ein Ideal A =1= 0 von S gibt, so daß SoA = 0:

Da mit R auch S schwach hyperzentral ist, gibt es nach [2; Satz 2,
S. 403] ein Ideal B ~ 0 von S mit S" B = 0. Für 8 und ein beliebig
gewähltes minimales Element A der Menge

sind die Voraussetzungen von Lemma 6 erfüllt. Also gilt SoA = 0.

BEWEIS zu (IV). Nach Lemma 7 ist l~ hyperzentral. Da 1~ die
Minimalbedingung für Ideale erfüllt, gibt es eine natürliche Zahl n,
80 daß A t = (R’)n= (R’)2n= A2.

Wir zeigen die Behauptung, indem wir die Annahme A ~ 0 zum
Widerspruch führen:

Wegen gilt
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Sei C Ideal von R mit B c C und minimales Element der

Menge

und d E D mit B beliebig aber fest gewählt. Mit der Minimaleigen-
schaft von D und .RoD _c’ ergibt sich D = ~d~ + B = ~d~ + B.
-4us B c D und A2 = A folgt 0 ~ DA = D(A2) _ (DA) A, also DA g B,
schließlich D = DA -~- B wegen der Minimaleigenschaft von D. Ins-

gesamt gilt

Folglich gibt es a E A, so daß d = da modulo B, also d - da2 modulo B
für alle natürlichen Zahlen i, schließlich d E B, da a Element des nach
[2; Satz 10, S. 409] nilen Ringes R’ ist, im Widerspruch zu 

BEWEIS ZU (V). (a) Nach [2; Satz 8, S. 408] ist R’ hypernilpotent
in R, also nilpotent. Nach [2; Satz 1, S. 402] ist R hyperzentral, folg-
lich Ring endlicher Klasse.

LEMMA 8. Jeder schwach hyperzentrale Ring R, der die schwache
Maximalbedingung für Ideale erfüllt, ist absteigend hyperzentral
(d.h. für jedes Ideal A ~ 0 von R gilt 

BEWEIS. Sei A # 0 Ideal von 1-~, B maximales Element der Menge

und C maximales Element der Menge

Wegen R r1 A = A D B gilt C c R. Nach [2; Satz 2, S. 403] gibt es ein
Ideal D von R mit C c D und Wegen der Maximaleigen-
schaften von B und C ist D n A D B, also D n A = A. Mit R" D s C

folgt Demnach sind für RIB und
A /B die Voraussetzungen von Lemma 6 erf üllt, Folglich gilt 
ç Be A.

(V). ( b ) folgt unmittelbar mit Lemma 8.

LEMMA 9. Erfüllt die Minimalbedingung für Ideale und die
beschränkte Engelbedingung und ist 1~’ nilpotent, so besitzt R end-
liche Klasse.
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BEWEIS. Wir zeigen die Behauptung, indem wir die Annahme,
daß es ein Ideal A von R gibt mit A # 0 und - A zum Wider-

spruch führen:
nilpotent ist, gilt B : = + .AR’ c A. RIB und
gilt

Sei D minimales Element dieser Menge und t E ~S mit Dort =1= 0 beliebig
aber fest gewählt. Wegen S’ D = DS’= 0 gilt für d E D und s, u, V,

also

demnach {Dot} = D wegen der Minimaleigenschaft von D, folglich
~(Dot)ot} _ ~~Dot~ot~ _ ~Dot~ = D, ..., schließlich D = 0 im Wider-

spruch zu 0.

(V). (c) folgt unmittelbar mit (IV) und Lemma 9.
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