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REND. SEM. MaT. UN1v. Papova, Vol. 50 (1973)

Sur Papproximation des équations de Schridinger
non-linéaires par une méthode de décomposition.

MARIE CLAUDE PELISSIER (*)

Introduction.

I objet de ce travail est de démontrer la stabilité et la convergence
de la méthode des pas fractionnaires appliquée a certaines équations
de Schrodinger non linéaires de la forme

du — 3 0 cu
@ V12 () + et
w(0) = u, ,

ou P'opérateur A est lincaire et I'opérateur B non linéaire monotone.

Ces problémes ont été étudiés par Bardos et Brézis qui précisent
une réalisation de D'opérateur ci-dessus et démontrent 1'exostence et
Punicité d’une solution dans ce cadre; cf. [2]. D’autres résultats théo-
riques sur les équations de Schrédinger linéaires ou non lincéaires
figurent dans les travaux de Pozzi [10].

La méthode des pas fractionnaires [3], [4], [5] est particuliérement
intéressante pour approcher le probléme (E): elle permet en eftfet de
géparer, dans le schéma semi-discret auquel elle conduit, le terme non
linéaire B du terme linéaire 4/—1A4 (que 'on peut éventuellement
décomposer). Les problemes stationnaires obtenus i chaque pas de

(*) Indirizzo dell’A.: Université de Paris-Sud, Département de Mathé-
matique - Batiment 425 - 91-Orsay, Francia.
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temps sont particuliérement simples & résoudre ainsi que leurs ana-
logues discrets.

Ce n’est que pour démontrer la convergence des solutions appro-
chées que 'on réintroduit le cadre de Bardos-Brézis; en effet les tech-
niques de Temam [5] permettent d’obtenir les estimations a priori
classiques pour le probléme de Schrodinger, mais ces estimations sont
insuffisantes pour passer & la limite. Il faut alors faire appel aux
méthodes de [2] pour aboutir au résultat de convergence.

On a préféré, dans une premiére partie, exposer les idées de base
sur le probleme semi-discret avant d’aborder la discrétisation en les
variables d’espace.

REMARQUE. Le Professeur E. Magenes, que je remercie de s’étre
intéressé a ce travail, nous a posé le probléeme de I'approximation des
équations de la forme

(E") V—l%:Au—l—Bu

avec A linéaire et B non linéaire monotone. Une difficulté supplé-
mentaire apparait: dans ce cas il n’y a méme plus d’estimation a
priori sur le terme non linéaire.

Il n’existe pas & notre connaissance de résultats d’existence pour
I’équation (BE') aveec B monotone. Le cas ou B est lipschitzien a 6té
étudié par Pozzi [10].

Je tiens tout particulierement & remercier le Professeur R. Temam
de m’avoir proposé ce sujet de recherche et encouragée jusqu’a son

aboutissement.

1. Le probléme exact.

Soit £ un ouvert borné régulier de R" de frontiére 02, Q situé
localement d’un seul cdté de sa frontiére, 7 >0, @ = 2x 10, 7.
Soit W D'espace de Banach (sur C) IL?(0, T; Wie(2)) (*) avec

(*) Wa(Q) désigne I’espace des fonctions de L¢(2) dont toutes les dérivées
jusqu’a lordre M inclus sont dans L¢(Q2), Wi(Q) Padhérence de D(2) dans
WHe(Q). H¥ Q)= W2(Q), H(Q)= W3*Q).
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2<p<oo, 2<q, 0< M, W’ son dual, et B un opérateur non linéaire
de W dans W' vérifiant les hypothéses suivantes:

(6)

(1) B est strictement monotone:

Re{Bu—Bo,u—vy)>0 Vu, veW, u#v.

(2) B est hémicontinu: V(u, v) € W X W, 'application

t— Bltu+ (1 —1t)v]

est continue de [01] dans W faible.

(3) B est borné

(4) B est coercif: lim {Bw, v)/|v| = + co.

lvll— + o0

On montre comme dans [1] que sous les hypothéses (1) (2) B est
de type M, c’est-a-dire que

(5) Si w,—u dans W faible, et si Bu, —» dans W' faible, Bu =1

dés que lim sup Re (Bu,, u,> <Re {7, u).

Soit d’autre part 4(t) Popérateur non borné dans L?(Q)) de domaine

D(A(@t) = {ue L*Q); ue L*(0, T; HyQ)N HX(Q))} ,
— LN ou
Aty =v—1 (—“2:1 . (a,-, (, t) B_w,) + ¢(x, t)u)

ou les a;; et ¢ sont des fonctions réelles de classe C! sur @
vérifiant:

(i) a;:;(®y t) = a;,(z, 1) Vi, j,
(ii) ¢(x,t) >0,

(iii) il existe une constante « > 0, indépendante de =
et ¢ telle que pour tout vecteur &= (&, &, ..., £,) de R® on ait

zaii(x’ 0)&:&;> 0525,2 .

g

On note avec Bardos et Brézis [2] A la fermeture dans L2(Q) de

5
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Popérateur d/dt4 A(t) au sens suivant: Posant

D(A)= {ueLz(Q); pp en t (u(t)e HY(2) N H(Q)),

du

A
t—> A(t)u(t) et t+— 7

e @), D) = {ue DLA); u(o) = 0},
Popérateur de domaine D(AO) défini par v — (du/dt+ A(t)u) est fermable.

Soit A sa fermeture (de domaine D(A)). L’adjoint A* de A
(de domaine D(A*)) coincide alors avec la fermeture de l’opérateur
u— (—dujdt— At)u) de domaine D(A*) = {ue ®(A); u(T) = 0}.

Dans [2] il est montré de plus que Popérateur A restreint & D(A)n W
et considéré comme opérateur non borné de W dans W' est également
fermable de fermeture notée /1, (domaine D(Ay)), et que Ay coincide
avec (Ayy)" sorte que, pour fe W', la proposition

lwy A*0y = {f, v Yoe D(A¥)N W,
{ we W,

est équivalente &
we D(Ay),
Apu=4f dans W'.

Dans ce méme article Bardos et Brézis démontrent le théoreme:

THEOREME 1. Soit B un opérateur non linéaire de W dans W' vé-
rifiant les hypothéses (1) (2) (3) (4). Noit A(t) un opérateur mon borné
dans L*(Q) vérifiant (6), A la fermeture dans L*(Q) de Uopérateur
djdt 4 A(t), A* Vadjoint de A. Alors pour tout u, € L*(2) et pour tout
fe W' il existe un u unique dans W vérifiant:

(7)  <uy A*0) + {Bu, vy = {f, v)> + (uy, v(0)) VeeDA*)n W.
De plus ue C(0, T; L'(2)) et u(0) = u,.

REMARQUE 1. u est donc une solution faible du probléme de
Schrodinger

d — L 0
‘(i%“‘*‘\/—l (* z ahmi(aij(‘ry t)g;%) +c(m,t)u) +B’M/:f,

hi=1

u(0) = u, .
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REMARQUE 2. Choisissant W = L?(Q)) on peut considérer le cas ou
Bu = |u|~2u, et, pour W= L»(0, T; Wy(Q)) le cas

0

—a—;‘Reu

0
B“=,Za—w,-[

7-29 Reu
Cow; |

REMARQUE 3. Remplacant éventuellement f par f— B0 on peut
supposer que B0 = 0 et ainsi ’hypothése (1) entraine

(1) Re (Bu,u>>0 NVueW, u#0.
Dans la suite on fera sur B ’hypothése plus forte

1" Re (B(t)u, u> >0 Vue WHyQ), u=0, ppte[0T].

2. Le probléme approché semi-discret.

Pour simplifier ’exposé nous supposerons dans ce paragraphe et
le suivant que a,;,= 0, ¢7j et ¢ =0. Nous noterons a,, = a,.

L’intervalle [07] est divisé en (N 4 1) intervalles de longueur %
destinée & tendre vers zéro. On remplace d/dt par un quotient diffé-
rentiel et I’on utilise la décomposition « naturelle » de A(¢) en n opé-
rateurs

0 0
A4,t)=—v—1 %, (ai(x, “%ﬁ) .

On définit alors m = n -+ 1 fonctions approchées u, , par la méthode
des pas fractionnaires ([3], [4], [5]).

(I1.1) w; 1(t) = uptim = C*  sur [rk, (r 4+ 1)k[,

wltim étant défini par récurrence i partir de ug = u, par les équations:

pour ¢ =1..7n

u£+i/m~u;+(i—l)/m . .
. ST e A im = 0
(I1.2.9)

wptime D(4,)
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pour i =n-41

r+1__ gr+
u wugtnim

(I1.2.n +1) k
ultle Wie(Q),

+ B£+1u;+l — f’r‘+1 y

ou AL*t¥m désigne 'opérateur non borné dans L*({2) de domaine

D)= fue 1), 7 e TH@)
u
é;éeLz(Q), u cos (v, 2;) = 0 sur B_Q} R
(I1.3) *
» normale extérieure a 2,
(r+1k
Ar+img, — _v—-1 9 a Ou dt
o= k oz, \ ‘ox;)
rk
(r+1)k
Bitly = % fB(t)u(t)dt ,
rk
(11'4) (r+1)k
1
fitt ':Eff(t)dt’
rk
On supposera de plus que:
feL*Q),
¥4 r
(IL.5) Re (B(t)u, u) + ulu|z?@ > Blu|wly @  p.p. te[0T],
u=>0,p>0.

Comme — AL*¥™ est générateur infinitésimal d’un semi-groupe forte-
ment continu de contraction dans L%*(£) (IL.2.¢) a bien une unique
solution pour tout %, 1 =1 ... n.

D’autre part il résulte des hypothéses faites sur B (hypotheses (1),
(2), (3), (4), IL.5)) que (II.2.n+ 1) admet également une unique so-
lution.
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THEOREME 2. Sous les hypothéses du théoréme 1, si k tend vers zéro
pour i=1..n+1

w,, —u dans L>(0, T; L*(RQ)) faible *

Upprx—>U  dans W faible .

La démonstration du théoréme se fait & ’aide de lemmes:

Obtention des estimations a priori.

LEMME 1. On a les majorations suivantes:

(II.6) Iu2+1/m|121:(g)< 0 pOllI‘ i == 1 . n + 1
N

(IL7) tncnally = b 3 10641y < O

(11.8) IlBun+1,k H W< o

C, ¢', ¢" désignant des constantes indépendantes de k.

DEMONSTRATION. Pour ¢=1...n+1 on multiplie (IL.2.7) par uj*¥™
et on prend la partie réelle. Il vient: pour i=1...7n

(IIQ@) lu;c+i/MI2 —_ lu1"c+(i—l)/m|2 + lu;‘c+'i/m__‘ u;’c+('i—1)/M|2 =0
(L9nm+1) i e— e futt—wfrmfe
+ 2k Re (B gty witly = 2k Re (fi+, uitl) .
En utilisant la monotonie de B, (II.9.n - 1) devient
(L10)  Jugt e fogtimfs gt —ugwmfs 2T + o gt

et 'on déduit de (I1.9.7) et (IL.10) la majoration

N
(I1.11) lugtim 2 < exp (m)(|u |2+ 2kT 3 |f]2)
r=0

valable pour ¢ =0... N, j=1..m.
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De P’inégelité de Schwartz découle

T
(IL12) k3 s [iopa
0

d’ott Vinégalité (I1.6) avec

T

C:wpmwMP+MﬁmWWy

Reste & montrer (I1.7):

Pour cela on ajoute membre & membre les égalités (I1.9.4) pour
i=1..n4+1,r=0..N.

Il vient:

M3

N
(I1.13) |u,10"+1|2-|—~ ) zo |utiim — g+ G=Dim)e
=

13

N N
+ 2k Re 3 (B luptt, uitty = |u,|*+ 2k Re X (fitt, uitty
r=0

r=0

qui avec I’hypothése (I1.5) donne

N N N
AL14) 248 3 i< ol + o 3 gt + 2k 3 o2 +
r=0 r r=0

=0
N
+2KT 3 [fr+1]e.
r=0
Utilisant (I11.6) et (II1.12) on obtient enfin

T
y 1
2k urtt]r< Juo|® + 5 expm (]uo|“ + 2T |f(t)[2dt) +
r=0

(]

T T
+ 2ﬂ[exp m (]uo|“‘ +oT |f(t)|=dt) ]”2 + 27| [f(t))2 dt
(1] [}

c’est-4-dire l'inégalité (II.7) cherchée puisque par définition de u,,,,
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il est immédiat que

%1l = kEI'uk ”n N9y -

De (I1.7) et de ’hypothése (3) sur B résulte alors (I1.8). ]
LryMME 2. Pour tout 1 =2 ...n+ 1
(11.5) (#, x—u,_1x) >0 dans L*Q) fort .

DEMONSTRATION. Reprenant I'inégalité (I1.13) on en déduit

T
m N
S 3 gm0 < g2 27 [ [f(t)]2de +
1=2r=0 pt
T
1
-+ §expm (]uolz + 2T |f(t)|2dt) .
0
Done
: N
z ‘ul R )_uz ok (t 2t — z z lu2+i/m_u;+(i—l)/ml2 =0
i=2 i=2 r=0
0 quand k¥ —0 .

Des lemmes 1 et 2 résulte 'existence d’une fonection
w*e L>(0, T; L(2)) n L*(0, T; W(Q)),

d’une fonction neL*(0, T: W-7(Q)) et d’une sous-suite k', telles
que, pour : =1..m

w,. — —u* dans L*(0, T; L*(Q)) faible *
(I1.16) Unire — uw* dans W faible,
(I1.17) By —n dans W' faible . -

La difficulté essentielle sera par la suite de prouver que n = Bu*.

Passage a la limite.
LeEMME 3. w* est solution dans W de I’équation

(IL18)  (u*, A*v) = {f —n, v> + (u,, v(0)) VveDA*)N W .



68 M. Claude Pélissier

DEMONSTRATION. Elle nécessitera plusieurs lemmes intermédiaires.
Nous poserons E = Hy(2)Nn H2(Q) N W¥Q).

LEMME 3.1. u* est presque partout égale & une fonction (toujours
notée u*) continue de [07] dans E’' et vérifiant

*(0) = 09
(I1.19) {u() “

ux + Au, +n=f  dans D'(]0, T[; E') .

DEMONSTRATION DU LEMME 3.1. Soit ¢ fixé. Multiplions les équa-
tions (I1.2.¢) par ve E et sommons pour r =0 ...qg=E(t/k), 1 =1 ...

n-+ 1.
11 vient:
(@+1k
(a1 x8)y 0) = (tgy 0) + 3 f\/—li a ?—u—ﬂ‘)ﬁd:ﬂds—
n+1,k ) - 09 & awi i awi
0
(a+Dk (@+1k
—f(Bu,,H,k, vy ds —l—f(f, v)ds .
0 0

Soit, puisque ve H}(2) N H2(2)c D(4,)

(a+1)k [
n 0 0
(unﬂ,k(t), 1)) = (%o, 0) +,~=21 f‘\/ — 1 Uiz 5;‘ (ai a—:;‘) dxds —
(1]
(@+1)k (a+1)k
_f<Bun+1.k’ vy ds +f(f7 v)ds
0 [1]

et passant & la limite sur la suite k', le second membre a une limite,
donc le premier aussi, soit g(t) (voir [5] p. 213, lemme 6.2.)

¢ i t
(I1.20)  g(t) = (g, v)+ [(w¥(s), A(s)0)ds — [ <n(s), v>ds + [ (1(s), ) ds
0 (] 0
Donc pour tout ¢ €[01] (%a4(2), v) —>g(t) et d’aprés (II.6) lapplica-
tion t— g(¢) est essentiellement borné sur [07'] indépendamment de k.
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Soit alors ¢ € D[0, T]. D’aprés le théoréme de Lebesgue

T T

[ (ratt), v o)t (919002
0 0

Or
Uy e— W* Lw((), T; I/Z(.Q)) faible *

on peut donc affirmer que

T

T
[ aiaal®), v)ptt) dt > [(wr(t), v) plt)at
0

0
Done
T T

Jowpwar= [ (w,v) pyat, vpe DioT)
0 1]
et

9(t) = (w*(t),v) p.p.
(IL.20) devient donc:

¢

i
(IL21)  (w*(), 0) + [ (u¥(s), — A(s)0) ds + [ <(s), v> s =
0

0

t
= (o, V) —l—f(f(s), v)ds VvekE.
0

Or, par définition du prolongement de A(s), si u*(s)e L*(2) et veD(A) =
= Hy(Q)n HX(Q)

(u*(s), A(S)”) = — (A($)u*(8), ) piay, )y -

D’ou finalement

t t 12

W (1) —i—J‘A(s)u*(s)ds +J}7(s)ds — uo—l—ff(s)ds pp. te[0T].

0 0 0

Donc u* est presque partout égale & une fonction continue de [07']
dans E' vérifiant

u*(0) = u, .
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Dérivant dans D'(0, 7; E') on obtient:
w'*(1) + A(B)w*() + n(t) = f(?)
d’ol1 le lemme 3.1. -
On note D(A*) = {ue ®(A); u(T) = 0}.
LEMME 3.2. Si we L0, T; L)) et w'e L0, T; E') .
Si veDA*) N W

T T
(I1.22) [(w', v)dt — —f(w, v')dt— ((0), v(0)) .
0

0
REMARQUE 3.2 (voir [6]). Sous les hypothéses du lemme 3.2.
we C([0, T1: [Lx(£2), E'],)
ve C([0, T; [E, L*(2)]y)
done tous les produits scalaires écrits dans (IL.22) ont un sens.
DEMONSTRATION DU LEMME 3.2. D’aprés [6] on sait que
D([0, T); L))

est dense dans {w; we L2(Q), w' € L(E')} puisque L*(R) = E.
lense

De plus Papplication trace w > w(0) est linéaire continue & valeurs
dans [L*(2), E'], .
De méme

D([0T]; E) est dense dans @(A)N W et les applications traces
vi>v(0) et vi—v(T) sont linéaires continues de &(A) dans [E, L*(2)];.
Done {v; ve D([0T]; E), »(T) = 0} est dense dans D(A*)N\W.

(I1.22) se déduit alors immédiatement par densité de la formule ana-
logue ou

veD([0T]; L(R2)) et weD([0T]; B),w(T)=0. -
DEMONSTRATION DU LEMME 3. Reprenons (I1.19):

jeW', neW', wreLQ) donc dw*cI((D(4)))
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d’ou w'*e L*0, T; E') et Dégalité (I1.19) est une égalité dans
Lo, T'; ).

Multiplions scalairement (I1.19) par v tel que

ot) = gk, @eDOTL@(I)=0, kek

et intégrons de 0 & 7. Il vient:

T
(I1.23) f ((% + A(t)) w*(t), v) dt = {f—n,v)
0

et par densité (II.23) est vrai VveD(/f*)nW.
Appliquant alors le lemme 3.2. on en déduit:

T
d
(11.24) f (u*, (_EI:—A(“) v) dt={f —n, v> + (1, v(0))
0 Yoe D(A*)NW.
A* est la fermeture de I'opérateur — (d/dt)— A(t) considéré comme
opérateur non borné dans H de domaine D(A*).

De (I1.24) on déduit donc immédiatement, par fermeture (I1.18). ma

LEMME 4.

(I1.25) w*e 0([0, T1; L)) .

Ce lemme découle immédiatement de deux lemmes démontrés par
Bardos-Brézis [2].

LEMME 4.1.

(I1.26) D(Ay) c C([0, T1; Lx(2)) .

LEMME 4.2. Pour tout u,c L*(Q) il existe un couple {h,g}e W x W'
tel que

(I1.27) Chy A% 0y + (g, v) = (%, v(0)) VveDA*)NW.

De plus he C([0, T]; L*(2)) et h(0) = u,.
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Nous rappelons brievement la construction de k qui nous sera utile
dans la suite:

De la densité de la trace de P(A)N W en 0 dans L*(2) on dé-
duit qu’il existe une suite

(11.27.1) Uy €PM)NW, uy0)—>u, L2) fort

Soit alors J 1'application de dualité de W — W' (J existe car W' est
uniformément convexe). J vérifie les hypotheses (1), (2), (3), (4).
D’autre part A(t)uy+ uycW'.

Donc d’aprés le théoréme 1 il existe w, unique dans W tel que

CWagy A*0) 4 ((wy+ Upy)y ©) = CA@) U+ up, > Voe DA N W

ce qui est équivalent &

D(Aw) ,
(I1.27.2) { " € Dl )

Aywy = —J (war + Upr) — A() Upr— Uy -

On obtient alors A comme limite dans W faible de la suite
(I1.27.3) Upr+ War .

DEMONSTRATION DU LEMME 4. Utilisant le lemme 4.2. on voit que
u* —h est solution de

w*—heW,

(II.28) { (u*—h, A*’U) — <f +9—n, ) V'UGD(A*) NWw.

ce qui est équivalent %

w*—heD(Ay) ,

I1.29

( ) { Aw(u*—h)=f+g—n.

D’ou d’aprés (I1.26) w*—he C([0, T]; L*(R2)); et du lemme (4.2.) on
conclue

u*e C([0, T]; L*(Q)) -
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DEMONSTRATION DE 7 = Bu*.

LEMME 5. w* vérifie Pinégalité:

T T T
(I1.30) lim sup Ref(Bu,‘H,k, Un i1y AI<Re| (1, v) dt+ Ref(f, w* —v)dt+
(1] 0 0
T
—I—%|uo—v(0)|2_Re CAv + 0"y u*—o)dt VoedA)NW.

0

Pour démontrer ce lemme, nous avons besoin de deux lemmes
préliminaires:

LEMME 5.1. Si o}*""ecE Vi=1..n+1, Vr=0...N on a liné-
galité

m N
(11_31) Re z z (,u;-c+i/m_ u;c+(i—1)/m’ u;ﬂ'/m_ U;c+i/m) _,_ %Iuo—vo 2>
i=1r=0

N
z ,U;cﬂlm ,vr+(@ 1)/m ur+1/m r+i/1n)'

1 r=0

™Mz

> Re

i
DEMONSTRATION. Posons
u7€+i/m _ ,vgc+ilm — (p;+ilm

(I1.31) s’écrit alors

Re z z ((pr+z/m r+(1 1/m (p;;+i/m) _I_ %|‘P°|2>0 .

i=1r=

Or

m N
r+i/m r+(i—1)/: rHiimy __
2Re D D (gptim—qptiovin gitim) =
i=1 r=0
N

m
— N+1|2 Z z f+1lm ¢2+(z—1‘/ml2_]¢012

d’ou immédiatement (I1.31). ]
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LeEMME 5.2. Si 'on prend
. i m—1
vt = (,;) p(tr+ 1)k)w + (—,,,—)w(rk)w
avec pe D[0T] et we E alors:

m N
Re z z (v;cH/m___,v;Hi—l)/m, u;+i/m_v’c+€/m) — O(k) +
i=1r=0
T

+ Re f («p'a)w, i 3 wal— piye) ar.

0

(11.32)

DEMONSTRATION. Pour ce choix de o}t/m

oL FIm _r =1/ = % [(y)(r +1)k— w(rk))w] .

Alors
m N
Rez Z (v Fim — pr+G=1im gyrijmy —
i=1r1=0
(II 33) = Rez l’ + l)k 'lp Tk)) z uf+1/m:| —
) T
= Ref (Qp (t)w, zu‘k(t )
0
m N . ‘ ‘
Zl 2 U'+'/’"—1);+“'—1)/”‘, vp.,/m) —
! S m+1
= Be 20((w(r+ Dk —p(rk)) w, ( Lo+ e ™ w(rk)) w) _
r=

_J. "(t)w, p(t)w)dt + — z (p(r + 1)k — (k) w|>.

m,=o

Or |yp((r+1)k)— zp(rk)|\\ksup lw'(t)] et puisque (N 4+ 1)k= T on ob-
tient: tel0T]

(IL34) Re E(v'+'/m~v;+“-“/m, o iim) = f (9" ()0, p(t)w) dt + (k) .

i=1r=

Retranchant alors (I1.34) de (I1.33) on obtient (I1.32). -
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DEMONSTRATION DU LEMME 5. Elle découle alors des lemmes 5.1.
et 5.2. Pour i =1 ..n-+ 1 on multiplie (I1.3.7) par uf*¥m —piF¥™ ou
vit¥m est défini comme au lemme 5.2. 11 vient:

t=1..n

(1135@) (uil;+i/m _ u;»(»(i—l)/m’ u;;!-i/m . v;-ﬁ/m) +
+ k(A;C+i/nzuz+i/m’ ulr{Jri/m _ v;—}-i/m) =0
t=n-+1
(11-35." "T‘ ]) (ueri/m _ u;+(i—1)/m’ u;{ﬂ'/m__ @ZH/M) +
+ k(B;C“u;c“, ,ur+1__v]1;+1) — k(f;c+l, u;c+1_ v;‘;rl) .

Prenant la partie réelle de (II.35.¢) on somme pour ¢=1..n-+ 1,
r =0 ... N. En utilisant la positivité de AT+¥™ et le lemme 5.1. il vient:

m N
(II.36) Re z z (’I)ZH/'"—- vzﬂi—l)/m’ uZH/m . v:+i/m) _|_
=1 r=0
N m N
+kReY (Bl lut wltt— ot L kRe S Y-
r=0 i=1 r=0

N
.(A;CM/mU;+1‘/m7 u2+i/m_vz+i/m) <\%|u0_vol2_*_ k Re z (f;+17 u;“—v;“) .
r=0

Puis on passe a la limite supérieure dans (I1.36) en utilisant le lem-
me 5.2., (I1.16) et (II.17). On obtient alors (I1.30) pour tous les v
de la forme v = pXP@w ou ywe D[0T] et we E, sous-ensemble dense
de &(A)Nn W.

Le lemme 5 en découle donc par densité. -
LEMME 6.
(11.37) n = Bu*.

L’idée de la démonstration est de faire tendre dans (I1.30) v vers u*.
On utilise pour cela le lemme 4.2.:

Soit wu,, défini par (11.27.1).
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On peut choisir dans (I1.30) » de la forme

Oy = Uym + Yusry
(I1.38) YuePA)NW,
yM(O) =0.

Par définition de Ay, (I1.30) reste valable en remplacant Avy+ vy
par Awyy+ Auy -+ uy, c'est & dire en remplacant (I1.38) par:

Oy = Um + Ym,
(I1.39) wuy défini par (I1.27.1),
Yu€D(Ay) .

On considére alors h défini par (I1.27) et ’on pose &= u* —h.
Alors d’aprés (I1.29) £ D(Ay). On peut donc dans (I1.39) prendre

Yu=E&+ wy,
(I1.40) & =u*—h,
wy défini par (I1.27.2).

(IL.30) s’écrit alors:

T

lim sup Ref{Bu,, +1Ey Unpr) A<

0
T T

<Re| (n, vy)dt + Re| (f, w* — vy ) dt +

0 0
T

1 !
+ 5 = wn(0)— R (Awooa+ )+ uset a0 — )t

0

(I1.41)

Uy, Vary, Wy, & définis par (I1.39), (I1.40).
Or d’apreés (11.27.2)

(I1.42) Agwy+ Auy+ wpy = — J (wyr+ uy)



Sur l'approximation des équations de Schridinger ete. 1
et la monotonie de J entraine
(I1.43) Re (J(wy+ up)y b— (up + wM)) < Re (J(h), h— (up+ wM))

Grice & (I1.42) et (I1.43), (IL.41) devient:

T
(TT.44) lim sup Re | (Bup 1.1y Uni16) A<

0

T T
< Re| (n, vy)dt + Ref(fa u* —vyr) dt +
0 0
T

gt (0)— R (A — T (h), w0 — o) a1
1)

On peut alors dans (II.44) passer & la limite sur la suite v,

En effet de (II.27.3) il résulte que v, — w* dans W faible et de
(I1.27.1) que uy(0) —u, dans L2(Q2) fort.

On obtient ainsi

T T
(IL.45) lim sup Re f (Bl 11, Un,ri> dt < Re f (o, w*)dt .
0 0

D’ou (I1.37) puisque B est de type M et que u,,,,— w* dans W faible
et Bu,,.,,—n dans W’ faible. -

De (I1.18) et (I1.37) on déduit donc que u* est solution de (8).
L’unicité de la solution dans W de (8) nous prouve alors que u* = u,
et que dans (II.6) il y a convergence des suites u,; tout entiéres.

On a ainsi démontré le théoréme 2.

REMARQUE. La méthode de semi-discrétisation nous a permis de
redémontrer le théoréme 1, 'unicité exceptée.

THEOREME 3. Soit u la solution du probléme (7), ot Vopérateur li-
néaire B vérifie les hypothéses (1"), (2), (3), (4), (IL.5). Si de plus il existe

6
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une application @:R+—R* strictement croissante, avec lim p(r)= -+ oo,
telle que pour tout couple (u,v)e Wx W on ait e

(IL46)  Re (Bu— Bo, u—v>> (p(|u]) — ¢ (o)) (lu] — Jo]))
alors

Un+1,e = U W fort,

(40 {u...k(n»u(t) INQ) fort pp- ¢ Vi=l..m+1.

DEMONSTRATION. Elle découle immédiatement d’un lemme de
Brézis-Sibony [9].

LeEMME 7. Soit reR,_ et r,eR,_ VA>0. Soit ¢ une application
croissante de R, — R telle que

(IT.48) (p(ry) — (1) —r) 0

Alors r;—r quand A—0.
De (I1.46) il découle

0= (p(Jtnsral) — @(1])) (Jtomsni] — [0]) < Re Bty — Bty s — 10

Utilisant alors (II1.45) et la convergence faible de u,,,, vers w on en
déduit

(Pt l) = @l ) Pt — ) =70

et grace au lemme 7, [u, 4| — [|%].
L’espace W = L»(0, T; W§9(£2)) étant uniformément convexe ceci
entraine

Unirp—>u W fort (et Lx(Q) fort)
done ., .(t)—u(t) L*£2) fort p.p. t et du lemme 2 on déduit

w,e—>u  L*Q) fort

w, (t) > u) L) fort p.p.¢.

D’ou le théoréme 3. ™
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3. Le probléme approché discret.

On emploie ici des méthodes analogues & celles du II ci-dessus,
mais 1’on discrétise en plus sur les variables d’espace.

REMARQUE PRELIMINAIRE. Soit g,€L?(£). On sait montrer exis-
tence et 'unicité de la solution dans D(A4,) du probléme

Ut g
(IT1.1.5) owy 7Y’
Uticos (v, ;) =0 sur 1.
Approximation d’espace.

Notons J€ = [0,1]" et pour chaque hel, h = (hy, ..., h,) définissons
comme dans [7][8]

— R, Pensemble des points de R* de la forme (j,h,, ..., j.k,) j, entiers
de signe quelconque,

— 0x(M) le pavé T [p.—h:/2, u,+ h;[2[ de centre M = (p,, ..., ) ER®
i=1
— wyy la fonction caractéristique de o,(M),

Q;’l—_—{MeRh;Uh(M+el"2—i)CQ £::F1} i=1,..,n,

1= {Me R,; on(M)cQ} .

(II1.2)

— 0, Vopérateur de différences finies

6,-¢p(w):h}-i[¢(x+;§) —@ (w—lg)] i=1,.,n.

On introduit alors (n -+ 1) familles d’espaces vectoriels de dimension
finie

(IIL.3) Vi= {w; un(@) = 3 wp(M)wpy(®)  u(M)eC}

Mey

et (n -+ 1) applications linéaires continues de Vi—Le(Q) 1<p< + oo,
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toutes notées ¢,

(TI1.4) qaV3 = V3o (restriction de v, & Q).

Les Vj sont des espaces de Hilbert pour le produit scalaire
(I11.5) (uh, V)= (quts, @uv;) Vuj,v3€Vy, i=1..n-+1.

LEMME DE CONSISTANCE 8.1. Pour tout welL®(Q) 1<p <+ oo,
pour tout he X, il existe (n 4 1) fonctions uy'e V;

(I11.6.i.) quup’—>u Le(Q) fort l<p<-+ oo, i=1l..n+1.

DEMONSTRATION. Elle est immédiate en procédant par exemple
comme dans [8]. -
Prenant gieV; tel que gi(M) = (h,... h,)! f gi(x)dr on démontre

on(M) )
sans difficultés qu’il y a existence et unicité de Uje V; vérifiant

(II1.7.3) —BUy=¢g; i=1..n

et que, pour tout i=1...n, si U; désigne la solution de (III.1.7)

Ui —->U dans L*(Q) fort,
. ol
(II1.8.3) 00: U3~ oz, dans L*(Q) fort,
82U 0:U* d L3Q) fort
WO Vs — =5 ans L3(2) fort.

3

Approximation de Hy(Q2)n HQ).

Soit alors ve Hy(2)N HX(Q)-veD(4,)Vi=1...n et on peut done
lui associer » fonctions v;' € V; définies de la maniére suivante pour
i=1..n:

v} est la solution dans Vi du probléme,

I11.9.¢ ) .
( ) { — 0% =g},
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ou gyeV;i et est défini par
T11.10.i i(M By ooy Bt | 222 for
(ITL.10.7) G(M) = — (hy, ..., hn) ap@de  VMe,.

arM)

LEMME DE CONSISTANCE 8.2. Pour tout ve Hi(Q2)n H?(Q) il existe
n fonctions vy'e Vi i =1, ..., n vérifiant

(I11.11.4 A dans L*(Q) fort i=1,..,n,
q

ov

oy dans L*(2) fort i=1,..,n,

(IT1.12.%) @08 —

2
(IT1.13.)  gadfol — 25

Py dans L*(Q) fort i=1,..,n.

DEMONSTRATION. C’est une conséquence directe de ce qui précéde.

COROLLAIRE. Soit ae 0(2). Posant

Q, = {Me Ru; e, ...,n)Ip,.=F1,

(ITL14) o (M + p,.1‘2_") nNQ -~ 9} :
o =M§:(M )Wn

alors

(I11.15.7) qn0;(0h 0;05") — 8% (az %)-) Vi, i=1,..,n.

D¥:MONSTRATION. Il est bien connu (voir par exemple [8]) que

@y —>a  LAQ) fort
et

qhaia; —-> Lz(g) fort .

o
or;

Il suffit alors de décomposer (9/0x,)(x(0v/0x,))= (dx/ox,)(v/0x,)+
+ a(02v/0x?) pour obtenir le résultat cherché. -
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Approximation des opérateurs.

Pour tout ¢, ¢ =1,...,n, on posera pour u; et vjeV;

(r+1k)
(II1.16) a;+i/m(u;;,v;;)=—_'k_l f ( fa,,,a,.u;;&_v}‘,dm) dt,
rk Q2

ol, pour tout ¢, a,(t) est défini & partir de a, par (II1.14). On définit
ainsi des opérateurs anti-autoadjoints

Ayrime Vi, Vi),
(IIL17) y (A7+imug, i), = — (uf, A7 m0h), = aftim(u), v;)
Vui, vieV;.

Pour simplifier ’exposé on fera sur B I’hypothése supplémentaire (qui
évite de discrétiser B en espace)

(111.18) M=0,

La famille d’opérateurs Bj*! sera alors définie par

(r+1)k
1
(Bittug, o), = % J‘<B(t)%ul'-"9 Q7> dt v“;z" y Hrevr,
rk

BirteL(Vy, Vi) .

(I11.19)

Comme dans la partie 1T, on suppose de plus que

(IT1.20) fe LQ)

(IIL.21)  Re<B(t)u, ) + ulu[>>B|u|> p.p. te[0T], u>0, f>0
et I’on décompose f sous la forme

n+1

(TL.22) f=3f fel@.

Du lemme 8.1. résulte l’existence pour presque tout ¢, et pour
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i=1,..,n+ 1 de fonctions fj eV} telles que

(I11.23) o f5t) —f.(t) dans Lx(Q) fort p.p. ¢.
On pose alors
(r+1)k
freim =7 [fawa,
(IT1.24) k

rk
firime V.

Les fonctions approchées.

On définit comme dans [5] les fonctions approchées u,,
i=1,..,n+ 1. Ces fonctions dépendent de h et k. Pour alléger les
notations, seule la dépendance en h sera mise en évidence.

(IIL.25)  w, ,(t) = w,T¥™ec Vi) sur [rk, r + 1)E[, r=0,..,N.
Les ul*¥™ sont définis par récurrence & partir de
(I11.26) ud = ug,  quuy — wu,L2(2) fort

comme solutions de
pour i =1,...,n

u,',“/f” :’ﬁ;“i_”/m

274
(IT1.27.7) 3

+ A;+i/mu;+i/m — f;+ilm (*)

pour it =n-+1
u;+1—ﬁ;+"/’”

(II11.27.n+1) -

+ Bytlyptl = fr+1 ()

L’existence et 1’unicité d’une solution de (II1.27.4) i =1,..., n est im-
médiate par le théoréeme des projections. (IIL.27.n 4 1) posséde égale-
ment une solution unique (voir par exemple [5]).

(*) Pour i=0,...,n, @r+im désigne I'élément de Vil vitt > (g, uti™, g, vit1).
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THEOREME 4. Soit u la solution du probléme de Schrodinger (7).
8i h et k tendent vers zéro ainsi que h*[k

pour i=1,...,n4+1 wyo—u L°(0,7;L0Q)) faible *
Upirmo— U W faible .

La démonstration se conduit de maniére analogue & celle du théoreme 2.
Obtention des estimations a priori.
LeMME 9.
Pour i=1,..,n+1 qu,, est L°(0,T; LxQ))-stable
QuUapan €8t W-stable

Bgyu,,,,» reste dans un borné de W'.

DEMONSTRATION. — Multipliant (IIL.27.i) par «*¥™ pour
i=1,..,n+1 on obtient ’inégalité analogue & (IL.11) ¢ =0, ..., N,
ji=1,..,m

m N
(TL28)  |ul 2 exp (m)(jud + 20T 3 3|5 ) .

i=1r=0

D’apres (II1.26)

(I11.29) [unls — lgaun|® < Cilwg)?

O, constante indépendante de h et k. D’autre part

(r+1)k
r+i/m|2 1 ‘\ * I
Ifx ii = %2 Gln(d)dt ’
l rk
et d’apres (I11.21)
(r+1)k (f+1)k

(III.30)4 |fo+im2 < U; (t) dt’ < fv (t)]?

C, constante indépendante de h et k.



Sur ’approximation des équations de Schrodinger etec.

Utilisant (IT1.29) et (ITI.30) D’inégalité (ITI.28) donne:

T

(I11.31) Jug+im |2 < C[lml* + 2T % If.-(t)lzdt]

C constante indépendante de h et k, ce qui démontre que

T

gt n(0)]? < C[mgz tors U,.(t)pdt] i=1, ., n+1.
51
(1]

Clest la L>(0, T'; L*(£2)) stabilité des u,y.
De méme et par analogie avec (I1.13) on obtient 1’égalité:

m N
(III.32) |u'1l\’+1|’2'+ Z Z |u;+i/m___u;+(i—l)/mﬁ+
i=2 r=0

85

N m N
+ 2k Re 3 (B 1wyt uth), = |udi +- 2k Re 3 3 (1", wptim), .
i r=0

r=0 i=1
De (I11.18) et (I11.19) découle

(L33) (B, ), gy P —plaau e

et, reportant (II1.33) dans (II1.32) il vient avec (II1.29) et (II1.30)

i km X N
(IT1.34)  2kB 3 lguui™ [P <5z 2 2 it mfi -+ 2k 3 [ +
r=0 i=1r=0 r=0

T

+ Clluo!z+2C:Tz If‘(t)|’dt
i=1

0

ce qui démontre, (II1.31) étant acquis, que

N
(I11.35) lgptnianl? =k 3 |gu; |7 < C’
=0

C’ constante indépendante de h et k.



86 M. Claude Pélissier
C’est la W-stabilité de w,,q4.
(II1.36) [ Bgntnyra] < C"

puisque B est borné et qu’on a montré (II1.35). Le lemme 9 est ainsi
complétement démontré. -

LeMME 10. Pour tout i =2,...,n+1

(I11.37) (@u; n— qat;_12) =0  dans L(H) fort .
DEMONSTRATION. Analogue & celle du lemme 2. -

Des lemmes 9 et 10 résulte D'existence d’une fonction
w*e L°(0, T; L*(2)) " W, d’une fonction »eL*'(0, T; W-7(Q)) et
d’une sous-suite k', k', telles que

pour ¢ =1,..,n4+1

X ZRY — L‘”(O, T; Lz(.Q)) faible * ,
(T11.38) * . )
Qnlhniy e — W W faible ,
(I11.39) Bgytniy e — 1 W' faible .

On démontrera, comme dans le cas semi-discret, que 7 = Bu *.

Passage a la limite.

LEMME 11. «* est solution dans W de l’équation
(II1.40)-  Cuw*, A*v) = {f—n, v) + (u,,v(0)) VoeDA*)NW.

DEMONSTRATION. Elle suit trées exactement celle du lemme 3.

LeEMME 11.1. u* est presque partout égale a une fonction (toujours
notée wu*) continue de [07] dans E’ et vérifiant:

{ u*(0) = %, , !
(I11.41)

w'* 4+ Au* +n=f dans D'(0, T; E').



Sur I'approximation des équations de Schrodinger ete. 87

DEMONSTRATION DU LEMME 11.1. Soit ¢ fixé. Multiplions les équa-
tions (IIL.27.7) par vieVi et sommons pour r=0,...,q= E(t/k)
i=1,..,n4 1.

11 vient en utilisant (IT1.17)

a m
(0, o, 33 o o) 3 o — o, +

r=0i=2

[}
+ k z ZaH z/m(urJrz/m U;) _|_ k z (BZ+1/“',I;+17 U;:')h -
r=0

i=1r=0

m a
= (up, 0}),- Z Z(f“’"‘ CAN

1
ce qui s’écrit:

(¢+ 1)k

T 1 1 T
(gatm (@), qaoi) = > %f(q;.u.-_l,;.(s), G0 — v ) ds +
i=2

0

1
+ % f(qnum,h(s)f qhvi—qnvz‘) + (gruon, qh'vll») +

(ITL.42) R
—+ z v—_1 f fq;.ui,n(«s‘) qhéi(aih(s)éiv;;) drds —
=t 0o 0
(@+ 1)k @+ 1k
_J CB(S) qnUm,n(8)y vy ds + z J(Qh fin(s), Qh")h)ds
0 0

Soit alors ve E.
D’apreés les lemmes 8.1. et 8.2., pour tout ¢ = 1,..., n -+ 1, il existe

vyie Vi avec
oor v L}Q) fort i=1,..,n,
@oi"—>v  LY(Q) fort et L2(RQ) fort,

Qhéi(aihai'v )—> 0 ( aa‘:) Lz(Q) fort i——‘l’ ey e

Nous écrivons alors (II1.42) avec vi = v}’ et passons & la limite
sur la suite ', k'.
La seule difficulté supplémentaire, par rapport au lemme 3.1., est
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de passer & la limite dans les termes du type

(@+ 1K'
1 )
?J‘(q"' Uian(8)y Qv O — qw O _l) ds .

0

Pour cela il faut supposer que |g, vy —v|—0 quand &'— 0 plus vite
que 1/k'.

Or si v est suffisamment réguliére g, vy'—v| = 0(k'?). Quitte donc,
& remplacer ve E par ve D(2)N WYQ)|v,»= 0, sous-ensemble dense
de E, on est conduit & faire I’hypothése supplémentaire, peu génante
techniquement:

(I11.43) Rk —>0 .

Les termes « parasites » tendent alors vers zéro et il en découle ’égalité
(analogue & (I1.21)):

¢

t
(u*(t), v) —I—J-(u*(s), — A(s)v)ds —J-J(n(s), v>ds =

0

]
= (o, V) —I—f(f(s), v>ds VocE. m
(]

On obtient alors le lemme 11 sans rien changer & la démonstration qui
du lemme 3.1. conduit au lemme 3, puis le résultat:

LeMME 12.
(I1.44) w*e O([0, T]; L¥(Q)) .
DEMONSTRATION. La méme que celle du lemme 4. -

D¥XMONSTRATION DE 7 = Bu *

LEMME 13. wu* vérifie 'inégalité

T T
(I11.45) lim sup Rej(Bq,.u,,,,,., Unny At <Re| (n, v>dl +
0 0
T T
1
+ Re|<f, u*—v)>dt + 5 | — v(0)]2— ReJ’<Av + o', u*—o)dt
0 0

Voe DAY N W .
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DEMoONSTRATION. Elle est trés proche de celle du lemme 5. On
démontre les deux lemmes préliminaires analogues aux lemmes 5.1.
et 5.2.

LEMME 13.1. Si

itimeyi Vi=1,..,n4+1 Vr=0,..,N
alors:
m N
(IT1.46) Re z z (ulHilm — g+ G=Dim gyriim __griim) L0 g0(2 >
i=1r=0

N
r+/ r+(i—1)/m r+ilm r+i/m
R Z im__ gt , urtm gt tymy

HM§

Méme démonstration que pour le lemme 5.1.

LEMME 13.2. Soit we D(2)n WHYQ), w,=0 et yeD([0T]).
Soit w}? vérifiant les conclusions des lemmes 8.1. et 8.2. pour tout 7,
t=1..,n+4+1.

On pose
. 7 m—i :
optim — (E p((r+1)k) + — w(rk)) wy' .
Alors
(IIL47) Re3 20 (0 — o 4=, gy im —ag i), — 3 0( ! —w]) +
1 T =1

T

0(k)+§0 (% w1)+Re—2 f POy want) — p(O)wi') dt .

0

DEMONSTRATION Elle est voisine de celle du lemme 5.2. On notera,
pour alléger, w}*= w,, y(rk) = v,. On obtient aprés calculs:

T
gﬁ (9" () wey win(t)) dt +

i=1
o

§I*-‘

m N
Re E zo (v;+i/m_1);+(i—1)/m, u;+i/m)=
i=1 r=
T
1 7. ,
+ Re— Z(z—l)f(w () (Wi —w; ), win(t)) At +
i=1
T

+ Re f(w(t)(wi—w.--l), wa(t)) dt
0

M3
Bl

i=1
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=
[«
Mz
M=
M
=
+
5
|
&
+
3
S
.'.
3
l
=
e
|
™M
—
g
<
=
g
19
S~
+

|("/’r+1 'll’r)'wi|2 +
m N i —1 _ 43 1 . o
+ z Z((z m Yraat m—i 1})r) (w;—w;y), (% Yre1 T %L Wr)wi) .

Ajoutant ces deux égalité, il en découle (ITI.47). -

Multipliant alors les équations (IT1.27.7) par wj*t¥/m—qortim of of ti/m
est choisi comme au lemme 13.2., on prend la partie réelle et on somme
pour ¢ =1,...,n4+1, r=0,.., N.

On utilise la positivité de AT*¥™ et le lemme 13.1. pour obtenir
(comparer a I11.36):

+if +(i—1)/ +i/m 7+ i/
Re z vr ilm ’U,'; i m’ u; i — nz)h +

N
=0

,‘ﬂMs

K2 r

N
+ k Re z B’“u;“, u;+1_v;+1)h+

(IT1.48) r=0
m N . . . .
+ k Re z Z (Az-irt/mv;+z/m’ u;+1/m_ ,1)1,"-1—1/7)?) <
8=1r=0
m .
<%[ h—vhllz+ k Re z z fr+z/m ur+1/m v;«’-i/m)h N

i=1r=

Il ne reste plus qu’a passer & la limite supérieure dans (III1.48). On
transforme tout d’abord le premier membre de ’inégalité grice au
lemme 13.2. Puis, avec 'hypothése (IT1.43), les lemmes 8.1 et 8.2,
les convergences (II1.38) et (II1.39) permettent le passage & la limite.

On obtient alors I’inégalité (III.45) cherchée pour tous les v de
la forme v=yp@w ou yeDOT] et we DQ)N W¥YQ), w, =0,
c’est-a-dire pour tous les v d’un sous-espace dense de D(A)N W. Le
lemme 13 en découle donc par densité. -

A partir de 14, la démonstration du théoréme 4 reproduit trés exacte-
ment celle du théoréme 2: J, h, & et les suites uy et v, étant définies
comme dans le lemme 6, on montre que ’on peut remplacer (II1.45)
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par D’inégalité
T T

(ITL49)  lim sup Re[(Bgatinsnn, Unsra) 1< Re[(r, oar)dt +
0 0
T

+ Re| (f, w* —vy) dt + § [uo— up(0)|?
0 T
— Re (Awé —J(h), u* — ’l)‘u) dt
0

et puisque v, —u* W faible et que wuy(0)—u, L*(Q) fort on
obtient Iinégalité (analogue & (I1.45)).

T T
(I11.50) lim sup Re| (Bgatn 1.1y Uni1.a) dE<Re|(n, u*)dl

0 0

qui grice & (I11.38) et (I11.39) entraine, puisque B est de type M, que
(ITI.51) n=Bu*

(II1.40) montre alors que u* est solution de (8), et 'unicité de la solu-
tion de (8) donnée par le théoréme 1 nous permet d’affirmer que

(TT1.52) u*=u

et que dans (IT1.38) il y a convergence des suites u,, tout entieres.
On a ainsi démontré le théoréme 4, et retrouvé par la méthode
de discrétisation la partie existence du théoreme 1.

THEOREME 5. Soit u la solution du probléme (7) o Dopérateur non
linéaire B vérifie les hypothéses (1") (2) (3) (4) (II1.21). Si de plus il
existe une application @: R+— Rt strictement croissante, avec lim ¢(r) =
= o0, telle que pour tout couple (u,v)e WxW on ait "~

(ITL.53)  Re (Bu— Bv, u—v)>(g(u] — g(o]))(lu] — |v])

alors
Unirne—>u W fort

(I11.54) { ima —>u L¥Q)fort Vi=1,..,n+1.
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DEMONSTRATION. Le méme que celle du théoréme 3 en remplacant
Unyr,x PAT Gplhpgnt

REMARQUE 5. Les théorémes 4 et 5 sont bien sur, valables dans
le cas général (M #0). Il suffit pour cela de remplacer V;* par une
approximation stable et consistante de I’espace W3:9(R2), ce qui n’offre
pas de difficulté. Le passage & la limite sera tout & fait analogue &
celui du cas M = 0.

REMARQUE 6. La condition supplémentaire h%/k — 0 provient de
ce que ’on n’a pas su construire une approximation « globale» de
H(2)n H¥(Q).

Une condition de ce type est obligatoire si ’on introduit n espaces
Vi différentes pour les » directions de décomposition de 1’opérateur
de Schrodinger.

Dans le cas o 2 est un pavé, cette condition, purement technique,
disparait. En effet le réseau peut étre choisi de maniére & avoir ses
points frontaliers & une distance comprise entre A et 3h/2 du bord
du pavé (la « croix d’ordre 1 » associée est alors intérieure & £, mais
la « croix d’ordre 2 » rencontre le bord), ce qui permet de construire
aisément une approximation externe stable et consistante de H}(£2) N
N H3(D).

Il en est de méme chaque fois que I’on est en mesure d’exhiber
un espace V,, une application p,: V,— L2(£2), une application 7,:
(v, ve D(Q), v,p = 0} - V,, et des opérateurs A}: V,—>V,,i=1,..,n
tels que:

— A} est anti-autoadjoint
— si €V, et pu,—u L) faible, si ve D) et v, = 0, alors

; 0 0 .
(%n,y A;’.rhv);.—>(u, Er (a,@%)) Vi=1,..,n.
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