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ReEND. SEM. Mat. Untv. Papova, Vol. 50 (1973)

Halbgruppen und Automaten.

WILLIBALD DORFLER (*)

In einer Reihe von Arbeiten wurden Automorphismengruppen von
Automaten untersucht. Siehe dazu das Literaturverzeichnis, insbeson-
dere das Buch von F. Gécseg und I. Peak [5], in dem ein GroBteil
der bisher gewonnenen Ergebnisse enthalten ist. Das Ziel der vor-
liegenden Arbeit ist es, die enge Beziehung zwischen Halbgruppen von
Abbildungen einer Menge S und Automaten mit der Zustandsmenge S
zum Beweis verschiedener Sitze iiber solche Halbgruppen bzw. iiber
Automaten zu verwenden. Dabei werden hauptsichlich unendliche
Automaten betrachtet. Es ergeben sich unter anderem Verallgemeine-
rungen von bisher nur fiir endliche Automaten bewiesenen Sitzen.
Auch Sitze iiber endliche Permutationsgruppen werden fiir unendliche
Mengen bewiesen. Wir bemerken noch, daBl in der Arbeit implizit
das Auswahlaxiom verwendet wird, ohne daf darauf ausdriicklich
verwiesen wird.

DEFINITION. Ein Automat A ist ein Tripel (S, I, M), wo S eine
Menge, I eine Halbgruppe und M: SxXI—8 eine Abbildung ist mit

M(Sy JJ:I/) = M(M(S, w)’y)

fiir alle s€ 8 und @, yeI. M heift die Uberfiihrungsfunktion, die Ele-
mente von S sind die Zustinde von A. Man nennt I die Eingabehalb-
gruppe von A.

Jedem Zustand se 8 entspricht eine Aquivalenzrelation R, auf der

(*) Indirizzo dell’A.: 3. Institut fiir Mathematik-Technische Hochschule -
Karlsplatz 13 - A-1040 Wien, Austria.
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Halbgruppe I durch die Definition
xR,y genau dann, wenn M(s, x) = M(s, y) ist.

Im allgemeinen ist R, keine Kongruenz auf I. Eine Kongruenzre-
lation R auf I erhédlt man durch die folgende Definition.

DEFINITION. Zwei Elemente x,y €1 stehen in der Relation R, wenn
xR,y gilt fir alle s.

Somit ist #Ry genau dann, wenn fiir alle se€ § M(s, ) = M(s, ¥).
Man sieht sofort [4], daB R eine Kongruenzrelation auf I bildet. Die
Klassen [#] von I nach R bilden somit eine Halbgruppe I/RE unter
der Verkniipfung [#][y]:= [#y]. Man nennt I/R die charakieristische
Halbgruppe von A [5]. Jedem Element [x]€I/R entspricht eine Ab-
bildung f von 8 in sich durch

f(8):= M(s,z) fir xelx]

Entsprechen den Klassen [x] bzw. [y] die Abbildungen f bzw. g, so
entspricht der Klasse [z][y] die Abbildung go.f. Denn es gilt

(g 1)(8) = g(f(s)) = g(M (s, x)) = M(M(s, ), y) = M(s, xy)

Da verschiedenen Klassen aus I/R verschiedene Abbildungen ent-
sprechen, bilden die so erhaltenen Abbildungen eine Halbgruppe
F = F(4), die antiisomorph zu I/R ist.

DEFINITION [7]. Der Automat A heifit stark zusammenhdingend (st.
zush.), wenn es zu allen s, te S ein xe€l gibt mit M(s,x) =1.

DEFINITION. Eine Halbgruppe F von Abbildungen auf der Menge S
heift tramsitiv, wenn es zu allen s, t€ S ein feF gibt mit f(s) =t.
I heift semiregulir, wemn aus f(s,) =8, fiir ein s,€8 folgt f(s) =s
fiir alle sc 8, also f =id. Ferner heifft I' reguldr, wenn F transitiv
und semireguldr ist.

Aus diesen Definitionen ist ersichtlich, dal der Automat A genau
dann st. zush. ist, wenn F(4) transitiv ist.

Ist auf S eine Abbildungshalbgruppe F gegeben, so erhilt man
einen Automaten A mit F(A) = F auf folgende Weise. Es sei F’ die
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Halbgruppe mit den Elementen aus F und der Verkniipfung fog:=
= gof, woodie Verkniipfung in F ist. BEs sei A = (S, F', M) mit
M(s, f):= f(s). Dann ist

M(s, fag) = (fog)(s) = (go)(s) = gM(s, f) = M(M(s, f), g) -

Also ist A ein Automat und klarerweise gilt F(A)= F. Wir bezei-
chnen den so konstruierten Automaten A mit A(F). Es ist somit
F(A(F))=F.

DEFINITION Sind A= (8,1, M) und B= (1,1, N) zwei Automaten,
so heift eine Abbildung ¢: 8 — T ein Homomorphismus, wenn fiir alle
selS und xel gilt

oM (s, x) = N(g(s), x) .

Ist ¢ bijektiv, so ist ¢ ein [somorphismus und A und B heilen dann
isomorph. Es ist klar, was man unter einem ZEndomorphismus bzw.
Automorphismus von A zu verstehen hat. Mit E(A) bezeichnen wir
die Endomorphismenhalbgruppe und mit G(A) die Automorphismen-
gruppe von A.

Die Automaten 4 und A(F(A)) haben dieselbe Automorphismen-
gruppe und dieselbe Endomorphismenhalbgruppe.

Eine wichtige Eigenschaft stark zusammenhéngender Automaten A
ist, dal G(A) eine semiregulire Permutationsgruppe ist [10].

Diese Begriffe kann man im Zusammenhang mit F(A) einfiihren,
man vergleiche [1].

DEFINITION. PEs sei I eine Abbildungshalbgruppe auf S. Dann
ist F+ die Menge aller Abbildungen g: S — 8 mit fog=gof fiir alle
feF und F* die Menge der Permutationen in F'.

In der Theorie der ’ermutationsgruppen heilit #* der Zentralisator
von F, sh, [12].

Es ist F* ein Monoid mit der Identitit als neutralem Element
und F* ist eine Permutationsgruppe.

Mit unseren Bezeichnungen ist dann fiir den Automaten 4 E(A)=
= F(A)t und G(A4) = F(A)*. Ferner kann man formulieren: ist F auf
S transitiv, so ist F* eine semiregulire Permutationsgruppe.

Zunichst fithren wir einige einfache Sitze iiber Gruppen und Halb-
gruppen von Abbildungen an, wobei die Verkniipfung stets das Na-
cheinanderausfithren der Abbildungen ist.
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SAarz 1. Eine Gruppe G von Abbildungen von S ist genau dann eine
Permutationsgruppe auf S, wenn zu jedem s 8 ein te 8 und ein ge G
existieren mit g(t) = s.

BeEwers. Die Voraussetzungen seien erfiillt und e sei das neutrale
Element von G. Es seien s, te 8 und ge G wie im Satz angegeben.
Wegen e-g=g ist e(s)=e(g(?)) = g(¢)=s. Daher ist e=1id auf S.
Sind f und f' in G zueinander invers, so ist fof'=f" of =e=1id. Somit
sind f und f' bijektiv, also Permutationen von 8.

FoLGERUNG 1. Jede transitive Abbildungsgruppe ist eine Permu-
tationsgruppe.

FoLGERUNG 2. — Ist ein fe G bijektiv, so ist G Permutationsgruppe.

Daf} aber keineswegs alle Abbildungsgruppen Permutationsgruppen
sind, zeigt schon das folgende einfache Beispiel.

BEISPIEL. — § = {1,2,3}, G = {¢, f}.

l 1 2 3 I e f
€ 3 2 3 e e f
f 2 3 2 f f e

Im Gegensatz zu transitiven Gruppen kann man iiber transitive
Halbgruppen keine dhnliche Aussage machen. Es gibt transitive Halb-
gruppen, die keine Gruppen sind.

Beispier. 8 = {1,2}, F = {f, g}.

| 1 2 | f q
f 2 2 f ! g
g 1 1 g f g

Bekanntlick [1] gilt: Ist |S]| < co und ist F eine semiregulare Halb-
gruppe von Abbildungen der Menge S, so ist F eine semiregulire Per-
mutationsgruppe. Der Satz ist fiir unendliche Mengen S falsch, wie
einfache Beispiele zeigen. Jedoch gilt:

SATZ 2. Eine regulire Halbgruppe F von Abbildungen ist eine re-
guldre Permutationsgruppe.
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BeEweis. Es sei fe I beliebig und f(s)==1¢ fir ein s€§8. Dann
gibt es ein ge F mit g(t) = s; also ist (gof)(s) = s und daher gof =id.
Analog erhilt man fog=id. Somit gibt es in F ein neutrales Ele-
ment ¢ =id und zu jedem feF ein inverses Element g mit fog =
=gof=ce. Also ist F eine Gruppe und wegen Satz 1 eine Permuta-
tionsgruppe.

LEMMA 1. Ist die Halbgruppe F von Abbildungen transitiv, so ist F+
ein semiregulires Monoid surjektiver Abbildungen.

BEwEs. In F+ liegt auf jeden Fall die Identitit id von 8, die
daher in F+ das neutrale Element ist. Es sei feF+ beliebig und
f(s) = s fiir ein s 8. Wihle tc S beliebig und ein ge F mit g(s) =¢.
Dann ist

f&) = (fog)(s) = (gof)(s) =g(s) =¢.

Somit ist f =id und F+ semiregulir. Sei wieder fe F+ beliebig und
sefS. Man wihle ein t,€S8 und zu t=f(,) ein geF mit g(t) =s.
Dann ist s = g(t) = (gof)(t,) = f(g(%,)) und f ist surjektiv.

BEMERKUNG. Man kann Beispiele konstruieren, wo I+ F* ist
unter den Voraussetzungen von Lemma 1, das heillt, wo nicht alle
Abbildungen aus F'+ injektiv sind. Man vergleiche dazu die Sitze 3
bis 7, sowie Satz 13, Folgerung 3.

SA1z 3. Ist G eine primitive Permutationsgruppe auf S, so ist G+ = G*.

BEWEIS. Nach Lemma 1 ist jedes f aus G+ surjektiv, weil @ transitiv
ist. Sei fe G+ fest gewiahlt. Mit U(s) bezeichnen wir f-1(s) fiir se S.
Fiir jedes ge G folgt dann aus gU(s)N U(r)<0, daBl gU(s) = Ul(r)
ist. Man kann ein e U(s) so wiahlen, daB g(f)e U(r) ist. Es gilt:
g(s) = g(f(t)) = f(g(*)) = r. Daher ist fiir alle ge U(s)

f(9(@) = g(f@) = g(s) =,

was gleichbedeutend mit g(¢q)e U(r) ist. Es folgt gU(s)c U(r). Ist
fiir ein ve U(sy), s, #s, das Bild g(v)e U(r), so gilt g(s,) = g(f(v)) =
= f(g(v)) = r, was g(s) = r widerspricht. Da g bijektiv ist, erhilt man
daraus, daB gU(s) = U(r) ist. Daher bilden die Mengen U(s), s€ 8,
ein Imprimitivititssystem von G. Aus der Primitivitdt von G erhilt
man |U(s)] =1 fiir alle s und somit ist f injektiv.
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BEMERKUNG. Ist jedoch G imprimitiv, so ist im allgemeinen
Gt @* wie man an Beispielen sehen kann.

DEFINITION. Ist F eine Abbildungshalbgruppe auf S, so heifit eine
Partition n von S zuldssig, wenn fiir jedes B aus S/n und jedes fe F' ein
B'e 8[n existiert mit fBc B'. Die Menge S und die Partition, deren
Klassen die Elemente von S sind, sind trivialerweise zuldssig. FEine
transitive Halbgruppe F heift primitiv, wenn es zu F nur diese trivialen
zuldssigen Partitionen gibt.

DEFINITION. Ist I eine Abbildungshalbgruppe auf S, so stehen zwei
Elemente s, tc S in der Relation P, wenn s =1 ist, oder wenn es f,
geF gibt mit f(s) =t und g(t) =s. Es ist P eine Aquivalenzrelation
auf 8, und wir nennen die Klassen nach P die Transitivitdtsgebiete von
F in 8.

Im folgenden beweisen wir drei Lemmata, die auch fiir sich von
Interesse sind.

LEMMA 2. Ist F eine transitive Abbildungshalbgruppe auf S und
H eine Unterhalbgruppe von F*, so bilden die Transitivititsgebiete von H
eine zuldssige Partition von S zu F.

BEwEls. Es seien B,, a€J, die Transitivititsgebiete von H c F'+.
Gibt es zu s, te S ein ge H mit g(s) = ¢, so ist g(f(s)) = f(g(s)) = f(?)
fiir alle fe F. Daraus ist ersichtlich, daB aus sPt¢ beziiglich H folgt,
dall f(s)Pf(¢) gilt, woraus sich die Behauptung ergibt.

LEMMA 3. Unter den Voraussetzungen von Lemma 2 ¢ibt es zu jedem
Transitivititsgebiet B von H und jedem fe F ein Transitivititsgebiet B’
von H mit fB=B'.

BewErs. Nach Lemma 2 gibt es zu B und feF ein B’ mit fBcB'.
Ist se BB—fB =9, so gilt fiir jedes ¢efB beziiglich H die Relation
sPt. Wir wihlen zu einem te€fB ein ge F mit g(t)e BN f-({). Dann
gilt g¢(s)Pg(t), also g(s)e B. Ist andererseits he H mit h(t) =s, so
kann fiir kein we B f-(t) gelten h(u) € B, weil aus f(h(u)) = h(f(w)) =
= h(t) = s der Widerspruch s efB folgen wiirde. Ist daher h so ge-
wihlt, daB h(t) = s ist, so ist k(g(t)) = g(h(?)) = g(s) nicht in B. Dieser
Widerspruch beweist das Lemma.

LeEMMA 4. Unter den Voraussetzungen von Lemma 2 gilt: sind s 51
aus einem Transitivititsgebiet von H und ist feF, so ist f(s) = f(t).
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BEwWEIs. Es seien st und f wie angegeben. Es gibt ein he H
mit h(s) = ¢. Ist f(3) = f(f), so erhilt man h(f(s)) = f(s). Wir wihlen
ein ge F mit g(f(s)) =s. Dann erhilt man den Widerspruch, daB
h(s) = s ist.

SATZ 4. Ist F eine primitive Abbildungshalbgruppe auf S, so konnen
nur folgende 2wei Fille auftreten:

(I) Es ist F+= F* ynd F und F* sind reguldre Permutations-
gruppen.
(II) F+ = F* und beide bestehen nur aus der identischen Abbildung.

BEwEIs. Da F primitiv ist, kann F nur die trivialen zulds:igen
Partitionen besitzen. Ist S das einzige Transitivititsgebiet von Ft,
so sind F und F't transitiv und man kann Satz 6 (sh. unten) anwenden,
der die Aussage von (I) liefert. Mit einem Beweis, der vollig analog
zum ersten Teil des Beweises von Satz 3 verliuft, zeigt man, daf fir
jedes fe F+ die Mengen f-1(s), s€ 8, eine zulissige Partition zu F
bilden. Daher miissen alle f € It injektiv und damit wegen Lemma 1
Permutationen sein. Das liefert im zweiten moglichen Fall, daf alle
Transitivitatsgebiete von F+ nur aus einem Element bestehen, die
Behauptung in (II).

Aus Satz 4 kann man eine entsprechende Aussage iiber primitive
Permutationsgruppen gewinnen, die das Resultat von Satz 3 verschirft.
Man vergleiche dazu [1], wo dhnliche Ergebnisse fir |S| < co gewonnen
wurden.

Aus Lemma 3 und 4 kann man noch schliefen, daf3 alle Transi-
tivitdtsgebiete von H c I'+ dieselbe Kardinalzahl haben, wenn F' transi-
tiv ist.

DEFINITION [4]. Ein Automat A = (S, I, M) heifit abelsch, wenn
fiir alle s€ S und x,yel gilt

M (s, wy) = M(s, yo) .

Ist A st. zush. und abelsch, so heifit A perfekt.

Perfekte Automaten wurden von Fleck in [3] untersucht. Die dort
enthaltenen Resultate gelten auch fiir unendliche Automaten. Insbe-
sondere ist fiir jeden perfekten Automaten A die Gruppe G(A) regulir.
Offensichtlich ist A abelsch genau dann, wenn F(A) abelsch ist.

SATZE 5. FEine abelsche transitive Halbgruppe I' von Abbildungen
ist eine reguldre Permutationsgruppe und es ist F+= F*,
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BewEgls. Wir bilden zu F den Automaten A(F). Da mit F auch F’
(sh. oben) abelsch ist, folgt aus den Voraussetzungen, dafl A(F) perfekt
ist und somit ist G(4)= F* transitiv. Mit Lemma 1 folgt wegen
Fc@4)t, da F semiregular, also regulir ist. Aus Satz 2 folgt die
Behauptung. Die Gleichung F+= F* ergibt sich aus der spiter be-
wiesenen Folgerung 3 zu Satz 13.

SATZ 6. Ist F eine transitive Abbildungshalbgruppe und ist F+ tran-
sitiv, so ist F' eine regulire Permutationsgruppe und F+= F*.

BEwrls. Es gilt Fc (F+)*. Aus Lemma 1 erhalten wir, dal F
semireguldr und somit reguldr ist. Die Behauptung folgt aus Satz 2.
F+ = F* folgt wieder aus Satz 13, Folgerung 3, zu deren Beweis ja
nur der erste Teil der Behauptung von Satz 6 verwendet wird.

Satz 7. Ist |8|<oo und F eine transitive Halbgruppe von Abbil-
dungen von 8, so ist F'+= F*.

BEwEIs. F+ ist eine semiregulire Halbgruppe. Da |S|<<oo ist,
ist F+ Permutationsgruppe und daher F+= F*, Man kann auch di-
rekt mit Lemma 1 schlieen.

FOLGERUNG. Fiir einen endlichen stark zusammenhdngenden Awuto-
maten ist jeder Endomorphismus ein Awutomorphismus.

Ist |S| = oo, so ist Satz 7 nicht mehr richtig. Man erhidlt aus
Lemma 1 jedoch den ersten Teil des folgenden Satzes.

SATz 8. Jeder Endomorphismus eines stark zusammenhdngenden Au-
tomaten A ist surjektiv. Ist A st. zush. und die Endomorphismenhalb-
gruppe E(A) transitiv, dann ist E(A) = G(4).

BEwEIs. Da A4 st. zush. ist, ist F(A4) transitiv. Nach Vorausset-
zung ist auch E(A)= F(A)* transitiv. Da auch E(4)t>F(4) transitiv
ist, folgt E(4) = G(4A) aus Satz 6.

DrrFINITION. Auf der Zustandsmenge S des Automaten A = (8,1, M)
ist die Relation SZ erkldirt durch:
s8Zt wenn s =1 ist, oder wenn es x,yel
gibt mit M(s,x)=t und M, y)=s.

Man sieht sofort, daB SZ eine Aquivalenzrelation ist, und daB die
Klassen K nach SZ mit |K|> 1 maximale st. zush. Teilmengen von
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8 sind, wobei eine Teilmenge von § stark zusammenhingend heiflen
soll, wenn je zwei ihrer Elemente in der Relation SZ stehen. Wir
nennen die Klassen nach SZ die starken Komponenten von A. Es ist
klar, da8 die starken Komponenten von A die Transitivititsgebiete
von F(A) sind. Es ist A st. zush. genau dann, wenn 4 nur aus einer
starken Komponente besteht.

Man kann die Zustandsmenge S von A noch grober einteilen, indem
man folgende Relation Z auf S erklirt:

sZt wenn s =t ist, oder wenn es eine endliche Folge s = 34, 8y, ...,
S, =1 von Zustinden und Elemente x,€8, ¢=0,1,..,n—1, gibt,
sodaf fiir alle i =0,1,..,n—1 entweder M(s,,x,) =s,., oder
M(S; 11, @) = 8; gilt.

Z ist ebenfalls eine Aquivalenzrelation, und die Klassen nach Z
nennen wir die Komponenten von Z. Besteht A nur aus einer Kom-
ponente, so soll A zusammenhingend heilen. Es ist klar, daB jede
starke Komponente in einer Komponente enthalten ist. Ferner ist
jede Komponente L von A beziiglich M abgeschlossen, dh. aus se€ L,
xeL folgt M(s,x)e L.

Sind K, und K, zwei starke Komponenten von A und gibt es
seK,, tec K, und eI mit M(s, x) =1, so kann kein Element aus I
einen Zustand aus K, in einen Zustand aus K, iiberfilhren. Wir de-
finieren daher K,<K,, wenn es s, f und & wie oben gibt. Dann ist <
eine Ordnung auf der Menge der starken Komponenten.

Aus Lemma 2 bis 4 erhalten wir leicht folgendes Resultat.

SATz 9. Ist die Endomorphismenhalbgruppe E(A) des Automaten
A = (8, I, M) transitiv, so bildet jedes fe E(A) jede starke Komponente
von A auf eine starke Komponente ab. Ferner kinnen nur die folgenden
zwet Fille auftreten:

(I) Alle starken Komponenten sind einpunktig und zu keinem
sl gibt es ein xe€l mit M(s, x) =s.

(II) Auf den starken Kompomnenten K von A werden paarweise
isomorphe Automaten K = (K, I, M|K xI) induziert, wobei I die Halb-
gruppe aller Elemente von I ist, die K in sich iberfiihren.

BewEIS. Es muB noch gezeigt werden, daB I unabhingig von der
jeweiligen starken Komponente ist. Gilt M(s, ) =t und ist f € E(4),
so ist M(f(s), #) = f(t). Sind s und ¢ in einer starken Komponente
von 4, so auch f(s) und f(¢). Aus beiden Tatsachen folgt die Behauptung.
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BEMERKUNG. Ist A nicht st. zush., so kann aus der Transitivitit
von K(A) nicht auf die Transitivitit von G(A) geschlossen werden.
Siehe aber Satz 11.

SAarz 10. s set A ein Automat mit endlich vielen starken Kompo-
nenten und transitiver Endomorphismenhalbgruppe E(A). Dann ist jede
Komponente von A stark zusammenhdangend.

BeEwEis. Es sei L eine Komponente von A und K,, ..., K, die
starken Komponenten von L. Ist » =1, so ist nichst zu zeigen. Also
sei n>>2. Beziiglich der Ordnung < gibt es ein minimales Element
unter den K,, etwa K,, und ein maximales Element, etwa K,. Aus
der Transitivitit von HE(A) folgt mit Lemma 2, dal es ein fe E(A)
gibt mit fK,= K,. Fir alle zeI und se K, ist M(s, x)e K,, sym-
bolisch K,Ic K,, und aus dem starken Zusammenhang von K, folgt
K,I =K,. Daher gilt K,I = (fK,)I =f(K,I)=fK,= K,. Die Be-
ziehung K,I = K, ergibt zusammen mit der Voraussetzung, dall L
eine Komponente ist, einen Widerspruch dazu, dafl K, minimales
Element beziiglich der Ordnung -. der starken Komponenten ist.

BEMERKUNG. Fiir unendlich viele starke Komponenten gilt Satz 10
nicht. Es ist klar, wie der analoge Satz fiir Halbgruppen und Transi-
tivititsgebiete zu formulieren ist. Diese Bemerkung gilt auch fiir den
folgenden Satz.

SATz 11. Ist jede Komponente von A stark zusammenhingend und
ist E(A) transitiv, so ist auch G(A) transitiv.

BEwEIS. Nach Satz 8 besitzt jeder der Automaten, die auf den
(starken) Komponenten K von A induziert werden, eine transitive
Automorphismengruppe. Dabei ist der auf K induzierte Automat K
gegeben als K = (K, I, M|K xI). Da nach Satz 9 alle Komponenten
isomorphe Automaten bestimmen, folgt die Behauptung.

SATz 12. Eine semirequlidre Gruppe G von Abbildungen ist eine
Permutationsgruppe auf S.

BeEwEIS. Es sei e das neutrale Element von @ und fe G beliebig.
Fir se 8 ist dann e(f(s)) = f(s), und daher muB e die Identitit auf S
sein. Mit Satz 1 fclgt die Behauptung.

DEFINITION. Ein Automat A = (S, I, M) heifit zustandsunabhdngig,
wenn fir alle v, ycl aus xR,y fir ein se 8 folgt, daf xRy gilt. Das
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heift, aus M(s,x) = M(s,y) fiir ein s€8S folgt M(t, x) = M(t,y) fiir
alle te8S.

Das folgende Lemma 5 dient zum Beweis von Satz 13. Wenn
man umgekehrt den Satz 13 auf einem anderen Wege beweist, so er-
hilt man aus diesem Satz unmittelbar die Aussage des Lemmas mit
Hilfe eines Resultates von Trauth (vgl. dazu [5] statement 5.6.1).

LeMMA 5. Ist fiir den Automaten A = (S, I, M) die Halbgruppe
F(A) eine semireguldre Permutationsgruppe, so ist der Automat A zu-
standsunabhdngig.

BEMERKUNG. Die Umkehrung zu Lemma 5 gilt nicht. Es gibt
endliche zustandsunabhingige und st. zush. Automaten, fiir die F(4)
keine Gruppe bildet (siehe [5] Seite 264).

BEWEIS. Wir zeigen zunichst, daf eine Permutationsgruppe G
auf S genau dann semireguldr ist, wenn aus ¢(s) = y(s) fir ¢, ye@
und ein se S folgt, dal ¢ =y ist. Da @ eine Gruppe ist, erhilt man
aus ¢(s) =y(s) die Beziehung y~1¢(s) =s. Ist G semiregulir, ist daher
plp =1id und ¢ =y. Umgekehrt folgt aus ¢(s) = s = id(s) und un-
serer Voraussetzung ¢ = id. Es sei s 8 und [z], eine Klasse von I
nach R,. [z], ist die Vereinigung gewisser Klassen [z,], « €J, nach
der Relation R. Jeder Klasse [x,] entspricht genau ein Element
fa€F(A) und es ist f,(s) = fa(s) fir alle «,fed. Da F(A) semire-
guldr ist, erhilt man f,=f; fir alle &, feJ, das heillt f,(f) = f4(t)
fiir alle te 8. Daraus ist ersichtlich, da zwei Elemente x, y €I, die
in der Relation R, stehen, fiir alle te 8 in der Relation R, stehen,
also gilt xRy. Es war s €8 beliebig, und somit ist A zustandsunab-
hingig.

DEFINITION. Ks sei A= (8,1, M) ein Automat. Mit T'(s), fir
s €8, bezeichnen wir die Menge {x|wel und M(s, ) = s}.

LEMMA 6. Ist fiir den Automaten A die Halbgruppe F(A) eine semi-
regulire Permutationsgruppe, so ist fiir alle s, te 8 T(s) = T(t).

BEWEIS. Es sei [#]eI/R. Nach Voraussetzung ist I/R eine Gruppe
Gruppe und [y] sei das inverse Element zu [x] in I/R. Ferner sei [x,]
das neutrale Element in R/I. Es sei fir se€S M(s,x)=1¢ und
M(t, y) = 8,. Wir nehmen an, da8 s und ¢ in derselben starken Kom-
ponente von A liegen, sodaB es ein zel gibt mit M(¢,2) =s. Aus
M(s, xy) = s, folgt wegen [x][y]= [x,], daBB M (s, xp) =5, ist. Weiters
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ist s = M(t, 2) = M(t, 2x,) =$;, sodafl wir M(s, z,)=s erhalten. Daher
gilt fir alle v €[x,] und alle s €8 die Beziehung M(s, v) = s und kein
Element einer anderen Klasse als [x,] aus I/R kann irgendeinen Zustand
von § in sich iiberfithren, weil F(A4) und damit I/R semiregulér ist.

LeMMA 7. Unter den Voraussetzungen von Lemma 6 ist jede Kom-
ponente von A stark zusammenhdngend und thre Zustinde sind genmau
die Elemente eines Transitivititsgebietes von F(A).

BEWEIs. Es sei wieder [x,] das neutrale Element von I/R. Ist
M(s, ) =1, so sei y so gewahlt, daBl [z][y]= [x,] ist. Dann haben wir

M2, y) = M(s, wy) = M(s, o) = o

wobei das letzte Gleichheitszeichen aus Lemma 6 folgt. Daraus ergibt
ich unmittelbar die Behauptung.

SAaTz 13. Es sei A= (8,1, M) ein Automatl, und die Halbgruppe
F(A) sei eine semiregulire Permutationsgruppe. Dann ist die Awuto-
morphismengruppe G(A) transitiv.

BEWEIS. Wir betrachten zuerst eine starke Komponente K von A
und auf Grund von Lemma 7 den Automaten B(K)= (K, I, M|K),
wo M|K die Restriktion von M auf K XI bedeuten soll. B = B(K)
ist st. zush. und wegen Lemma 5 zustandsunabhingig. Fir s,te K
ist T(s) = T'(t) nach Lemma 6. Aus den Ergebnissen von [2] oder [8]
erhilt man, daBl die Automorphismengruppe G(B) transitiv ist. Es
geniigt jetzt zu zeigen, dall je zwei Automaten B(K), B(K') fiir starke
Komponenten K und K’ von A isomorph sind. Man wihle se K und
s'e K' und definiere ¢: K —~ K’ durch

p(fs) =f(s') fir alle fe F(4).

Dann ist ¢ auf K definiert wegen Lemma 7 und eine bijektive Abbildung
auf K'. Nun sei x el beliebig, ¢ K beliebig.

pM(t, ) = ‘PM(M(S’ Y)s "”) = oM(s, yx) =
= M(s', yx) = M(M(s', y), ) = M(gt, x)

wobei y eI so gewahlt wird, daB M(s, y) =t ist. Ist f, die der Klasse
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[y] entsprechende Permutation aus F(4), so ist nach Definition von ¢
@t =@M(s,y) = @(f,5) = fu(s) = M(s', y) .

Eine analoge Uberlegung gilt fiir yx. Man erhilt, daBl ¢ ein Isomor-
phismus ist und daraus die Behauptung.

FoLGERUNG 1. Ist F eine semireguldre Gruppe von Abbildungen der
Menge S, so ist F* eine transitive Permutationsgruppe.

BEMERKUNG. Ist die Permutationsgruppe @ auf S semiregulir aber
nicht reguldr, so ist stets G+ G*. Dazu seien K,, a €J, die Transi-
tivititsgebiete von @ und s, € K, fest gewdhlt. Ferner sei eJ. Wir
erkliren eine Abbildung f: S — S durch

f(sx):=s, fiir alle xed

f(9(s2)):=g(ss) a€d, ge@.

Dann ist fe G+ und f§ = Kz Fiir jedes fe G+ gilt: sind st in K,.
so ist f(s) = f(f). Denn es gibt ein ge G mit g(s) =t und wir erhalten

1) = 1(9(s)) = g(f(s)) -

Da G semiregulir ist, muB f(t) = f(s) sein.

Aus der Vertauschbarkeit ven fe G+ mit allen ge G erhilt man
ferner, daBl zu jedem xzedJ ein yed existiert mit fK,= K,. Das
bedeutet, dafl ie Transitivitdtsgebiete von G eine zulissige Partition
zu G+ bilden, was auch aus Lemma 2 folgt. Ferner sieht man mit
Lemma 4, daBl fe G+ genau dann in G* ist, wenn f auf den Transiti-
vititsgebieten von @ eine Permutation induziert.

FOLGERUNG 2. Ist A ein Automat wie in Satz 13 und B der Automat
auf einer seiner Komponenten, so ist

G(A)=~8,-G(B),

wobei S, die Gruppe aller Permutationen auf der Menge der starken
Komponenten von A und o das Kranzprodukt [6] von Permutations-
gruppen bezeichnet.

2
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FoLGERUNG 3. Ist G eine requldre Permutationsgruppe, so ist G+ = G*
und G* ist reguldr.

BEWEIS. Nach Satz 13 ist G* und damit G+ transitiv. Ferner ist
auch (G+)* D@ transitiv. Anwendung von Satz 6 liefert die Behauptung
G+ = G*. Die Regularitit von G* folgt auch daraus, dafl die Automor-
phismen eines st. zush. Automaten semiregulire Permutationen sind.

Satz 13 gestattet im allgemeinen keine Umkehrung, denn aus der
Transitivitit von G(4) kann man nur schliefen, dall F(A4) eine semi-
regulire Halbgruppe ist. Ist |S| < oo, so folgt, sh. [1] aus der Tran-
sitivitdt von G(4), daB F(A) eine semiregulire Permutationsgruppe
ist. Dieses Ergebnis kann man nur unter Einschrénkungen auf |8| = oo
verallgemeinern.

Satz 14. Ist jede Komponente des Automaten A eine starke Kom-
ponente und ist K(A) transitiv, so ist F(A) eine semirequlire Permuta-
tionsgruppc.

BewEls. Wir verwenden Satz 11. Es ist jede Komponente von A
st. zush. und G(A4) ist transitiv. Die Automorphismengruppe H einer
starken Komponente von A4 ist eine regulire Gruppe und nach Fol-
gerung 3 zu Satz 13 ist H* = Ht eine regulire Gruppe von Permu-
tationen. Da keine Abbildung aus F(A4) ein. Element aus einer Kom-
ponente K in eine Komponente K's« K abbildet, sind alle Abbildungen
aus F(A) Permutationen und wegen Lemma 1 ist F(4)c G(A4)+ semi-
regulir.

SATz 15. Ist G eine reguldre Permutationsgruppe auf 8, so ist G* ~G.

BEWEIS. Es sei s €8 beliebig gewihlt. Wir definieren ¢: G — G*
durch:

@(f):= h genaun dann, wenn f(s) = h~!(s), wobei fe G und ke G*
ist. Es ist ¢ bijektiv, weil G und G* regulire Gruppen sind. Es sei
@(f) = h und ¢(9) = k. Dann ist:

(g o1)(8) = g(h(s)) = h7*(g(s)) = A~ (k(s)) = (k o h)7X(s)

und man erhilt g(g f) = ¢(g) o (f)-

BEMERKUNG. Fir |§| < oo stammt das Ergebnis des Satzes 15 von
C. Jordan. Man vergleiche auch [1].
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SATz 16. Ist G eine semireguldre Permulationsgruppe auf S mit
|8]>2, 8o ist G** = @.

Bewgis. Ist G regulir, so folgt die Behauptung daraus, dafl auch
G* und G** regulire Gruppen sind. Besteht G nur aus der Identitit,
80 ist G* die vollstindige symmetrische Gruppe auf § und G** kann
nur aus id; bestehen. Andernfalls hat G mindestens zwei Transitivitats-
gebiete mit mindestens zwei Elementen, und nach Satz 13, Folgerung 2
ist G* das Kranzprodukt S .H*, wo § die symmetrische Gruppe auf
der Menge der Transitivititsgebiete und H* = (G|K)* ist, K Transi-
tivitdtsgebiet von G. Aus diesen Eigenschaften ist unmittelbar er-
sichtlich, dafl jedes Element f aus G** jedes Transitivitdtsgebiet K
von @ in sich iiberfilhrt und f|K € (@|K)** ist. Der Satz folgt aus
(G|K)** = G|K und daraus, daBl G* transitiv, also G** semiregulir ist.

Fir |§]<oco hat Brauer [1] den Satz 16 bewiesen. Fiir |§] =2
ist der Satz nicht richtig, weil S, abelsch ist.

SaTz 17. Sind die Voraussetzungen von Satz 16 erfillt, so gilt
Gt* = @++ = @.

BEwEeIs. In jedem Fall ist G+2G* und daher (G+)*CG** =@
wegen Satz 16. Andererseits ist trivialerweise G+* eine Obermenge
von @G, und wir erhalten G+* = G. Es geniigt wegen der Transitivitat
von GtDG* (die Inklusion ist echt, wenn G nicht transitiv ist!) zun
zeigen, dafl alle fe G++ injektiv sind. Denn daraus folgt mit Lemma 1,
daf} alle Elemente von G++ Permutationen und somit in G+* sind.
Es seien K,, a€J, die Transitivititsgebiete von G und fe G++. An-
genommen, es wire f(s) =t mit se K,, te Kz und = f. Es gibt ein
he G+ mit h(s) = s und h(t) =t, was etwa. aus Satz 13, Folgerung 2
folgt. Wir erhalten t = hf(s) = fh(s) = f(8) =t, Widerspruch! Jedes
f€G++ bildet jedes K, daher in sich ab. Die Restriktion f|K, ist mit
allen Restriktionen g|K,, mit ge G+ und g¢g|K,= K,, vertauschbar.
G|K, ist eine regulire Permutationsgruppe auf K,. Ist G+{K, =
= {g|K,lge G+, 9K, = K,}, so ist G+|K,= (G|K,)*-(G|K,)* ist eben-
falls regulir und (G+|K,)*= (G|K,)* = (G|K,)**. Die Restriktion
fIK, ist somit bijektiv, womit der Satz bewiesen ist.

Zum Abschlufl der Arbeit wird noch eine Anwendung auf das
direkte Produkt von Automaten gemacht. Es werden damit Resul-
tate von Pickett [8] auf unendliche Automaten iibertragen. Die Be-
weismethode ist analog zu [8].
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DEFINITION [9]). Es seien A= (8,1, M) und B= (T,1, N) zwei
Automaten mit derselben Halbgruppe I. Das direkte Produkt A X B ist
der Automat (S8XxT,I, M XxN), wo SXT das kartesische Produlkt von S
und T ist und M XN erkldrt ist durch

M XN((s,1), z) = (M(s, x), N(t, ®)) .
Sind 7, und F, Abbildungshalbgruppen auf den Mengen § und T,

so ist die Halbgruppe F, X F,, das direkte Produkt von F,, F,, erklirt
als die Gesamtheit aller Abbildungen fxg von 8 X T mit

(f % 9)(s, 1) = (f(8), 9(®))

Die Verkniipfung in §x 7 ist gegeben durch

(f1 X g1) o (faX g2) = (frof2) X (gr09s) -

SATz 18. Es seien G und H semireguldre Permutationsgruppen auf
den Mengen S bzw. T. Dann gilt

(G+x H+)* = GxH .

BeEwEis. Es sei ¢ e (G+xH*)* und (s, t), (s,t') aus SxT. Da H+
transitiv ist, gibt es hte H*+ mit ht(t)=1t'. Es sei ¢(s,?) = (g, 1),
@(8, 1) = (m, n). Wir erhalten mit id, = Identitit auf S (es ist id,eG+)
die Beziehung
(m, n) = (s, ') = @ o (id, X h*)(s, 1) = (1d; X h*) 0 (s, ¢) =

= (id, X h*)(q, ) = (q, bt7).
Daraus folgt ¢ = m, dh. ¢(s,¢) und ¢(s, t') stimmen wieder in der

ersten Komponente iiberein. Ist 7, die Projektion von 8 x7 auf §
80 ist

@12 @i(8) =T, 0p(s, )  fiir alle sel

eine Abbildung von § in sich. Hat n, die entsprechende Bedeutung,
80 ist analog durch

Qg po(t) =mpoq(s, t) fir teT
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eine Abbildung von T definiert. Da ¢(s, t) = (m,q(s, t), 7, (s, 1)) ist,
sieht man, daBl ¢ = ¢, X @, ist. Wir zeigen, dall ¢, e(G+)* und ¢, (H*)*+
ist. Dazu seien g+e G+ und h+e H* beliebig. Dann gilt

(g+¢1(3)7 h’+‘P2(t)) = (g+ X ht) o (P X @o)(8, 1) =
= (gt Xh*) o (8, 1) = @ o (g+ X h¥)(s, 1) = (@rg7+(5), P2h* (1)) ,
also

gt =@ gt  und  kte, = @.ht.

Nach Satz 17 ist aber (G+)*= G und (H*+)*= H und daher ¢ € G X H.
Dafl umgekehrt jedes ¢ € G X H in (G+ X Ht)* liegt, ist unmittelbar zu
sehen.

Es seien G und H semiregulire Permutationsgruppen auf den
Mengen S und 7. Wir erkliren Automaten A = (S, G+ x H+t, M) und
B = (T, G+ xH+, N) durch

M(s, g+ X ht) = g*(s), N(¢, g+ X bt) = ht(2)

fiir alle gt € G+ und h+te Ht+. Aus der Transitivitit von G+ bzw H+
folgt, dal A und B und auch ihr direktes Produkt A xB st. zush.
sind.

SATz 19. HEs seien G und H semireguldre Permutationsgruppen auf
den Mengen S8 und T. Fiir die oben definierten Automaten
gilt 4(A) =G, G(B)=H und

G(AXB)=GxH.

BEWEIS. Aus der Definition von A und B ist ersichtlich, daB
F(A) = G* und F(B) = H+ ist. Daher ist G(4) = (F(4))*= (G*)*= G
und analog ist G(B)= H. Weiters gilt F(4 X B)= G+ x H+ und somit

(A X B) = (G+x H+)* = Gx H

nach Satz 18.
Der Satz 19 16st ein von Weeg [11] gestelltes Problem fiir den Fall
unendlicher Automaten.
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