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La filtrazione di Gabriel - I1.

COSTANTIN NASTASESCU (¥)

0. Alcune definizioni.

Il1 presente lavoro continua la ricerca intrapresa in [5]. Siano A
un anello commutativo e con unita e Mod A la categoria degli A-
moduli unitari.

Si puod definire per induzione transfinita su Mod 4 una filtrazione
nel seguente modo: denotiamo con (Mod A4), la pil piccola categoria
localizzante di Mod A [2] contenente tutti gli A-moduli semplici.

(Nel senso di Lambek [4], (Mod 4), & la minima teoria della tor-
sione nella quale tutti gli A-moduli semplici sono di torsione).

Se a & un ordinale non limite, allora (Mod 4), ¢ la sottocategoria
localizzante di Mod A tale che la categoria quoziente (Mod A4),/Mod),_,
sia la minima sottocategoria localizzante di Mod 4/(Mod A),_, con-
tenente tutti gli oggetti semplici.

Se o« € un numero ordinale limite, allora (Mod 4), & la piu piccola
categoria localizzante contenente tutte le sottocategorie (Mod 4); con
f < «. In questo modo otteniamo una successione transfinita: (Mod 4),C
€ (Mod 4),C...C(Mod A4), C (Mod A),,C... di sottocategorie locallizanti.

B chiaro che, poiché A ¢ un insieme, che esiste un ordinale & tale
che

(Mod A); = (Mod A)e.y = ....

(*) Indirizzo dell’A.: Universitatea Bucuresti, Facultatea Matematica,
Mecanica - Str. Academiei 14 - Romania.

Questo lavoro & stato fatto mentre 1'autore usufruiva di una borsa di
dircerca per matematici stranieri del C.N.R. presso I'Universitd di Ferrara.
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Se esiste un ordinale « tale (Mod A), = Mod A diciamo che 1’anello A
ha dimensione di Krull definita, oppure che A & semi-noetheriano (7).
In tal caso il minimo ordinale « per cui (Mod A4), = Mod 4 si
chiama la dimensione di Krull di Mod 4 e lo si denota com dim, 4.
Sia spec A lo spettro primo di A (che noi considereremo senza to-
pologia). In [5] & stata definita su spec A la seguente filtrazione:

(Spec 4), & linsieme di tutti gli ideali massimali di 4; se « ¢
un ordinale non limite (Spec A), = {P|PeSpec 4; VQ e Spec 4, PcQ,
P#Q =Qc(Spec 4),_,}. Se « & un ordinale limite

(Spec 4), = |J (Spec 4), .

f<a

E chiaro che esiste un numero ordinale # tale che:
(Spec A), = (Spec 4), ;= ....

Se esiste un ordinale « tale che (Spec A), = Spec A si dice [5] che
Spec A ha dimensione di Krull definita. In [5] & stato dimostrato
che Spec A ha dimensione di Krull definita se e solo se ’anello A ve-
rifica la condizione del massimo per gli ideali primi.

1. Risultati preliminari.
Se M ¢ un A-modulo qualunque, denotiamo con Ass(M) ’insieme.
Ass(M) ={p|peSpec A, Jwe M,z +0, p = Ann ()} .
TEOREMA 1.1 [5]. Siano « un numero ordinale ed M un A-modulo;

allora le seguenti affermazioni sono equivalenti:

1) Me(Mod A),;
2) Ass(M/M')+® e Ass(M|M')C (Spec A), per ogni M'C M,
M =M.

La dimostrazione ¢ data in [5].

CorOLLARIO 1.2 [5]. Sta A un anello commutativo con unitd, allora
le segquenti affermazioni sono equivalents.

1) A ha dimensione Krull definita (oppure é semi neotheriano);
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2) Ass(M)~0 per ogni M=~0 Spec A ha dimensione Krull definita;

3) Ass(M) =0 per ogni M =0 ed A verifica la condizione del
massimo per gli ideali primi,

4) Per ogni ideale ac A, a+ A, esiste xec A tale che {a: z} é un
ideale primo ed A verifica la condizione del massimo per ideali
prima.

La dimostrazione ¢ data in [5].

Ricordiamo che ’anello 4 ha dimensione di Krull (classica) finita
se D’estremo superiore delle lunghezze delle catene di ideali primi ¢
finita.

COROLLARIO 1.3 [5]. Se A é un anello con dimensione Krull finita,
allora le sequenti affermazioni sono equivalenti:

1) A ha dimensione Krull definita;
2) Ass(M)=~0 per ogni M =0, M € Mod A.

COROLLARIO 1.4. Sia A un anello di valutazione di altezza n [1].
Allora le seguenti affermazioni sono equivalenti:

1) Il gruppo di valutazione G =~ ZXZ X ... X Z (ordinato lessicogra-
fico). n
2) A ha dimensione Krull definita.

DIMOSTRAZIONE. 1) =>2). Per » =1 risulta a [5]. Supponiaio la
affermazione vera per n—1. Se p é un ideale primo tale che ht(p)=1
allora A/p ha dimensione Krull definita (per induzione) e Ap ¢ noethe-
riano. Quindi (] p"=0. Se a ¢ un ideale > 0 allora esiste k>1 tale

n=>1
che a2p*; da qui segue Ass(A4/a)=0.

Per corollario 1.2 risulta 1)=-2).

2)=-1). Per n=1 risulta a [5]. Sia H il gruppo isolato associato
all’ideale p(ht(p)=1). Poiché Ap & discreto [5] allora dalla sequenza
esatta:

0>H—>G—->GH~Z—0

segue G ~Zx H dove H~=ZXZX...xZ (per ipotesi di induzione).
n—1
Indichiamo con la F, la topologia additiva (oppure il sistema to-
pologizzante ed idempotente nel senso di [2]) associata alla sottoca-
tegoria localizzante (Mod 4),, cioe

F={alaC A4, Alac(Mod 4),}
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ProOPOSIZIONE 1.5. Sia A un anello commutativo ed ac A un ideale;
allora le affermazioni che seguono sono equivalenti:

1) ael,;
2) per ogni ideale bc A, aCb, esiste un elemento x € A, tale che
(b:x) é un ideale primo e

(b:x) e (Spec A), ;

3) Ala & un anello con dimensione Krull definita e dim,A/a<a.

DIMOSTRAZIONE. 1) =>2) Se bC A; aCb, allora be F,; dunque
A/be (Mod A),. Poiché Ass(A4/b) =0 esiste un elemento £ € A/b, tale
che £%0 e Ann(£) ¢ un ideale primo. E chiaro che Ann(#) = (b:x)
e (b:z)e(Spec A),.

2) =>3) Sia M un A/a-modulo, M #0; allora M & un A-modulo
non-nullo. Consideriamo m € M, m # 0. E chiaro che Ann(m)2a e
Ann(m) # A. Supponiamo che esista x€ A tale che p = (Ann(m):w)
sia un ideale primo appartenente a (Spec A4),.

Essendo A/a-m ~ A/Ann(m), allora p e Ass A/a(M).

Dal teorema 1.1 e dal Corollario 1.2 segue che A/a ¢ un anello
con dimensione di Krull definita e dim;A4/a<a 3) =>1) Se ottiene dal
teorema 1.1.

Della teorema 1.1. segue:

PRrOPOSIZIONE 1.6. Sia M e (Mod A),,, allora esiste una filtra-
zione (M ,),cn indicata con un insieme di numeri ordinali, con le sequenti
proprietd:

1) M,= > Az = Y A=,
xeM xeM

Ann (¢) primo Ann (x)e(Spec 4)x,

2) Se a ¢ un numero ordinale non limite, allora

M, M, ,= Y Az = 3 Az,
aEM/Mx—1 2eEM/Mx—1
Ann (z) primo Ann (z)e(Spec 4)x,

Se a & un numero ordinale limite, allora

M= M,.
B<a
3) M=M,.

acW
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2. La filtrazione di Gabriel associata ad un anello di polinomi.

Sia A un anello commutativo con unitd, denotiamo con Afz,, ..., z,}
Panello di polinomi in n-variabili a coefficienti in A.
Se M & un A-modulo poniamo:

M[X,, X,, ..., X]= MR A[X,, ..., X,] .
A

TEOREMA 2.1. Siano A wun anello commutativo ed o= 0+ n, un
numero ordinale (0 ordinale limite ed n un numero naturale) Se M ¢
un A-modulo tale che M e (Mod A),, allora:

M[z]e (Mod A[x])s se n=0
M[z] € (Mod A[®])e, dove n£0, n+1<k<2n-+41
Se a=0 allora Me (Mod A),, quindi M & uno A-modulo semi-
artiniano [6] e per il teorema 3.5. di [5], M[X]e (Mod A[x]),.
Supponiamo che la nostra affermazione vera per ogni numero or-
dinale f <« e dimostriamola per «. Sia M € (Mod 4),; per la pro-
posizione 1.6., possiamo supporre M della forma M = A/p dove
p € (Spec A),. Indichiamo con B, Panello A/p e con K il corpo delle

frazioni di B. Se § é I'insieme di tutti elementi non-nulli din B, allora
K = B, e dunque

K[X]= (B[X]),.
Abbiamo la sequenza esatta di categorie:
(*) 0 - A — Mod B[X]— Mod K[X]—0

dove Mod K[X] & una categoria quoziente dalla Mod B[X] e A una
categoria localizzata dello Mod B[X], cioe:

#A={Me MeMod B[X], Vee M, x50, Ann(x)N S =@} .
Sia MeA ed ze€ M, x50, poniamo:

a=Anmn@x) e b=anNB.
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Poiché an 80, allora b0 e quindi ’anello B/b & con dimensione
Krull definita ed inoltre:

f = dim,Blb<a.

Da qui risulta che B/b[X] ¢ un anello con dimensione Krull definita
e quindi B/b[X] & un A[X]-modulo che appartiene a (Mod A[X])s,,.
Della sequenza esatta di A[X]-moduli

B/b[X]— B[X]/a—0

otteniamo che B[X]/a e (Mod B[X])s,, e quindi #C (Mod B[X]),,,,
cioé A & una categoria con dimensione Krull definita.

D’altra parte dalla proposizione 1 ([2] chap. 1V) e della sequenza
esatta (%) si ottiene che ’anello B[ X] & con dimensione Krull definita e

dim, B{X]<f+ 1+ dim K[X]=f+ 1+ 2

(K[X] essendo un anello principale).

Ora se n=20, allora x=0 e §+ 1+ 2 <a quindi M[X]= B[X]e
€ (Mod A[X]), .

Se m 0, possiamo supporre che M—= Afpe (ModA), e M¢
¢ (Mod A),_,. In questo caso f<ax—1=0-+ n—1 Allora per ipotesi
AC (Mod A[X])g4r, dove n<k'<2n—1.

Dalla sequenza esatta () e dalla prop 1 ([2], chap IV) risulta
che M[X]= B[X]€ (Mod A[X])g:, dove n+ 1<k<2n+ 1.

COROLLARIO 2.2. Sia A un ayello commutativo, allora le affermazions
che seguono sono equivalenti:

1) A ha dimensione Krull definita;
2) A[X,, ..., X,] ha dimensione Krull definita.

DIMOSTRAZIONE. 1) =>2). Ragionando per induzione su =, basta
provare il corollario per n = 1.

Poicheé A ha dimensione Krull definita, allora esiste un numero
ordinale « tale che Mod A = (Mod 4),.

Consideriamo un A[X]-Modulo P ed il morfismo

@. P[X]— P
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cosi definita
p(p® Q@) =Q@)'p con peP e QX)e A[x]

¢ surettivo. D’altra parte P e (Mod 4), e per il teorema 2.1,
P[X]e (Mod A[X]),.,, pertanto P e (Mod A[X J)ars (la sottocategoria
(Mod A[X]),y; © localizzante). (k nuero naturale, k>0)

2) =1). Poich¢ A ~ A[X,, ..., X,]/(X,, ..., X,) allora otteniamo da
|5] che A ¢ un anello con dimensione Krull definita.
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