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ESPACES DE SOBOLEV AVEC POIDS
APPLICATION AU PROBLEME DE DIRICHLET
DANS UN DEMI ESPACE

B. HANOUZET *)

On résoud le probléme de Dirichlet pour certains opérateurs ellip-
tiques définis dans l’espace entier ou dans un demi espace. On obtient
des résultats pour des opérateurs elliptiques dégénérés ou non; la dégé-
nérescence signifie ici que les coefficients de la partie principale de

n
l’opérateur tendent vers zéro (ou vers I'infini) quand | x |= x xi? tend
vers linfini. =

Dans la premiére partie, on introduit des espaces de Sobolev avec
poids dans un ouvert non borné, les poids étant des fonctions de la dis-
tance du point & l’origine. Pour certaines valeurs des paramétres, ces
espaces coincident avec les espaces D™? obtenus par complétion de
I’espace des fonctions C> a support compact par rapport a la norme de
Dirichlet d’ordre m (voir [3] et [6] pour la définition de D™ 7).

Notons que c’est I'inégalité de Hardy [5] qui, pour un ouvert non
borné joue le rdle de I'inégalité de Poincaré (voir [12] par exemple)
valable pour un ouvert « borné dans une direction ».

La deuxiéme partie est consacrée a 1’étude des espaces des traces sur
un hyperplan. Les méthodes habituelles liées a la théorie des semi groupes
ne s’appliquent pas directement. Le théoréme de surjectivité est obtenu
par construction explicite d’un relévement.

Dans la troisiéme partie, on étudie le probléme de Dirichlet dans
R" et le probléme de Dirichlet inhomogéne dans un demi espace. On ne

*) Indirizzo dell’A.: Departement de Mathématiques et Informatiques, Uni-
versité de Rennes, Av. Général Leclerc B.P. 25 A, Rennes, Francia.
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considére que des problémes variationnels, ce qui fournit I’existence et
I'unicité d’une solution dans des espaces convenables. Les résultats de ré-
gularités sont obtenus en approchant le probléme par une famille de « pro-
blémes tronqués » et en démontrant des inégalités & priori, indépendantes
des troncatures, pour ces problémes tronqués. Ces résultats se générali-
sent au probléme de Dirichlet inhomogéne dans un ouvert £ complémen-
taire d’'un compact de frontiere suffisamment réguliére.

Nous retrouvons ici certain résultats de J. Barros-Neto [1] qui uti-

lise les espaces D™P pour l—%z->0. Notre méthode permet de s’affran-

chir de cette condition; les théorémes de traces sont plus généraux que
ceux donnés dans [1]. Citons aussi L. D. Kudrjavcev [7] qui introduit
des espaces analogues pour des fonctions poids tendant vers zéro a
Pinfini.

Certains résultats, démontrés ici, sont annoncés dans [4]. Le plan
est le suivant:

I - Les espaces.

1 - Notations et premiéres propriétés.

2 - Les espaces duals.
3 - Comparaison a D™ ?(R").
4 - Propriétés de Wi ?(R").

II - Les espace de traces.
1 - Les espaces W% ?(R"), seR,.
2 - Espace Xi?(R®).
3 - Etude des traces pour X" ?(R7%).
4 - Espaces des traces pour W ?(R%).

III - Probléme de Dirichlet. Etude de la régularité.
1 - Cas de l’espace entier.

2 - Probléme de Dirichlet inhomogéne dans un demi espace.
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I. LES ESPACES

1. Notations et premieres propriétés.

R" designant I’espace euclidien de dimension n, on note R% le demi
espace ouvert: {x€R"|x,>0) et R" le demi espace fermé: {xeR"|
x.=0}. Le point générique de R" sera noté (x', y) avec x'=(x1, ...,
Xn_1)ER™ ! et y=x.€R,.

D; désignant la dérivée partielle E% , pour AheN", on pose

D*=D} ... Din= _?l_
R -

Les notations relatives aux espaces de distributions sont celles de [13].
Introduisons enfin les fonctions poids (1+p%)* a€R, ol la fonction p
n
est définie par p(x)= | x| =( T xH'2.
i=1

Nous pouvons maintenant introduire les espaces:

DEFINITION I.1. Pour a€R, peR, 1<p< o, meN, Q ouvert de
R" on pose:

a—m+ Al

W Q)={ue® Q) |(1+®) 2 Duel’(Q); |\|<m).

Cette définition n’a d’intérét que si 'ouvert € est non borné; sinon, quel
que soit a, ’espace coincide avec W™ ?({2), espace de Sobolev habituel
(voir [10] ou [12] par exemple). Nous avons immédiatement les pro-
priétés:

1) Wi P (Q)=L"Q)

2) WrP(£) est un espace de Banach quand on le munit de la
norme:

a—m+ |\l

(I.1) | u |WT'p(“):(mz‘; l (1 +p2) 2 D*u l‘L’pm))l/p
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3) On a les inclusions suivantes, avec injections continues:
Wmr(Q) > Wi ?(Q) &> ... <> W25.(Q).

4) Pour e D(Q), c’est-a-dire ¢ restriction 2 £ d’une fonction de
D(R™), I’application

u—ou

est linéaire continue de W™ ?(2) dans W™ ?(Q2).

5) Dans le cas p=2 on note W7 (Q)=W™2(Q): Wr(£) est un
espace de Hilbert quand on le munit du produit scalaire:

(u, v)w;"(n)=MZ f (14" DuD*vdx.
|l<m
Q

2. Les espaces duals.
Nous commengons par démontrer un résultat de densité.
THEOREME I.1.
D(R") est dense dans W ?(R™)
D(R") est dense dans W?(R%).

Nous démontrons seulement le premier résultat, la démonstration du
deuxiéme est analogue. On se raméne par troncatures aux propriétés de
W™ 2(R™). Soit € D(R™) avec 0<0(x)<1, @(x)=1 pour p(x)<1, ¢(x)=0
pour p(x)=2 et posons:

X
o(x)=0 (l;] s Uk=QkU.

Nous montrons que, pour u€ W ?(R"), u,e W ?(R") et

(1.2) lim I Ur—Uu |w:z,pmn)=0.

k—> +oo
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Soit AeN™ avec | A |<m, exprimons:

1/
[ f(l_'_pZ)(a—mHM)F/Z | DMue—u) |7 dx] »
R

)y P 1/p
— ( f(1+92)(a—m+|)»|)p/2 )3 (u] (D“cpk)(D*‘“u)—D*u dx]
<M
- ®
1/p
p(x) =k

+3 (Z;] [ f a +p2)(a—m+|l.l)l7/2 | (D"cpk)(D*_"ll) |p dx ]I/P .

ps<>
[T k<p(x)<2k

Dans cette inégalité, il est immédiat que le premier terme de droite tend
vers zéro quand k tend vers linfini. Pour les autres termes, on a:

D)= 7357 (D) (i )

donc

(1 + p2)(az—m+|).|)p/2 | (Du<pk)(Dx—pu) Ip dx<

k<p(x)<2k

sc[ Aty Do s

k<p(x)<2k

e
<cC f (1-44K2) ? o IbIo(1 4 p)amsM-Iubo/2 | Dhoy |p dp<

k=<p(x)<2k

<C| (e emiruber | Drovy o dy.

k<p(x)<2k

Comme cette derniére expression tend vers zéro quand k tend vers Iin-
fini, on obtient (I.2).
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Soit maintenant ue W ?(R") a support compact, alors u appartient
W™ ?(R"). Par suite, il existe une suite (¥)ien, YI€D(R?), telle que
u et ¥, aient leurs supports dans un compact fixe et de plus

lim | V—u IW"" P(R")IO.

Lo oo

Alors, d’apres la propriété des supports

lim I V,—u |wm,P(R")=0,
I— 400 *

ce qui termine la démonstration.

CONSEQUENCE. W™ P?(R") est un espace normal, par suite son
dual est un espace de distributions. Par définition on pose:

+ 4 =1,
p

Wz (R =W (R’

=

Il est immédiat que si Te WZr?' (R"), il existe une famille de fonctions
(A)ir)=m (non unique), telle que:

fXGW%:-;—m—IM , et
T= Y D*h.
[M=m
3. Comparaison a D™?(R"),
Rappellons la définition de D™ ?(R") (voir [3] et [6]).

DErFINITION 1.2. Pour meN, 1<p< o on note D™?(R") le com-
plété de D(R™) pour la norme

| @ |pmemmy=( X |Du|tr@w")".
|X[=m

1 m C e
Pour I—)-—;>0, cet espace est un espace de distributions et on

a le résultat suivant:
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THEorEME 1.2. Pour %——’-nn—>0 les espaces Wi ?(R") et D™ ?(R")
coincident, algébriquement et topologiquement.
Pour ¢ appartenant 3 Q(R") on a évidemment:
| @ |om 2rmy < | @ w2

il suffit donc de montrer que si AeN", |\ |<m on a

|N]—m
(L.3) |(14+p?) 2 D@ |rem=<C| @ |pm 2",

Nous utilisons les coordonnées polaires x=po, p=0, c€S,1 (sphere
unité de R™) pour montrer d’abord que:

[M-m

(L4) [(1+¢") * Do |rry=C X [p*I""D¥o |ror).

[#]=1h]+1

Pour YeD(R") on a:

| ¥(eo) | < f | DAV(to) | dt.

On obtient donc:

f (1) =272 | W(x) P dxe <

+ oo
J-do.f (l_l_pZ)(D»l m)p/2 ( f |Dt\I’(tO') | dt )ppn—ldps
Sn [

=+ oo

<Cfda fpw —myptn-1 ( f]D,‘P(to‘)ldt]Pdp

P

Mais I’hypothése ;}— %>0 implique (| M |—m)p+n—1>—1, on peut
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donc appliquer I'inégalité de Hardy [5] qui fournit:

(M|—m)

[(14p) 2 ¥ |pwm=

+ oo
1/p
<C [ f do‘fp"”*“"‘"’*””‘ | Dp‘I’(PO') Ip dp] <
0

sn-1

<Cy I p'.”“‘"'D.-‘I’(x) ILp(R»),
i=1
En remplagant ¥ par D*¢ on obtient (I1.4). Si |M|+1<m, on peut
réitérer le procédé, ce qui fournit (I1.3).
REMARQUES.
1) Si 1——%>0 on a aussi (voir [1]): W§?(R") est isomorphe a

I’espace:

{ue@'(R") | DrueLim-i(R™); | M |<m, 1 1 _'lﬂ}.
gm-pn| P h

2) Sans I’hypothése })—%’>0, on peut obtenir aussi le résultat
suivant: Wi ?(R") est isomorphe au complété de D(R") dans l’espace:
{(ueD’ (R | (1+®) " ueL”(R"); D*ueL?(R"), |\ |=m).

Pour généraliser le théoréme 1.2 au cas o quelconque, nous démontrons
au préalable:

THEOREME 1.3. Pour a, BER, meZ, Iapplication
u— (1+p5u

est un isomorphisme de Wi?(R") sur W 2(R").
L’application u—> (1+p?)_pj2u est I'isomorphisme inverse.

Cette propriété tient au fait suivant: pour AeN?, il existe une con-
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stante C>0 telle que

B—|M|

| DM1+4p)% | =C(14+¢) 2 .
Pour le cas m=0, soit ue D(R") et posons
v=(1+¢")""u.
Pour | M |<m, on a

a—B—m+|)| a—m+|h—p|

(1+¢» 2% |Dw|=CZ (Z;) (14+¢» 2 |D*u|
p<M
et par suite
| (1+0»P u Iw;"Lg(R")SC | u |wrm o).

La réciproque est immédiate.
Pour le cas m<0, il suffit de transposer le résultat précédent.

CorROLLAIRE I.1. Pour meN, :—)— r;n >0, lapplication:
ur (| MZ | DM((1+p)*"u) | o))

définit sur W™ ?(R") une norme équivalente a celle définie par (1.1).

En effet D’application u > (1+p»)**u est un isomorphisme de
wm?(R") sur Wi?(R") et on applique le théoréme 1.2.

COROLLAIRE 1.2. L’application ur>(1+p*?*D*u est linéaire conti-
nue de W ?(R") dans Wr*-?(R").

4. Propriétés de Wi»?(R%).

TuforREME [.4. W™ ?(R%) coincide algébriquement et topologique-
ment avec P'espace des restrictions a R" des fonctions de Wm?(R").
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Notons provisoirement wr™?(R"%) I’espace des restrictions 2 R" des
fonctions de W ?(R"). C’est un espace de Banach pour la norme

ul,m opn y= inf m, p ph
I IW,, p(R+) veW;n' p(R")l ’ |Wa &

v| n=u.

R}
Il est immédiat que: wi*?(R%) <> Wi ?(R%).
La réciproque vient ensuite grace au résultat suivant:

LeMME 1.1. Il existe un opérateur de prolongement linéaire continu
de Wr?(R%) dans Wi ?(R").

On utilise la méthode de Babich [2]. Pour @€ @(R_:i), on pose:

o(x’, y) si y>0

P. = m
(Po)(x) ;‘,lsqu(x', —ky) si y<O.

En choisissant les paramétres s solutions du systeme
m+1

T si(—ky=1, j=0,1, .., m,
k=1

Po est une fonction de classe @™ a support compact dans R", donc Pe
appartient & W ?(R"),
Pour vérifier la continuité de P, on forme

f (142 @-m+DP/2DMPo(x)dx = f (14pH)em+*D2/2 | Dro(x) |7 dx+
R® R"
m+1
+ f (14-p?)e-mHrDe2 | D‘kZ sip(x’, —ky) |P dx
=1
Rn

(R=={xeR"| x,<0}).
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En posant t= —ky dans

f(l +92)(u—m+l)~\)17/2 l D)v(q)(x” _ky)) |p dx
R"

on obtient, a un facteur prés, un terme de la forme

__t (u—m+| )»])p/Z
f [ 14 [ x, e ] ] | D*o(x", t) |7 dx'dt.

n
R,

Mais comme k=1, on a
Low, n=e|x, L)<, n
k plx, 1)=p ' % =plx,
ce qui montre que ce dernier terme est majoré, & une constante prés, par

f(l +pZ)(a—m+|7\.|)p/2 I D*q)(x', }’) Ilz dx.

R
Pour (pe@(th; ), donc pour e Wi?(R"%) on a bien:
| Po wm ry <C | @ [wrm pegr .

Comme Wm?(R") coincide localement avec W™?(R%), pour m=1,
D(R%) n’est pas dense dans Wi-?(R%). Nous introduisons donc un
nouvel espace

DEFINITION 1.3. Pour meN, aeR, 1<p<+ oo, on désigne par
Wo?(R%) Padhérence de Q(R?%) dans Wi-P(RY).

° 1
Nous notons W= 7(R") le dual de W77 (R%), —+l,= 1. Cet espace
est un espace de distributions. PP
On obtiens les résultats, analogues au théoréme I.3:
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1) Pour meN, a, BeR I’application
u> (14022

est un isomorphisme de W?"’(Ri) sur VE/;"_'K(R'},).

2) Pour meZ, cette application est un isomorphisme de W7-?(R")
sur Wr-8(Rn).
D’autre part, on a I’analogue du corollaire I.1:

Pour meN, 117—— :—1;— >0, I’application
u( 3 | DM(1 4 u)ircr )/

S

définit sur V?Q{‘"’(R’j,) une norme équivalente a celle définie par (I.1).

II. LES ESPACES DE TRACES

Comme toute fonction u appartenant & W ?(R") est localement dans
Wm?(R"), la trace de u sur I’hyperplan II={x€R"|x,=0} est locale-
ment dans W™m-1r.?(R"-1) (voir [12] par exemple).

Nous nous proposons d’étudier le comportement a I'infini des traces
sur un hyperplan des fonctions de Wi+ ?(R"). Pour cela, nous avons
besoin d’introduire de nouveaux espaces.

1. Les espaces W ?(R"), seR,.
DErINITION I1.1. Pour 1<p<+ o, 0<o<1, on pose

Wi (R ={ueD(R") | (1+p»)~Puel?(R"); Vi=1, .., n,

+oo

f t-1-ord f | e +te—u(x) |2 dx< o0} 1)
0 R®

) ¢, e, .. e, désignent les vecteurs de la base canonique de Rn.
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W3 ?(R) est un espace de Banach pour la norme:

| u |wg' ramy={| (140~ Pu |rwn+
(IL.1)

+ 00

+ % t“'“"dtfl u(x+tey—u(x) |P dx}'/».
i=l
0 R"

Pour seR, on désigne par [s] la partie entiére de s; on introduit

DEFINITION I1.2. Pour 1<p<+ e, s€R., on pose
W5 PR ={ue WE-A(R |

VLeN, |\ |=[s], D'ue Wi ts)-7(R™)}

W35 ?(R") est un espace de Banach pour la norme naturelle. Pour seN,
on retrouve la définition I.1.
Pour a€R, par analogie avec le théoréme 1.3, on introduit enfin

DEFINITION I1.3. Pour 1<p<+ oo, seR,, aeR on pose

WA (R ={ue D" (R") | (14" ue W5 »(R"))}.

2. Espace Xi?(R%).
Rappelons tout d’abord la définition de la trace d’ordre j pour une

fonction ¢ de ED(R_';).

o

0Xnj

(10)(x)=(Ddo)x1, wcy Xn-y, 0)= (x', 0).

n
Dans la suite, nous poserons p«(x)=( X x?)'?, pour la commodité de
i=1
I’étude nous introduisons de nouveaux espaces.
DEFINITION I1.4. Pour 1<p<+ o, meN, on pose:

[M-m

X3(Re)={ueD'(R}) | VAeN", |\ |<m, (1+p2) * Duel”(R%)).
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XmP(R}) est un espace de Banach quand on le munit de la norme
naturelle
|M-—m

|u|xmerey)=( X |(1+03i1) 2 Dulfegn))'?
o "(RY NZm +

et on vérifie comme au théoréme 1.1 que D(R™) est dense dans X~ ?(R").
L’introduction de X§"?(K%) trouve son intérét dans le fait suivant

TuEOREME I1.1. Les espaces Wi»?(Rn) et Xi?(R") ont les mémes
traces sur l’hyperplan O={xeR"|x,=0}.

Pour ue®D(R") posons yu={(Yold, ..., Ym_1td).

Nous supposons que I’application y : D(R™) > (D(R*1))" se pro-
longe en une application continue de X§?(R%) sur un espace de Banach
T et nous montrons que T est aussi ’espace des traces pour Wi-#(R%).

Il est immédiat que ’espace X7 ?(R%) s’injecte continuement dans
Wg-?(R™). Supposons provisoirement qu’on a su construire une appli-
cation Q linéaire continue: W3- ?(R") > X ?(R%), telle que, pour toute
fonction u de ‘D(R ), Qu appartienne a ED(R ) et v(Qu)=+vyu. Pour
ueD(R") on a alors

[ yulr=|vQu|r=C| Qu |xmorn)<C | u lwr 2wy

donc l’application v se prolonge en une application linéaire continue
(notée aussi v) de Wi-?(R") dans T. vy est surjective car, si veT, il
existe ue X7 ?(R%) donc ue Wi-?(R%) telle que yu=v.

Reste & construire ’application Q.

Soit ¢ une fonction C= sur R* telle que @(f)=1 pour 0<t<1,
@(t)=0 pour ¢t=2 et posons W(x)=o((1+p2_4(x"))?y), et pour

ueWwg-»(R%), Qu=Yu.

Notons que la troncature définissant Q est différente de celles uti-
lisées habituellement. La fonction ¥ construite ici est telle que:

supp ¥ c{x€R" | 0=<y=<2(1+4p}_4(x"))'?}

V=1 pour 0<y=<(1+p%_,(x")'2.
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On utilisera un procédé analogue pour la construction du relévement
dans le théoréme de traces (théoréme II.2, partie B).
Montrons que Q est linéaire continue de Wi-?(R") dans X" ?(R").
Pour AeN", | A |<m, on a

IM-m [A]-m

(1402,4(x)) 2 D¥u)=1+e24()) z [ :; ](D“‘I’)(D““u)

b=

et nous montrons que pour chaque terme de cette expression

|N]-m
| (A 4+e54(x)) > (DD *u) |rmny <

| A—p|-m

<C|(14+pXx)) 2 D** [zrrn).

Posons f(x)=(1+p2_y(x"))"%y, alors ¥Y=¢of et D*¥ se présente sous
forme d’une combination linéaire de termes de la forme

(0@ o YD) ... (Df)5s
ol 1=<r=|p|etv', v, .., veN",
[V kit e+ v Rs= -

Pour veN", v=v'+v.e, (V' indice de dérivation tangentiel: V' =
=1, .., V-1, 0)) exprimons

0 siv,>1
D (1+p2_y(x")Py= { D"(14p%_1(x"))"1/ si vu=1
yDY(1+p2_4(x")™'? si v,=0

donc, pour 0=<(1+4p2_y(x"))"/*’y<2, on obtient toujours une majoration
de la forme

| D((1+paa (N7 Py) | S C(L+pha () I

16
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On obtient donc
| Do | <(14p5-1) 1P| 0, |
olt ¥, est une fonction continue bornée dans R% 2 support dans le do-

maine défini par 0=<(1+p2_;(x"))"p=<2.
En reportant ce résultat, on obtient:

|A|—m
f(l +2.4(x)) 2 | D*¥ || Dby rdx <
i
M=lul=m,
=C A4p24(x)) 2 | Y |?|Drulrdx<

O<y<2(i+p,_, =N 1/2

|A—p|-m

5Cf(1+pf,) 2 plD““u|"dx.
RL

ce qui montre que | Qu |xzurwr)=<C | u [w2mn) .
Par ailleurs on vérifie immédiatement que, pour ueD(R") on a
YQu=+yu.

3. Etude des traces pour XJ"?(R%).
Enoncons le résultat principal

THEOREME 11.2. Il existe une application linéaire continue

m-1 1
Y=o, w0 Ym-1) de XZ?(R") dans HOWK-'-;'P(R"-I)
j=
avec les propriétés suivantes:

A) Pour ue®(R"), yu= (u(x’, 0, .., (:—y’l-__l—lu)(x’, 0))

B) ¥ est une application surjective

C) Le noyau de v est égal a I'adhérence de Q(R%) dans X7 ?(R%).
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La démonstration de ce théoréme est 1’objet des points A, B, C qui
suivent

A. Nous montrons dans cette partie que 1’application
. m-1
Y : D(R7) |—>H0£D(R”“),
j=

se prolonge en une application linéaire continue de Xg~?(R") dans
m—1 1

II Wg-i—5-?(R" 1), Pour cela, nous montrons qu’il existe une contante
i=0

C>0 telle que, pour ueD(R™) et j=0, 1, .., m—1, on ait

(I1.2) | Yitt lwg=i-52 @n-m,<C | u |xg 2wy .

i
Notons d’abord que yju=1o —a—u et que

dy

o'u

3y <|u|xprwn),

X3 P(RY)
il suffit donc de vérifier que, pour j=0, 1, ..., m—1, on a
1 )

I Yol |w6"-’—;’F(R"—1)SC | u IX(')"_"p(R'J_)
ou encore, que pour m=1, on a

| Yot |wm-5. » -1y <C |  |xm p (g

You |wgt—5 P (R-1H=0 | U |xTPRY) .

Nous vérifions donc que, pour A=(\", 0)eN", c’est-a-dire A multi-indice
de dérivation tangentielle, on a:

— si [ M]|=m—1

1 4
a3y  |a +pﬁ_l(x'))(?'*’“""')Z“D*u(x', 0) |pwrn-1)<C | u [xg 2r)
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— si |M|=m—1, pour i=1, .., n—1.

+ o0
1/
(11.4) ( f t-rdt f | D*u(x’+te’s, 0)—D*u(x’, 0) | dx’] ‘<
0 Rn-1
=<C|u Ix("".P(R';_)Z).

Il est immédiat ensuite que (IL.3) et (II.4) impliquent (I1.2).

Démonstration de (11.3).
Pour ue®(R%), on a

+ 00
| DMu(x’, y) [P=— J- D.| Du(x’, )| dt<
y

+ o0
Spf| Du(x’, t) |P~!| D.D*u(x’, t) | dt.
y

On obtient donc

+|l|—m);

1
f ¢! '|'Pr2;-1)('7

R"_l

| D*u(x’, 0) |7 dx'<

|M|—-m

Scf (14620 7 | Dhu’, y) [P
R"

e
[M]+1-m

((1+p2.y) % |DuDu(x’, y) |)dx'dy.
En appliquant I'inégalité de Holder, on majore ce dernier terme par

-1

|N|-m
C( [ (1+4¢3_1) Z f| Dru(x’, y) |7 dx'dy )T .
[
1/p
[ f (1+p30)¥1#1-m2/2 | D DMu(x’, y) [P dx'dy ]

Ry

) ¢y, €, ., e,_, désignent les vecteurs de la base canonique de R,
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(I1.3) vient ensuite immédiatement.
Démonstration de (11.4).
Il suffit de montrer que, pour ve ED(R ),on a

( f pdtJl v(xX1+¢t, X2, ey Xn-1, 0) —o(x’, O ]”dx )l/p<C|1)lx(1)P(R+).
R 1
On part de I'identité (voir J. L. LioNs [8]):
v(xi+t, X2, o, X1, 0)—o(x’, 0)= f (Dn)(x', o)do—

0

— f {Duv(x1+t—0, X2, wcoy Xn-1, O)—Div(X1+t—0, X3, vy Xn_1, OY}do=

t t
=fD,,v(x’, o)do— ff(x1+t—0', X2 s ey Xn1, 0)dO
0 0
et nous étudions séparément chacun des termes. De

t /o
( f ’ f D.v(x’, o)do pdx’)l Sf( f | Duv(x’, o) |7 dx) do
Rpn-10 0

R*1
on tire I'inégalité

ot eta] )
<f vdt{ (f | Do, o’)I"dx] c}”.

Rn—1

En posant

F(o)= ( f | Dav(x’, ) | dx )l/p

Rr-1
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et en appliquant I'inégalité de HarDY [5], on obtient

+ oo t
P
’. tr f F(o)do
0 0

ce qui fournit enfin

+ o0 t
14
( ft"’dtj lfDnv(x’, o)do
n-l 0

=¢ [f lenv(x ) |”dx'dt] =C|lv|xgrwn.

0 Rn-1

+ 00
dtsCf | F(2) |7 dt
0

1/p
de’ | <

Etudions maintenant le deuxiéme terme

f t-2dt | (flff(xﬁt —0, X2, vy Xn_1, 0)do dx) }Ps
1/p P
<f "dt{f [ jlf(x1+t—0', X2 s ey Xno1, O)|P dx’] do-} .

Rn-1

Mais d’autre part, on a

1/
G(t’ O'): (flf(xl"‘_t—o'; X2y ooy Xn—1, <7-) lp dx') p=
Rn-1

= { f | /(x", o) |7 dx’ )1/,,: G(o).

RrRr-1

En appliquant comme ci-dessus 1’inégalité de Hardy, on obtient

400 t
( f t“’dtf ‘ ff(x1+t—0', X2, sy Xn-1, 0)do :
) Rn-1 0

1/p
dx' | =<
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+ oo

T 1/p 1/p
=C ( f IG(t) Ipdt] =C [ f f|f(x’, t) |”dx'dt] SCIUIX(I)’P(R';_).
0 0 Rn-1

Ceci termine la démonstration du point A.

B. Nous allons construire un opérateur de relévement R linéaire
m-1 1
continu de II W 7/-5?(R"1) dans X7~?(R"). Nous montrons d’abord
i=0

qu’il suffit de construire un relévement pour chaque composante.
S
En effet, supposons que, pour chaque u;e W§—'~,:? (R"!) on sache
construire R;u; tel que
1
| Riu; xge-prty<C | u; [wg=i--p 1)
Yi(Ru)=u; .
On introduit alors I’opérateur linéaire
m
(Pu)(x’, y)= ,?:]sk(Rk-luk_l)(x', ky)

ol les si sont solutions du systéme

kis,=87, i=0, 1, .., m—1.
1

Mz

On a alors

m—1 1
| Pu |X6""’<R1)SCEO’ u w8 srn-1)

0 si k=j
Ye(Piu)= , )
uj si k=j.
Il suffit de poser ensuite
m—1
Ru= Y Pju
Jj=0

pour obtenir le relévement désiré.
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.1
Avant de construire le relévement pour w;e Wi—i-5 -7 (R"'), nous
montrons deux résultats préliminaires.

LemME I1.1. Soit a>0 donné, 9eD([0, a[). Alors, pour LeN*,

A |—-m

| (14p2a(x)) 2 DM@ +E21(x)2y)o(x’, ¥)) |y =<
|A—p|-m

= [ﬁ] | (A 4+p24(N 2 Wl(1+E2 (N D40, y) |y

oil chaque ¥, est une fonction continue bornée sur R, & support dans

[0, a[.
Le résultat est immédiat en se reportant a la démonstration du théo-

reme I1.1.

LemME I1.2. Pour <0, zeR", |z |<2in’ il existe une constante
C indépendante de z telle que

f(l +09)* | ulx+(1+p2)%2) |? deCf(l +09* | u(x) | dx.
R" R"

Dans

f(l +" (X" | w(X) |7 dX
R®

on pose
X=x+(14p)"z=0(x).

On vérifie que le jacobien de la transformation 6 vaut

1+ 3 x(1 +p2>—1/2z,-z%
i=1

et que 9 est un difféomorphisme de R" sur lui méme. On a donc

f 1+ | u(X) [P dX =
Rn
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= f (142 e+ (1+2)22))* | ulx+(14-6)%2) |7 (1+ E:l x(14p%) ' zi)dx =
Rn

=C f (14020))* | u(x+14-9%)'72) |7 dx.
Rn

Nous construisons maintenant le relevement en adaptant une mé-
thode classique (voir [12] par exemple). On pourrait aussi utiliser une
variante, bien que notre probléme ne se place pas dans le cadre des
semi groupes, de la méthode de J. L. Lions [9].

Dans le suite nous notons B(0, 1)={x"€R*!| p,_1(x")< 1} et soit
ReD(B(0, 1)) telle que

f R(x")dx'= f R(x")dx' = Il'

Rrn-1 |x"|<1

.1
Pour uew -5 ?(R"™') on pose

(IL5) (x’, y)=y"‘"+‘f R (a_x )u(o‘)do'

Rn—l
ou encore
(I1.5") v(x’, y)=y | R(s)u(sy+x")ds.

[s|<1
On a immédiatement
r o 07 n_ oot
v(x’', 0)= g(x, 0)=..= T v(x’, 0)=0,

6;1{ x’, 0)=u(x").
ay’

On introduit ensuite peD | |0, L telle que @(0)=1 et on
pose 2n—1)

(11.6) w(x’, Y)=0((14p2_1(x")2y)u(x’, y),



250 B. Hanouzet

on a toujours

’ a ’ ai—l ’
w(x', 0)=a—‘;’(x, O=..=355 Wi, 0=0,
rw, , o,
Y ', 0)=u(x).

D’aprés le lemme IL.1, pour vérifier que w appartient a Xg-?(R3%), il
suffit de montrer que, pour | A |<m, ¥ fonction continue bornée sur R,

s 1
a support dans [0, 2(n—1)[ on a

|A|-m

(IL.7) (1421 (x)) 2 V(1402 1(x))y)D*o(x’, y)e L*(R%).
Nous distinguerons trois cas:
IME=m—j—1, m—j=<|\N|=m—1, |M|=m.

Remarquons aussi que, par le changement de variables qui laisse in-
changées les n—1 premiéres variables et tel que z=(1+4p2_; (x"))~ 'y,
(I1.7) devient

(11.8)

msL )2
f (1+93_1(x'))(m’ o: | ¥(2) |7 | D*o(x’, (1403-1(x"))%2) | dx’'dz < oo.

RY

ler Cas. |M|<m—j—1.
Posons A=\"+Ane. olt A est un multi-indice de dérivation tangen-
tielle, (I1.5") devient

A

DMu(x’, y)=h£ ( h

n<i"

) =1 ... j=h+ 1)y

n-1

R(s)X( § s:iD:)~"D u)(sy+x')ds

|s|<1
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(11.8) est majoré par une somme de termes de la forme

_mst\e i-mE
f I e T I L ey
Rn

+

S(s)D* ' u(x’+s(1+p2_1)"?z) ds | dx'dz

{s|<1

avec SED(B(O, 1), | |=M—h.
Ce dernier terme est majoré par

(o f | S(s) |7 dsf 20-12 | W(z) |Pdz-
|s|<1 Oszsz(Tl_T)
P

1 .
p.|_h+(;—1)—(m—;—l))2 |D’~'+“'u(s(1+92)1/zz+xl) |p dxls

f (et
Rn—l
‘._1)+|w|+|u'1—(m—i—1)):—

=C f (1+p§_1(x'))(("

Rn-1

| D**u(x') |? dx’

(cette dernitre majoration est obtenue grice au lemme 11.2)

<C|u If’vg'—i-:; PR

2¢me Cgs, m—j<|\|<m—1.

Posons A=p.+v avec |v|=m—j—1, donc |p|<].
On vérifie d’abord qu’il existe MeD(B(0, 1)) telle que

(11.9) D*o(x’, y)=y~I* | M(s)u(ys+x")ds.
|s|<1

11 suffit de montrer ce résultat pour | p. |=1. Partant de (I1.5) on a, pour
une dérivée tangentielle, soit Dy
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’

o—X

Dw(x, y)=y'"" J —DiR ( ] u(o)do=
Rn—l

=y/-! f —DiR(s)u(ys+x")ds,

|s]<1

et pour la dérivée normale

Du(x’, y)=(j—n+1)y™" f R (ti) u(o)do +

Rn-1

o‘—x’] oi—x';

yZ

+y _"“f— )EDiR [ u(o)do =
i=1

Rn—l
=y~ | (j—n+1)R(s)— gl DiR(s)s:)u(ys+ x")ds.
|s|<1

On pose ensuite v=v'+Vv.¢, et on a comme au 1° cas en utilisant (I1.9)

D'u(x’, y)= > (\Z’) G=|w)) o =] | =h+1)y-lei-~,

=vu
h=<j-|u|

n-1
M(s)(( z 5:D:)*w "D u)(sy+x')ds.

Is|<1
(I1.8) est majoré par une somme de termes de la forme
_m+ L\ . e
/ 1+t B o) -1 4 TR,
R
4
f NE)D" ' u(s(14p)"2z+x") ds | dx'dz

|s|<1

ot NeD(B(0, 1)), v’ est un indice de dérivation tangentielle vérifiant
| V" I=Vn_h.
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En utilisant en particulier le lemme I1.2 on majore ce terme par

14

1
1)+ (M - lu|-m) = (m-i=1) |-
((v )+' [ =l#[=R=tms )2 | D"+ u(x) |7 dx’'<

C J (14p%_1(x"))
Rn—l
<C|ulbp-i-5o @ty

puisque | M |—|p|—h=|V +Vv"|.

3éme Cas. |N|=m.
Posons A=p.+v avec | i |=j. En utilisant (I11.9) on a

DPo(x’, y)= f M(s)u(ys+x")dx’.
|s|<1

DMv(x’, y) se présente comme une somme de termes de la forme

D | N(s)(D"u)(ys+x")ds

|s|<1

oit NeD(B(0, 1)), D est une dérivée d’ordre 1, ¥ est un multi-indice
de dérivation tangentielle vérifiant |v' |=m—j—1. Comme (définition
11.2)

. 1 o1
I D’u IW%‘J,P(R"—I)Sl u |w6"—l—;,9(nrl—l)
. . PORY 33 1
il suffit de vérifier que, pour voe W§=p'?(R"*!) on a

(I1.10) \ D | N(s)vo(ys+x")ds <C|uw |wo—:;,p(gn—1) .

|s|<1

LP(RY)

Posons 1= [  N(s)vo(ys+x')ds. Pour D dérivée tangentielle, soit

|si<1

D; on a

Dyw(x’, y)=Dy {y"‘*‘f N (a‘_—;_x_’] vo(o')do‘} =

Rn——l
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=y f (D:N) ["_y"'] vo(o)de

Rn—l
et comme
}""f (D:N) (c—x ] vo(x")do =0,
Rn—l y
on obtient
Dwx’, y)=y™ f (D:N) ( =X ) (vo(x") — vo(0))do =
Rn—l
= f (DiN)(s) ”°(x')_’;"(ys+x') do.
|s]<1

Pour D dérivée normale on a de méme:

’

Doavy(x’, y)=—y"‘f ((n—l)N (c;x ) +

Rn—l
n-1 —_—
+3 (D,N)( - fx,]f'—’—%]vo(c)da
et comme:
n _ y o[ —=% ) (oi—=x e
y ';[_fn 1)N (a_-——_x,)+i§l(D.N){ y ]( 7 )vo(x)da—o
on\obtient

Duoi(x', y)= f ((n—1N(s)+ i:lsiDiN(s»

|s|<1

vo(x')—f;o(ys+x') ds.

On a donc toujours

Du(x’, y)= f P(s)

|s|<1

vo(x") — vo(ys +x”) ds
y

ot PeD(B(0, 1)).
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Comme | A |=m et ¥ est une fonction bornée, on est amené a majo-
rer (cf. (I1.7)).

Du(x', y) |Pdx’'dy= | dx'dy P(s) — s ps
J'| P dx'd fd y |J’ vo(x”) 1;’o(ys+x)d
R'_:_ |s|<1

n
R

+ oo

=<C f | P(s) |? ds f y~?dy f | vo(x") —volys+x") |? ds.

|s|<1 0 Rn—l
On décompose vo(x")— vo(ys+x") sous la forme
n—-1
vys+x)—0o(x)= X ooy T si€’s+x)—0oly X s¢'i+x")
1= I<i i<i-
et on étudie séparément chacun des termes
f | voly Z; sie’i+x")— vy <Z ls,ve',-+x’) [ dx’
Rn__l 1=t 1=t—
7 ]
fl vo(ys,-e',-+X’)—vo(X') Ip dX’ si s;=0
R;l’—l
fl vo(——ys,-e';—i-X')—vg(X’) Ip dX’ si s;<0.
Rn—l

Pour s;>0 on a alors, en posant z=ys;

+ oo

f y“’dyf | vo(ysie’i+X")— v X') |7 X' =
0 Rn—l
+ oo
=f sf“z“”dzf | vo(zei+X")— v X') | dX' <
0 Rn—l

+ o0
_<_Cf z"’d2f | vo(zei+ X")— v X") |7 dX’
0 Rn-—l

car |s|<1.
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Le cas 5;<0 se traite de la méme facon et en définitive

f | Dos(x’, y) |P dx’dy<
Y
+ oo

n-1
<C f | P(s) |7 ds f z7dz | X | vlze’i+X)— X)) [P dX’<

[5]<1 0 Rn-1

<C|w |5’51-%'Pm"-1) ,

ce qui montre (I1.10) et termine la démonstration de B.

C. Notons )2{,”"’(R’},) I’adhérence de D(R%) dans X5 ?(R%).
On a évidemment

o m-—1
(X (R =0€ TL Wg=i57(R™).
j=

Réciproquement, il suffit d’apapter une démonstration classique (voir
J. L. Lions [10] par exemple). Soit ue Xy ?(R%) telle que yu=0 et
soit peC=(R,) telle que @(y)=0 pour 0<y=<1, o(y)=1 pour y=2,
0=<o¢(y)<1. Pour keN on pose

u(x’, y)=olky)u(x’, y)=p()u(x’, y)
et on montre que

(IL.11) lim |ux—u |xgm2@n)=0.
k= +oo

En supposant ce point établi, par troncature et régularisation, on montre
ensuite que, pour chaque k, il existe une suite v;, v,€D(R™), telle que

lllm I v1— Uk lx(')n.P(R!ll_)zo
- + 00

ce qui prouve l’assertion.
Il reste & démontrer (II.11).
Soit AeN™, | A |<m, et posons A=A"+Ane. olt A’ est un multi-in-
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dice de dérivation tangentielle, alors
DMuy=DnoD"u.
Mais v=DYue Xy 'V'"'?(R") et

m—|n|-1

yv=0€ l'I W1 1=~ 2 (R

montrent que pour démontrer (I1.11), il suffit de vérifier que pour
ueXy?(R") et yu=0, on a

j—m
(I1.12) klim | (A +¢5-1) * Diur—u) |prn)=0.

En utilisant la formule de Leibnitz, on obtient

| (1+4¢7- 1) T D(ur—u) |LP(R")<| (1+pn_1) (<Pk—1)D iR+

+ [ ]|(1+p,._) T kipO(ky)Diiu [

1<i<j

Il est immédiat que le premier terme de droite a pour limite 0, pour
les autres termes, comme yu=O0, on a

Lj—itl

y 2}
Di-tu(x’, y)= f dt f dt; ... f Dhu(x’, ti-i)dti—: .
0 0 0

Par ailleurs, par I’inégalité de Hoélder, (:—) + é: IJ

ti—i+l bi—itl

. . \/»
’f Diu(x’, t;_)dtj_; St}-/_qi_,_l [ f , Diu(x’, ;) Ip dtj..i) =<
0 0

2/k

. 1/p
<t1/,+1 ( f ID{,U(X', ti-i) 'p dtj_i]
0

car 0<tj_ip1=<

=N
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On tire alors que, presque partout en (x’, y)

2/k
o P rG-1 ,
| Diriu(x, y) p<Cys™ " f | Diu(x’, 5) |° ds
0

et par suite:

f (14 p2_y (x5 | Kig®(ky)Diiu(x’, y) |? dx’dy<

R
2/k

<c f f (1 02a ()2 | D, y) [P di'dy

Rn-1 0

a pour limite 0 quand k tend vers l’infini.

4. Espaces des traces pour W ?(R"),

On a la résultat suivant

TuforEME I1.3. Il existe une application linéaire continue y=

m-—1 1
=Yo, ... Ym-1) de W *(R}) dans II Wg~i=5-7(R"") avec les propriétés
suivantes: i=0

A) Pour ueD(R™), yu=(u(x’, 0), g—;‘(x', 0), .. 2

1
5ym—_1' (x,’ 0))°

B) v est une application surjective.
C) Yy (0)=Wg?(R%).

Pour a.=0, ce résultat est une conséquence immédiate des théoréme
II.1 et I1.2. Pour o quelconque, nous introduisons d’abord

Xm?(Rt)={ueD'(R%); VheN",

a+|r|-m

IN|=m, A4+p4) ? DueL”(Ry)).

On vérifie que les espaces X™?(R%) et W™?(R") ont mémes espaces
de traces. D’autre part, ’application u > (1+p2_;)*?u étant un isomor-
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phisme de Xg»?(R"%) sur X ?(R"%), I'application u > y((14p2_;)**u)=
—(1 +02_1)*u est linéaire continue surjective de X™?(R") sur

H wg ’“ 2(R"1), alors (deflmtlon I1.3) l’apphcatlon ur>yu est li-

néaire continue de XI»?(R%) sur H wg- -5 7 P(R*1),
j=0

III. PROBLEME DE DIRICHLET. ETUDE DE LA REGULARITE

On étudie certains problémes de Dirichlet dans R", dans le com-
plémentaire d’un compact ou dans un demi-espace.

On ne considére que des équations elliptiques d’ordre 2, I'ordre
2m se traiterait de fagon analogue.

1. Cas de I’espace entier.

On traite d’abord le cas ot ’on peut prendre L*(R") comme espace
pivot pour la méthode variationnelle (théoréme III.1), le cas général
(théoreme I11.2) sera ensuite une conséquence du théoré¢me I.3.

Soit a une forme intégrodifférentielle définie sur D(R*) X D(R™)

par:
NLIEZ LT
(I11.1) a(u, v)= Zlf(1+p2) 2 q;D'uD’vdx.
};‘ng
On suppose que:
(I11.2) a;€C=(R")n L=(R"),

ce qui implique que a est continue sur Wi'(R") X W{(R"), et on sup-
pose d’autre part que a est Wi'(R")-coercitive c’est-a-dire:

(II13)  T8>0 tel que, Vue Wi(R™), Re a(u, u)=8 | u [rawm .
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ReMARQUE. Pour que (II1.3) soit réalisé, il suffit que Re aw soit
suffisamment grand et que

H8'>0 tel que, VEeC", VxeR"
(I11.4)

Re T aiiE=8[Ef.
i|=|j|=1

De plus, pour n=3 (donc %— %>0] le théoréme 1.2 montre que

(IIL.3) est réalisé pour des formes homogenes vérifiant (I111.4).
Les hypothéses (II1.2), (IIL.3) permettent d’utiliser le lemme de
Lax MiLGramM (voir [10] par exemple); on a

ProOPOSITION. Si fe WZ-1(R"), le probléeme

{ ue W(R")
(I11.5)

VUG Wll(Rn)y a(u’ 1)) = (f) 5)W:% X Wit

admet une solution unique.
Introduisons 1’opérateur A(x, D) associé a a:

lil+1d)

A(x, D)=H221(—1)“‘D"((1+92) 2 ayDY);
i|<

jij=1
on obtient I’énoncé équivalent:
(I11.6) A(x, D) est un isomorphisme de W;(R") sur W=i(R").

On se propose de déterminer des propriétés de u quand Au appar-
tient & un espace plus petit que W1'(R™), en particulier quand Au appar-
tient 3 N Wi *(R"). Nous supposons réalisées les hypotheses:

k=0

1M

(IIL.7) VAeNw, 4C>0 tel que | D*a; |<C(1+p) 2.

Ces derniéres hypothéses sont naturelles dans le cas d’une variable pour
assurer que A est linéaire continue de N Wi*(R"™) dans lui-méme.
k=0
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Nous obtenons le résultat suivant:

TuforEME 1I1.1. Les hypothéses (111.2), (I11.3), (I11.7) étant réa-
lisées, pour k=1, Popérateur A est un isomorphisme topologique de
Wik(R™) sur WiZ3(R").

Plus précisément, si les hypotheses (I11.7) son réalisées pour |\ | <1,
le théoréme reste vrai pour k=<I.

Pour la commodité de 1’étude, nous écrivons aussi ’'opérateur A(x, D)
sous la forme

18]
Alx, D)=MZZ(1 +0°) ? an(x)D;

I’hypothése (II1.7) devient alors
[M

(II1.7°) VpeN", 3C>0 tel que | D*a. |<C(1+¢?) 2.

11 est immédiat par le corollaire 1.2 que A est linéaire continue de
W (R") dans W¥-2(R"). Dans les lemmes qui suivent, nous montrons
d’abord que A(WA(R")=L*R"). D’aprés le théoréme de régularité « a
'intérieur » pour les opérateurs elliptiques (théoréme de Friedrichs, voir
[11] par exemple) les conditions:

ueWi'(R"),  AuelXR")

impliquent u e H?,.(R") ). Nous utilisons ce résultat en tronquant la solu-
tion du probléme (IIL.5), puis en démontrant des inégalités a priori indé-
pendantes de la troncature.

Remarquons cependant que, par la méthode des quotients différen-
tiels on obtiendrait directement:

Si ue W(R") et Aue L*(R") alors, pour tout N€ N* vérifiant |\ |=2
on a (1+p»)Y*D*ue X R").

Cette méthode ne semble pas pouvoir fournir le théoréme III.1 in-
troduisons donc:

3) Hs(R") désigne I’espace de Sobolev usuel d’ordre s, voir [11] par exemple.
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Le probléme tronqué.

Soit YeD(R"), 0<¥ =<1, satisfaisant
¥(x)=1 pour p(x)<1, ¥(x)=0pour p(x)=2.
Posons, pour k€N, ¥ (x)=¥ [%] et ur=Yiu.

Alors si u (dans Wile(R") est solution de Au=f}, ur (dans Wi'(R"))
est solution du probléme tronqué d’ordre k

(Pr) Aur=gr=VAu+[A, Yi]u
oi [A, ¥,] désigne le commutateur de A et ¥y :
[A, ¥ ]u=A(Vwu)—V:iAu.

Le deuxi¢me membre g du probléeme (Pi) posséde la propriété suivante:

LEMME III.1. Si ue Wi{R") et Au=fe L R") alors il existe une
constante C>0 telle que:

VkeN, | g |ewn=C(| u |wiwm +| Au |2rm).
Il est immédiat que | Yidu |zw")<| Au |2®™

Etudions
[M [M

[4, \I'k]u=n.lz<z(1 +0%) 2 ;DN (Yu) — ¥i(1 402 2 ;D™

Nous avons des termes de trois types:

A+ D¥u;  (1+0)Di¥eXDju);  (1+°)DiDj¥r)u.

1Y)
1 2
| (1 4+ AD U oy = f <1+.p2)k—2[ D% ( ,’—i)) lufdx<
k<p(x)<2k
2
=C l—tkf—klulzdeCflulzdx.
itn

k<p(x)<2k
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2)
2
(1+p*XD:¥)Dju |1pmy= f(l +p’)’% ’ (DY) (% ] \ | Dju P dx<
nn

14412

=<C 2

k=<p(x) <2k

(14%x)) | Du P dx<C | (14+¢)"*Dju [srn) .

3)

2
| (1+eUDD¥u |irm = f 1+ % |uPdx<
Rn

(D:D;¥) (,"; J

(1 44k
= @

k<p(x) <2k

|uPde<C|u|pw.

Ces trois majorations montrent que
| [A, ¥elu |ewn=<C | u |wirm

olt C est une constante qui dépend de ¥ mais est indépendante de k.
Démontrons une nouvelle inégalité a priori:

LEMME I11.2. Si ue W (R") et Aue LX(R"), il existe une constante
C>0 telle que:

VkeN, |(14)"Dur |wir e <C(| Au |2y + | u lwaw)

(D désigne une dérivée quelconque).

(142 Duy est solution de
A((14+p)"Dur) =(14+09"?Dgi+[A, (1+09°D]us .

u appartient 2 H%.(R") donc (1+9¢%"?Du; appartient & Wi (R"), et par
(1I1.6) on obtient:

(IIL.8) | (1 4+0*'7Dus |wirwy <
=<C|(1+0)""Dge+[A, (1+)"1Dus lw=1 ) .
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11 suffit de majorer le deuxieéme membre de cette inégalité indépendam-
ment de k. Par le lemme II1.2, on

(I11.9) | (1+6%"Dg lw-1rm =<C(| u I;»JI‘(R”)+| Au |2 ™).

Reste & étudier

M

[A, (1+pZ)‘/2D]uk=|3: 2~(1+92)7a>.[D*, (14021 Dus+

[

+ I, 1+ (A +6) 0, DID'us.

En utilisant (I1.7°) et le corollaire 1.2, on obtient
(I11.10) | [A, (140D ]ux |w:{(R")SC I U lwram=<C I u lel(m) .

(Pour la derniére inégalité, il suffit de se reporter a la démonstration
du théoréme I.1).

(II1.9) et (II1.10) montrent (II1.8) donc le lemme III.2.

Ce dernier lemme montre le théoréme III.1 pour k=2. En effet,
par argument de compacité faible de la boule unité de W,!(R") on prouve
que, si ue Wi!(R") et Aue LXR"), alors (1+p?)"?Du appartient 3 W,'(R")
donc u appartient 8 W2(R"). Le fait que A est un isomorphisme de
W2A(R"™) sur L? (R") résulte ensuite du théoréme de Banach. La démon-
stration du théoréme III.1 se termine ensuite par récurrence. Supposons
démontré que, jusqu’a lordre k (k=1) les conditions ue Wi*(R") et
Aue WE-}(R") impliquent ue Wkti(R"). Supposons AueWi*(R"); alors
(14+p)"*Du appartient & Wi5(R") et est solution de

A((14p)"*Du)=(1+02)'"*D(Au)+[A, (1+¢)'’D]u.
On vérifie que:

| (1+6%72D(Aw) |-t =C | Au [wkar) ,
k-1 k

I [A (1+92)1/2D]u |wk_l(R")<C I u IW""'I(R”
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Alors, par I'hypothése de récurrence, on a
(1+0»)'"”Due Witi(R") donc ue WE3(RY),

ce qui termine la démonstration.

Le théoréme III.1 nous donne un résultat de régularité par des
opérateurs dans R" tels que les coefficients de la partie principale ten-
dent vers l'infini quand p(x) tend vers I'infini. Le théoréme 1.3 nous per-
met d’utiliser ces résultats pour des problémes dégénérés a I'infini.

Soit b(u, v) une forme intégro-différentielle définie sur D(R") X
X D(R") par

ppLIkatiy
b(u, v) :| 1 f (1+pz) R ,,(x)D’uD’vdx

lij<1 pn

ol o est un réel quelconque.
On suppose que

(I11.11) bi;eC=(R")n L=(R")
(I11.12) b est W}, (R"-coercitive.

Alors 'opérateur

oy L]
Bx, D)= % (=1/IDA(1+¢)  * byD)

l

est un isomorphisme de W' (R") sur Wz, ,(R").
On a le résultat de régularité suivant

ll II

THEOREME II1.2. Sous les hypothéses (I11.11), (1I1.12), (II1.7),
pour k=1, lopérateur B est un isomorphisme topologique de Wk, (R")
sur Wk32_(R"),

Pour ueD(R"), BeR, introduisons Teu=(1-p»*u.
La forme intégro-différentielle a définie par

a(u, v)=b(T-wu, T_.w)
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vérifie les hypothéses (II1.2), (III.3), (II1.7), pour k=1, l'opérateur A
associé & a est donc un isomorphisme de Wi*(R") sur W -3(R").
Mais
a(u, v)=(Au, 7)qy®r" x HE"
et
b(T-ott, T_a0)=(T_.BT_att, 7)gy®R™ x G&E"

donc B=T.AT. et le théoréme II1.2 découle du théoréme I.3.

REMARQUE. Pour a=—1, n=3, la classe des opérateurs B contient
ceux étudiés par J. BARrRos NEeTO [1].

Donnons quelques applications du théoréme II1.2.
APPLICATION 1. Soit B(x, D) un opérateur d’ordre 2

LE+1i]

Blx, D)= X (—1)VIDi(1+e) " * byD’)

iz
dont les coefficients by vérifient (111.2), (I11.4), (IIL.7).

Soit BeR, il existe une constante ay telle que, pour a=ay et pour
tout k=1, Popérateur B+ (1+p%°al soit un isomorphisme de W%, ,,s(R™)
sur WiZ3_..o(R™).

Nous introduisons 1’opérateur C(x, D)=TgB(x, D)T_s+ (14 p?)*al.
Les opérateurs B et C ont méme partie principale; on a

[il+]i]

C D)= % (—IDI(+e)" 2 byD)+

|=l7]=1
[El+]7]

> (=1)iDi(1+) " 2 cyDY)+(1+pd)al.

[i]+]i]=1
Pour a assez grand 1'opérateur C vérifie (I11.11), (II1.12), (I11.7) donc, par
le théoréme II1.2, C est un isomorphisme de W&, (R") sur WE32 . (R™).

Mais comme B+(1+p*)%al=T_gCTg, par le théoréme 1.3, B+4(1+p*)al
est un isomorphisme de W%, o(R") sur Wi=3_,,s(R").
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Cette propriété permet de résoudre en particulier 1’équation

Bu+(1+p))au=f

ol f est un polynéme.
11 existe alors BeR tel que fe N Wk_, o(R", il suffit pour cela de
k=0

déterminer § tel que fe W§_,(R™). Pour a assez grand, ’équation a donc
une solution unique dont la croissante est aussi de type polynomiale:

ue N W, 4R").
k=0

APPLICATION 2. Résolution du probléme de Dirichlet dans un
ouvert Q non borné, complémentaire de ’adhérence d’un ouvert borné
tres régulier.

Soit w un ouvert borné de R", dont la frontiére I'" est une variété
indéfiniment différentiable de dimension n—1, w étant localement d’un
seul cdté de T (voir [11]).

On pose Q=Cuw; Q a pour frontiere T et posséde des propriétés
analogues & celles de w.

L’espace Wj»?(£) peut se caractériser comme suit

Soit ¢ et ¥ deux fonctions C= sur R" possédant les propriétés sui-
vantes

o+¥=1, 0<¢9=<1, o(x)=1 pour |x|<R,

supp ¢ B(0, R+1)={xeR"| | x|<R+1}.

Choisissons R>0 tel que wcB(0, R)={xeR"| |x|<R} et posons
Q1= Cxo, r+1yw. Alors, pour que u appartienne 2 W;’”"(.Q/Lil faut et il
suffit que u appartienne 3 W™ ?(Q) et Yue W2-?(R") (Yu désigne le
prolongement par 0 de Yu sur B(0, R)). L’étude des traces de u sur T'
se raméne au cas classique (voir [10]); on obtient le résultat suivant:

L’application u—> yu=(vold, ..., Ym-1u) est linéaire surjective de

m—1 1
Wmr(Q) sur I W™ "»’”(I'); le noyau de I’application y coincide avec
i=0

I’adhérence de D(£2) dans W ?(£2), espace que nous notons Vf/’;""(ﬂ).
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On définit comme précédemment

N LIk S
b(u, v)= Z f(1+92)+ 2 bi;DiuD"vdx

i|=<1
ilsta

et on suppose que b vérifie (I11.11), (111.12), (IIL.7).
En particulier, on a:

b;€C=(Q) n L=(Q)
b est Vol’iﬁ(ﬂ)-coercitive.

On obtient le résultat suivant:

TrEoREME I11.3. Pour k=1, l’operateur (B, v) est un isomor-
phisme de W%, .(Q) sur WE=3_,(Q) X H*%(T).

Par la méthode habituelle on se rameéne au probléeme de Dirichlet
homogene; il suffit donc de demontrer que, pour k=1, loperatéur B
est un isomorphisme de W%,,(Q)n W1+,(.Q) sur W23_.(Q).

Le résultat est évident pour k=1. Suppons que la propriété soit
vraie pour 1<I/<k et soit:

ueW’,:M(.Q)nW +a(Q) tel que Bue Wizl _(Q).

On choisit deux fonctions ¢ et ¥ comme ci-dessus.
ou est solution du probléme de Dirichlet homogéne dans I’ouvert
borné &

{(PuGHk(ﬂl) N Ho'(Y)
B(pu)=9¢Bu+[B, ¢lueH* ()

par. consequent oueH*'(Q), ce qui implique que Que Wil . (Q)n
nWHl(ﬂ) \I'u est solution du probléme

\I’uG Wk+¢(Rn)
B(Yu)= YBu+ [B Y]ueWiol (R
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par le théoreme II1.2, on a donc

‘I’uGWﬁLa(R”) et \I’ueW’lzﬂﬂz('Q)n W1+a(ﬂ)-

2. Problkme de Dirichlet inhomogéne dans un demi espace.

On définit une forme intégro-différentielle a sur DR%) X D(R™)
par

li|+1i1
a(u, v):] IZ (14p» 2 a;D'uD'vdx
i|=1
Ri lillsl
et on suppose que
(I11.13) al,GC‘”(R )n L=(R")
(111.14) a est W,l(R )-coercitive.
Alors 'opérateur
o i+l
A(x, D)= X (—1DVIDI(14+p?) ?* ayD)
i|<1
il=t

associé a a est un isomorphisme de Wll(R ) sur WZi(R%)
On suppose de plus que

(111.15) Ay>0 tel que VxeR", |ai(x) |=y

pour i=j=(0, ..., 0, 1)

2]

(111.16) VAeN®, AC>0 tel que | D'aij |<C(1+¢D) 2.

On obtient le résultat de régularité suivant:

Théoréme 111.4. Sous les hypothéses (111.13), (I11.14), (III1.15),
(I11.16), pour k=1, l'opérateur (A(x, D), vo) est un isomorphisme topo-
logique de WX(R™) sur W -2(R") X Wi-3(R™1),
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Par le théoréme I1.3, on se raméne au probléme de Dirichlet homo-
géne, il suffit donc de démontrer que:

Pour k=1, Popérateur A(x, D) est un isomorphisme de Wt(R%)n
N W(R") sur Wi-Y(R").

N

La démonstration de cette derniére propriété est analogue a celle
du théoréme III.1. Nous devons cependant distinguer ici les variables
tangentielles de la variable normale.

Nous étudions d’abord le cas k=2 en introdu1sant le probléme tron-

qué (Py). A(x, D) est linéaire continu de W, 2(R")n WI‘(R ) dansLA(R"(
Réciproquement, nous supposons que ueW;‘(R ) et Aue LX(R"), I’ana-
logue du lemme III.1 est immédiat. On montre ensuite:

LeMmME II1.3. Si uerl(R" ) et AueL¥R"), il existe une con-
stante C >0 telle que, quelle que soit la dérivée tangentielle D on ait

VkeN, | (14-0%)"2Du IW}(R';)SCH Au |L2(R';_)+| u |ﬁ/}(n'_;)}.

Notons d’abord que ux, & support compact dans R" , est solution du
probléme:

{ukeW#(R ") (donc uz€ Ho'(R™))

Aur=gre LR").

D’aprés les théorémes de régularité au bord pour les opérateurs ellipti-
ques (voir [11]), on obtient

ure H(R%) n H)\(R%)
et par suite, pour D dérivée tangentielle,
(1+ )2 Dure Wi(R?).

On a d’autre part

A((140%)Du) =(1+0%)’Dgi+[A, (1461)'?D]us
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et la démonstration du lemme II1.3 est ensuite identique a celle du lem-
me II1.2. On obtient donc, que, pour D dérivée tangentielle

(1+6)"2Due Wi(RY),
ce qui implique que, pour i=1, .., n—1, j=1, .., n
(14p®)D:Djue L R").

En reportant ce résultat dans 1’équation Au =feL*(R"), par (III.15),
on obtient

(14D, 2ue LARY),

ce qui termine la démonstration du théoréme pour k=2.
On fait ensuite une récurrence sur k. Supposons que, pour I<k—1,
les conditions

ueWii(R" ) Wi (R%) et Aue WE3(R")
impliquent
ueW"(R")nW (R%).

Soit maintenant u vérifiant
ueWER™) A WI(R™); Aue WEI(RY).
Alors, pour D dérivée tangentielle, on a

(A +»)'"DueWii(R*) n WI(R ); A((1+40%)"*Du)e Wi3(R?)
donc
(14+e)"2Due W¥R"%) n W‘(R',',)

Pour | M |=k+1, A(0, ..., 0, k+1), on obtient donc
k+1

(1+¢%) 2 D'ue [AR%)

et par Aue Wizi(R%), (111.15), (II1.16) on a ensuite

k+1

(1+¢%) 2 DE*ue LX(RY).
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Le théoréme I11.4 se généralise comme le théoréme III.1. On pour-
rait mettre en évidence des opérateurs B(x, D) tels que:

(B(x, D), yo) réalise un isomorphisme topologique de Wi, ,,s(R%)
sur WE3_qp(R1) X Wiz (RY).
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