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UN PRINCIPIO DI MASSIMO FORTE

PER LE FRONTIERE MINIMALI E UNA SUA APPLICAZIONE

ALLA RISOLUZIONE DEL PROBLEMA AL CONTORNO

PER L’EQUAZIONE DELLE SUPERFICI DI AREA MINIMA

M. MIRANDA *)

Introduzione.

La presente nota è composta di tre paragrafi e un’appendice. Nel
primo paragrafo si introduce il concetto di insieme localmente pseudo-
convesso, che è la generalizzazione al caso di frontiere lipschitziane del
concetto di insieme con frontiera avente curvatura media non negativa.
Nel secondo paragrafo si prova un principio di massimo forte per fron-
tiere minimali. Nel terzo paragrafo si applica detto principio di massimo
forte alla risoluzione del problema al contorno, con dato continuo, per
l’equazione delle superfici di area minima, con o senza ostacoli. Nell’ap-
pendice si verificano due diseguaglianze utilizzate nel corso della nota
e si prova la regolarità delle soluzioni deboli dell’equazione delle super-
fici di area minima. Quest’ultimo fatto, ad alcuni noto come conseguenza
della maggiorazione a priori del gradiente delle soluzioni dell’equazione
delle superfici di area minima, non mi risulta essere già nella letteratura.

l. Definiamo il concetto di insieme localmente pseudoconvesso e
verifichiamo che, nel caso regolare, esso può esprimersi in termini della
curvatura media della frontiera dell’insieme.

DEFINIZIONE. Un insieme dicesi pseudoconvesso in un pun-
to se ’3: un aperto A 9x tale che:

*) Indirizzo dell’A.: Istituto Matematico - Università di Ferrara.

Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività dei gruppi di ricerca del C.N.R. nel-
l’anno accademico 1970-71.
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a) 8n n A può rappresentarsi come grafico di una funzione lip-
schitziana di (n -1 ) variabili,

b) misurabile limitato con .E c A vale la diseguaglianza

il sarà detto localmente pseudoconvesso se è pseudoconvesso in ogni
punto XEaU.

La (1) può essere scritta in maniera più classica. Supposto che
esista un aperto B c Rn-1 ed una funzione lipschitziana /:B2013&#x3E;R, con

tale che

In questo caso avremo (cfr. [5], Teo. 1.10, pag. 525).

quindi la (1) implica, ~:0 e sufficientemente piccola,

da cui segue

1) Con p, indichiamo la funzione caratteristica di Q e con i Dcp, I (A) la va-
riazione totale del gradiente di q&#x3E;, su A che è ben definita per ogni insieme misu-
rabile n dalla relazione:
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La (5) è equivalente, per quanto provato in [5] (cfr. Teorema 2.3, p.
531 ) e per la stretta convessità del funzionale dell’area, alla (1).

Nel caso di fEC2(B) la (5) risulta equivalente alla diseguaglianza
puntuale

La (6) esprime la non negatività della curvatura media di ôn n A.
La condizione (6) è stata introdotta da jenkins e Serrin (cfr. [4])

nello studio del problema al contorno per l’equazione delle superfici
di area minima. Pertanto gli insiemi localmente pseudoconvessi possono
considerarsi la generalizzazione, al caso di insiemi con frontiera lipschit-
ziana, degli insiemi considerati da jenkins e Serrin. Sono poi ovviamente
insiemi localmente pseudoconvessi tutti gli insiemi convessi.

2. Dimostriamo una proposizione che può essere vista come una
generalizzazione del classico principio del massimo forte valido per le
soluzioni dell’equazione delle superfici di area minima 2).

PROPOSIZIONE. Sia fIcR" pseudoconvesso in Sia E un

insieme con frontiera minimale in un aperto A E Xo 3) e sia

Allora esiste un aperto A’, xoeA’cA, tale che e

aE n A’ è grafico di una funzione analitica reale di n - 1 variabili solu-
zione dell’equazione delle superfici di area minima.

2) Principio del massimo forte (cfr. [ 11 ], pag. 326)
« Siano u, v E G’2(G), G cRm aperto connesso, soluzioni dell’equazione delle

superfici di area minima. Sia u(x) - v(x) Vx e G ed esista con u(xo) = v(xo)
allora u(x)=v(x) G.

3) E la frontiera minimale in A se (A)  e se VK C A compatto,
e M C A misurabile con M - K = E - K vale la diseguaglianza

4) Con aE intendiamo la frontiera essenziale di E (cfr. Def. 3.1, pag. 44

di [8] cioè
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Alla dimostrazione della proposizione ora enunciata premettiamo il

seguente

LEMMA. Se f : [ x )  p ) -+ ( - 6 , o) è lipschitziana,
se E c Rn ha frontiera minimale in A=B, X (-ò, 6) e verifica

allora detta 1, la funzione continua su B, coincidente con f
in Bp-BO’, e soluzione dell’equazione delle superfici di area minima in
B~ 5) si 

. 

ha anche

DIMOSTRAZIONE. Fissato indichiamo con L« l’insieme

Per una nota diseguaglianza (cfr. [6], pag. 17 oppure l’appendice a

questo lavoro) si ha

D’altra parte, per le proprietà di minimo di E e L« abbiamo,

Quindi nelle (7), (8) e (9) deve valere il segno di eguaglianza. L’egua-
glianza in (9) amplica (cfr. [5], Teo. 2.3, pag. 531 e [2], Teo. 9.1,
pag. 245 ) 6) quindi EeLa. c.v.d.

DIMOSTRAZIONE DELLA PROPOSIZIONE. Supponiamo per semplicità
che xo = 0 e che esista

5) Per l’esistenza di fa si veda [2] (Teor. 7.1, p. 243) e si tenga conto di [3].
6) Osserviamo che nel Teor. 9.1 di [2] la continuità di g non è necessaria.
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lipschitziana con

e che E abbia frontiera minimale in BP X ( - 6, 6).
Fissato cp, applicando il lemma e osservato che deve risultare

f, 2~ 1 ( f è subsoluzione dell’equazione delle superfici di area minima, v.
anche la seconda diseguglianza dell’appendice), per la condizione 0 E aE
dovrà essere e quindi il punto 0 deve risultare regolare
per 8E (cfr. [12], Teor. 2, pag. 36). Esisterà quindi c0p e 
tali che

dove u : B, 2013&#x3E; ( - So , 00) è una funzione reale analitica soluzione del-

l’equazione delle superfici di area minima su B,, . Avremo quindi, per
il classico principio del massimo forte applicato a u e f 0-, che

u(x) = 1,(x), V [ x ~ ~~1 ~ Quindi anche u(x) = f(x), V i x j ~:::; 0"0 .
c.v.d.

3. Applichiamo il principio del massimo forte per le frontiere mi-
nimali, provato nel paragrafo precedente, alla risoluzione del problema
al contorno, con dato continuo, per l’equazione delle superfici di area
minima su aperti limitati e localmente pseudoconvessi. Proveremo il

seguente

TEOREMA 1. Sia il c Rn aperto, limitato e localmente pseudocon-
vbesso e sia g : aSZ -+ R continua. Allora esiste unica n C2(fi),
soluzione dell’equazione delle superfici di area minima in O ed eguale
a g su a SZ.

Prima di dare la dimostrazione del teorema 1 osserviamo che esso
contiene i risultati noti di Miranda [2] e Jenkins e Serrin [4] i quali
riguardavano i casi di aperti uniformemente convessi e localmente pseu-
doconvessi di classe C2, rispettivamente. Il teorema 1, rispetto al risultato
di Jenkins e Serrin, indebolisce soltanto la ipotesi di regolarità su 9H
arrivando cos  a contenere il caso di un insieme convesso qualunque.
Riteniamo però che l’interesse del teorema 1 non stia tanto in questa
generalizzazione quanto nel metodo di dimostrazione, che è completa-
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mente nuovo rispetto a quello di Miranda e Jenkins-Serrin. Questa nuova
tecnica, sembra applicabile anche al problema al contorno per le super-
fici di area minima parametriche in presenza o meno di ostacoli.

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 1. Indicata con B una sfera di R"

contenente nel suo interno Q ed estesa g a tutta B in modo da risultare
continua su B e con derivate prime sommabili su B (cfr. [ 11, pag. 304)
si consideri la classe 59 delle funzioni sommabili con le loro derivate

prime su B e coincidenti con g in B - f2. Nella classe 5 si consideri il
funzionale

Il funzionale £ è estendibile univocamente alla classe 5* delle fun-
zioni sommabili su B ed aventi derivate prime misure finite su B, coin-
cidenti con g in 

In 5* il funzionale £ è dotato di minimo (questo risultato è una
semplice conseguenza del teorema di compattezza, Teo. 1.7, pag. 34 di

[8], v. anche [ 13 ] o [7]). Detta u una funzione di ~* su cui 2 assume
il suo valore minimo avremo (cfr. Teo. 3 dell’appendice) che u è reale
analitica in f2 ed ivi soluzione dell’equazione delle superfici di area

minima. Ovviamente è u=g in Vogliamo ora verificare che

e che u=g su Per questo osserviamo innanzitutto che,
detto E l’insieme di definito da

E ha frontiera minimale in il X R (v. [9], Pro. 2.3, pag. 635 ),
più precisamente si ha

Per provare che e che u ! basta, essendo u limitata, pro-
vare che se
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Per fare ciò supponiamo per assurdo che l &#x3E; g(x). Essendo n pseudocon-~
vesso in x ed essendo l &#x3E; g(x) avremo che ~A ~ (x, l) aperto in 

tale che Q X R è pseudoconvesso in A e D’altra parte
la (11) insieme con il fatto che n X R è pseudoconvesso in A implica
che E ha frontiera minimale in A (v. anche la seconda diseguaglianza
dell’appendice di questo lavoro). Si osservi infine che

e siamo perciò nelle ipotesi della proposizione del § 2. Dovrebbe allora
essere aE = a.SZ X R in un intorno di (x, l), ciò che è impossibile perché
(x~2 , X R, Vh, c.v.d.

La tecnica di dimostrazione ora illustrata insieme con il risultato~

contenuto in [ 12 ] (v. Teo. 2, pag. 36), riguardante l’esistenza e rego-
larità delle frontiere minimali con un ostacolo di classe C’ permettono
di enunciare il seguente

TEOREMA 2. Sia aperto, limitato e localmente pseudocon-
vesso, sia g : R continua n C1(f!) su ~.

Allora esiste unica n C(~), f= g su an, su SZ e

DIMOSTRAZIONE. Analoga a quella del teorema 1. c.v.d.

OSSERVAZIONE. Per un risultato di Giaquinta e Pepe (v. Teo. 2.1
di [ 15 ] ) si ha che, se alle ipotesi del teorema 2 si aggiunge

Appendice.

Nel corso del presente lavoro abbiamo utilizzato due diseguglianze
riguardanti le frontiere di insieme ed abbiamo assunto come vero che
le soluzioni deboli dell’equazione delle superfici di area minima sono
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analitiche. Verificheremo subito le due diseguaglianze e poi proveremo
il risultato di regolarità a molti noto, come conseguenza della maggio-
razione a priori del gradiente delle soluzioni dell’equazione delle super-
fici di area minima, provata in [ 3 ] , ma che non si trova nella letteratura,
a quanto mi risulta.

I DISEGUAGLIANZA. Siano E, L due insiemi misurabili di Rn e
sia A c Rn aperto, vale allora

VERIFICA. Dalla definizione di i e i (cfr. [10]) si ha
che 99h , ~h in C1(A ) convergenti puntualmente su A a PE e cpL rispet-
tivamente, verificanti 0  cph  1, 0  ~h  1 e

Avremo allora anche 9h -~- convergente puntualmente su A verso
e verso Varrà quindi

e poichè valgono ovviamente

segue l’asserto. c.v.d.

II DISEGUAGLIANZA. Sia il c Rn pseudoconvesso nell’aperto Ac:R"
e sia E misurabile con limitato contenuto in A con la sua chiusura
allora vale
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VERIFICA. Poichè le i e ~ i D9E,n i sono prolungabili come
misure su tutti i boreliani di Rn avremo

ed essendo ovviamente

si tratterà di verificare che

Dall’ipotesi di pseudoconvessità di fi in A si ha

Per provare la (12) si scrivano le

da cui si ha che la (12) è verificata se vale la

che è conseguenza immediata della I a diseguaglianza verificata in questa
appendice. c.v.d.
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Regolarità delle soluzioni deboli dell’equazione
delle superf ici di area minima.

Intendiamo provare il seguente

TEOREMA 3. Sia !lcRn aperto, limitato e abbia derivate

prime misure finite su !1. L’insieme X R; xn+1  f (xi , ..., xn~~
abbia frontiera minimale in SZ X R, allora f è funzione analitica reale
in !1.

DIMOSTRAZIONE. Cominciamo col provare che f è localmente limi-
tata in !1. Per questo si consideri un aperto ~}’ c SZ con dist (Q’, an) &#x3E; 0.

Verifichiamo che non può esservi una successione

In tal caso infatti potremmo supporre

e cos , per 2p  dist (n’, avremmo (cfr. [ 13] pag. 18 form. (63) op-
pure [ 14] pag. 640 Teor. 3.8)

Quindi, fissato .SZ’, esiste À &#x3E; 0 tale che

da cui segue

quindi |f| I è essenzialmente limitata in Q’ da k.
Vogliamo ora provare che f è analitica. Per questo cominciamo col

ricordare che (cfr. [13] o [ 14] page. 664 Teor. 6.5) esiste X R

aperto con Hn(!2 X R - A ) = 0 e aE n A è varietà analitica reale n dimen-
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sionale. Detta f4 la proiezione di A su Rn avremo (cfr. [9] pag. 637
Lem. 3 .1 ) che f è analitica e misn (,í},-!1o)=O. Fissato x eQ indichia-

mo con Bp=Bp(x) una sfera di centro x con

Indichiamo con nh una successione crescente di aperti relativamente com-
patti in con U -f2h = no. Per ogni h indichiamo con Vh una funzione

h

continua su Q eguale a f su flh . Possiamo supporre che la } sia equi-
limitata su aB, (avendo già verificato che f è limitata sui compatti di Q).
Indichiamo con uh la successione di funzioni analitiche reali su Bp, con-
tinue su Bp ed eguali su aB, e soluzioni dell’equazione delle superfici
minimali. Possiamo supporre, essendo le uh equilimitate su Bp , che la
successione uh converga puntualmente su Ba verso una funzione analitica
reale u soluzione dell’equazione delle superfici di area minima (ciò gra-
zie alla maggiorazione a priori del gradiente delle soluzioni dell’equa-
zione delle superfici di area minima provata in [ 3 ] ).

D’altra parte, fissato YEaBpnlno, lho tale che e per-
ciò esistono due iperpiani di R+ (non paralleli all’asse Xn+l) passanti
per (y, f (y)) che sono rispettivamente al disopra e all disotto dei grafici
su aBp delle vh(h &#x3E; ho). Tali iperpiani sono ancora al disopra e al disotto
dei grafici su Bp delle uh~(h &#x3E; ho) e quindi del grafico su Bp di u.

Pertanto avremo

Le funzioni u e f hanno quindi la stessa traccia su 8Bp e minimizzano
entrambe l’area. Esse pertanto coincidono (v. [2], Teorema 9.1, p. 245
e la nota (7) di questo articolo). c.v.d.
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