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ZENTRALISATORVERBANDE ENDLICHER GRUPPEN

ROLAND SCHMIDT *)

Sei G eine (nicht notwendig endliche) Gruppe und sei C(G) die
Menge aller Zentralisatoren von Untergruppen von G. Mit der Inklusion
als Relation wird €(G) ein vollstindiger Verband, den wir den « Zen-
tralisatorverband » von G nennen.

Wir wollen uns in dieser Arbeit mit Gruppen beschiftigen, deren
Zentralisatorverband distributiv oder modular ist. Wir werden zeigen,
daB eine Gruppe G mit Minimalbedingung fiir Zentralisatoren genau
dann distributiven Zentralisatorverband hat, wenn G abelsch, also C(G)
trivial ist (Satz 3.2). Die Gruppen mit modularem Zentralisatorverband
sind nicht so leicht zu iibersehen, weswegen wir uns hier auf endliche
Gruppen mit modularem Zentralisatorverband der Dimension 2 (kurz:
ONT-Gruppen) beschrianken werden. Wir werden zeigen (Satz 5.9 und
5.12), daB eine endliche Gruppe G genau dann eine DNT-Gruppe ist,
wenn G eine der folgenden Eigenschaften hat (Bezeichnungen s. §1):

1) G/Z(G)=PSL(2, p") oder PGL(2, p") und G'=SL(2, p"),
p eine Primzahl, p">3;

2) G/Z(G)=PSL(2, 9) oder PGL(2, 9) und G’ ist isomorph zur
Darstellungsgruppe (im Sinne von Schur [11]) der PSL(2, 9);

3) G enthilt einen abelschen Normalteiler vom Index p, p eine
Primzahl, und ist selbst nicht abelsch;

4) G/Z(G) ist eine Frobeniusgruppe mit Frobeniuskern F/Z(G),
fir die F und K abelsch sind, wenn K/Z(G) ein Komplement zu
F/Z(G) ist;

*) Indirizzo dell’A.: Mathematisches Seminar der Universitit, 23 Kiel, Ger-
mania occidentale.
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5) G/Z(G) ist eine Frobeniusgruppe mit Frobeniuskern F/Z(G),
es ist K abelsch, wenn K/Z(G) ein Komplement zu F/Z(G) ist, sowie
Z(F)=Z(G), F/Z(G) eine p-Gruppe, p eine Primzahl, und F eine
OMT-Gruppe;

6) G/Z(G)==S(4) und V ist nicht abelsch, wenn V/Z(G) die
Kleinsche Vierergruppe in G/Z(G) ist; oder

7) G=A X P, A abelsch, P eine p-Gruppe (p Primzahl) und
eine 9NT-Gruppe.

Ist G eine endliche p-Gruppe mit modularem Zentralisatorverband der
Dimension 2, so ist G metabelsch. Ist p=2 und ¢(G)>2, so existiert
ein abelscher Normalteiler N vom Index 2 in G. Ist p=2 und ¢(G)>
>p+1, so existiert ein abelscher Normalteiler N von G mit elementarabe-
Ischer Faktorgruppe der Ordnung | G : N |<p?~! (Satz 5.15).

Bei unseren Beweisen wird hauptsédchlich die Eigenschaft einer
NT-Gruppe G benutzt, daB der Durchschnitt je zweier maximaler Zen-
tralisatoren (s. Definition 2.8) das Zentrum von G ist. Wir betrachten
deshalb auch die endlichen Gruppen mit dieser Eigenschaft (®-Gruppen)
und beweisen fiir sie einen dhnlichen Satz wie den oben zitierten (Satz
5.9 und 5.12). Insbesondere zeigen wir, daB sich genau dann je zwei
maximale Zentralisatoren einer endlichen Gruppe G trivial schneiden
(also G eine D-Gruppe mit Z(G)=1 ist), wenn G eine Frobenius-
gruppe, eine Suzukigruppe Sz(2") oder eine spezielle lineare Gruppe
SL(2, 2") ist (Satz 5.13). Dieses Ergebnis ist eine Verallgemeinerung
eines Satzes von Ito ([8], Thm. 3), der die nicht einfachen NT-Grup-
pen mit Z(G)=1 bestimmt hatte-

Die Anzahl der maximalen Zentralisatoren in einer 9IT- oder
D-Gruppe scheint von Bedeutung zu sein. So folgt aus unserer Charak-
terisierung der DNT-Gruppen leicht, daB eine DNT-Gruppe mit k maxi-
malen Zentralisatoren auflosbar ist, wenn k gerade ist (Korollar 5.11).
AuBerdem zeigen wir, daB eine p-Gruppe, diec eine 9-Gruppe mit k
maximalen Zentralisatoren ist, fiir k<p"” hochstens die Klasse n hat
(Satz 5.14).

Zum SchluB der Arbeit zeigen wir noch, daB fiir jede Primzahl p
eine Diedergruppe der Ordnung 4(p™+p") denselben Zentralisatorver-
band hat wie SL(2, p"), daB somit eine metazyklische und eine (nicht-
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abelsche) einfache (p=2) Gruppe isomorphe Zentralisatorverbénde
haben konnen. Die Struktur einer Gruppe wird also von ihrem Zentra-
lisatorverband in recht geringem MaBe bestimmt.

1. Bezeichnungen.

Sei G eine Gruppe, X eine Menge von Untergruppen von G, U
eine Untergruppe von G (U<G), K eine Menge von Elementen, x und
y Elemente von G (x, yeG) und n eine natiirliche Zahl. Dann bezeich-
nen wir mit

| G| die Ordnung von G,
Exp G den Exponenten von G,
G’ die Kommutatorgruppe von G,
Z(G) das Zentrum von G,
Z.G) das n-te Glied der aufsteigenden Zentralreihe von G,

®(G) die Frattiniuntergruppe von G (= Durchschnitt aller ma-
ximalen Untergruppen von G),

G* die Darstellungsgruppe (im Sinne von Schur; s. [7], Def.
23.4, S. 630) von G, falls G nur eine besitzt,

V(G) den Untergruppenverband von G,
C(G) den Zentralisatorverband von G,

UxX die minimale alle Xe€ X enthaltende Untergruppe von G,
Xe

N X den mengentheoretischen Durchschnitt der XeX,
XeX

G\U die Menge der Elemente von G, die nicht in U liegen,
Ce(U)=C(U) den Zentralisator von U in G,
No(U) den Normalisator von U in G,

(K) die kleinste Untergruppe von G, die alle Elemente aus K
enthlt,

o(x) die Ordnung von x.
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Ferner sei (x, y)=x"y~xy und (x1, .., Xx2)=((x1, ..., Xn_1), Xxn) fiir
n>2 und x;, ..., x.€G. Sind U, Ve C(G) mit U<V, so sei [V/U]
der Verband aller Xe@(G) mit USX=<V.

Ist p eine Primzahl, so bezeichnen wir mit GL(2, p"), PGL(2, p*),
SL(2, p") und PSL(2, p") resp. die volle, projektive, spezielle bzw.
projektive spezielle lineare Gruppe der Dimension 2 {iber dem Korper
mit p” Elementen. S(n) sei die symmetrische Gruppe auf n Elementen
und Sz(2"), n=3, die von Suzuki in [13] beschriebene einfache Gruppe
der Ordnung (2**+41)2*(2"—1).

2. Einfache Eigenschaften des Zentralisatorverbandes.

Sei G eine (nicht notwendig endliche) Gruppe. Wir wollen in
diesem Abschnitt den Zentralisatorverband C(G) definieren und die
grundlegenden Eigenschaften von C(G) herleiten, die wir spiter dau-
ernd benutzen werden. Bekanntlich gilt:

(2.1). Sei X eine Menge von Untergruppen von G und seien
U, V=<G.
a) N CX)=C(U X),
XeX

XeX

b) U CX)=C(N X),
XeX

XeX
o) UsV= C(V)=CW),
d) U=C(C)).

Der Untergruppenverband U(G) von G ist ein vollstdndiger Ver-
band. Daher ist die folgende Definition sinnvoll.

DEFINITION 2.2. Sei
CG)={C(X) | Xe V(G)}.
Fiir U, VeQ(G) sei UAV=UnYV und

UvvV=n{X|Xel(G), U<X, V=X}.
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Wegen (2.1 a) ist €(G) mit den Operationen A und v ein vollstéindiger
Verband, sogar ein vollstindiger N-Teilbund von V(G) (s. [5], Satz
6.3, S. 30). Das Nulielement von C(G) ist das Zentrum Z(G) von G,
das Einselement ist G.

Die folgende wichtige Eigenschaft von Q(G) ist wohlbekannt (s.
etwa [15], S. 286).

(2.3). Die Abbildung
C:UG)2X > CX)ed(G)

ist ein involutorischer Antiautomorphismus von C(G), d.h. eine einein-
deutige Abbildung von Q(G) auf sich mit

(23a). UsVe O(V)=CWU) und
(23b). C(CW)=U fiir alle U, Ved(G).
Insbesondere gilt fiir alle U, Ve Q(G)
(23¢c). CUvV)=CWU)AC(V) und
(23d). CUAVY=CWU)VC(YV).

Wir zeigen nun, dal — anders als beim Untergruppenverband — der
Zentralisatorverband des direkten Produktes zweier beliebiger Gruppen
das direkte Produkt der Zentralisatorverbdnde der beiden Faktoren ist.

Satrz 2.4. Ist G=H X K, H und K Gruppen, dann ist
C(G)=C(H) X C(K).

BEwEls. Zu Ue W(G) sei Ui={xeH |xyeU fiir ein yeK} und
U,={yeK | xyeU fiir ein xeH). Dann ist offenbar

Co(U)=Cun(Uy) X Cx(Uy).
Die Abbildung

m: GH) X CK)2(Cu(X), Cx(Y))—> Cu(X) X Cx(Y)=Co(X X YV)eUG)
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ist daher eine (sicherlich eineindeutige) Abbildung von C(H) X C(K)
auf C(G). DaB sie ordnungserhaltend ist, ist klar. Damit ist © ein Iso-
morphismus.

BEMERKUNG. Ist G das (nicht direkte) Produkt zweier sich zentra-
lisierender Untergruppen H und K, so braucht €(G) nicht isomorph zu
C(H) X C(K) zu sein. Dies zeigt das folgende

BEisPIEL. Sei Q=(a, b|d*=1, b*=a’, bab~'=a') die Quater-
nionengruppe der Ordnung 8, sei Gi=H; X K; mit Hi=K;=Q und
sei G=Gi/D, wobei D=((d?, a?)) ist, also G direktes Produkt mit
vereinigten Zentren (s. [7], S. 49) von zwei Quaternionengruppen
H=H:D/D und K=KiD/D. Ist M eine maximale Untergruppe von H
oder K, so ist Co(M)=MK bzw. MH, und diese Zentralisatoren sind
maximale Untergruppen von G. Damit hat C(G) bereits 6 Antiatome.
Ist T die Diagonale von Gi, also T={(x, x) | x€Q}, so ist T/D abelsch,
also in einer maximalen abelschen Untergruppe und somit schlieBlich in
einem Antiatom von (C(G) enthalten. Da TH=TK=G ist, ist T in
keinem der oben bereits gefundenen Antiatome von {(G) enthalten; es
gibt also mindestens 7 Antiatome in C(G). Da C(Q) genau 3 Anti-
atome hat, hat C(H) X C(K) nur 6; es ist also T(G)£C(H) X C(K).

Es gilt aber wenigstens das folgende

LEMMA 2.5. Ist G=HZ mit Z<Z(G), so ist C(G)=C(H).

BEwEIs. Sei U<G. Dann ist Ce(U)=Cg(UZ). Nach dem Dede-
kindschen Lemma ([7], S. 8) folgt

Ce(UZY=Ce((UZ n HYZ)=(Co((UZ n H)Z) n H)Z=
Cu((UZn HYZYZ=Cxg(UZ n H)Z,
also

(*) Ce(U)=Cun(UZ n H)Z.

Ist nun Xe C(H), so ist nach (2.3 b) X=Cn(Cu(X)) und wegen Cr(X)=
=Hn Z und (*) folgt

Co(Ca(X))=Cu(Cu(X)Z n HYZ=Cu(Cu(X))Z=XZ,
also XZeQ(G). Die Abbildung
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w: CH)2X - XZe(G)

ist also wegen () eine Abbildung von C(H) auf C(G). Wegen X=
=XZn H ist © eineindeutig und ordnungserhaltend. Damit ist Lemma
2.5 bewiesen.

Uber den Zentralisatorverband einer Untergruppe U von G weifl
man im allgemeinen nichts, wenn man C(G) kennt, auBer natiirlich,
daB man alle Xe Q(U) als Durchschnitte von U mit Elementen von
C(G) erhalt. Ist U aber selbst ein Zentralisator, so kann man mehr
sagen.

LEMMA 2.6. Ist UeQ(G) und Vel(U), so ist Vel(G).

BeEwels. Da VeCQ(U) ist, existiert ein X<U mit
V=Cu(X)=Cs(X)n U.

Da der Durchschnitt zweier Zentralisatoren wieder ein Zentralisator ist,
liegt also V in C(G).

LEmmMa 2.7. Sei Ue Q(G). Dann ist
U v CcW)=[UvCW)/U A CWU)].

BEwEIS. Sei zur Abkiirzung H=U v C(U), K=U A C(U). Nach
(2.3) ist

CH)=CWU v CcWUn)=CcWU)rCCWUn=CcUyrnU=K

und damit C(K)=C(C(H))=H. Da K<H ist, ist also K=Z(H).

Ist nun Xe C(H), dann ist X=Z(H)=K und nach Lemma 2.6
Xed(G), also Xe[H/K].

Ist umgekehrt Xe[H/K], so folgt K<X<H, also nach (2.3)
K=C(H)=<C(X)<C(K)=H, also C(X)<H. Da X=C(C(X)=Cn(C(X))
ist, ist also Xe QC(H).

C(H) besteht also genau aus den Xe(G) mit K<X=<H, was zu
zeigen war.

DeriniTION 2.8. Ein minimaler (maximaler) Zentralisator von G
ist ein Atom (Antiatom) des Verbandes C(G).
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LEMMA 2.9. Jeder minimale Zentralisator von G ist abelsch.

Bewels. Sei N ein minimaler Zentralisator von G und sei xeN.
Ist x€Z(G), so ist natiirlich erst recht x€Z(N). Ist x¢Z(G), so ist
aber xeCe({x))=C, also auch xeC AN. Da N ein minimaler Zentra-
lisator ist, ist C AN=Z(G) oder CAN=N. Da xeC A N, aber x¢Z(G)
gilt, ist CAN=N, dh. N<C, also x€Z(N). Damit liegt jedes Element
von N im Zentrum von N; N ist also abelsch.

FOLGERUNG 2.10. Sei M ein maximaler Zentralisator von G. Dann
ist CM)<M und CM)=[M/C(M)].

BeEwEers. Nach (2.3) ist C(M) ein minimaler Zentralisator. Nach
Lemma 2.9 ist C(M) abelsch, also C(M)<C(C(M))=M. Nach Lemma
2.7 folgt C(M)=[M/C(M)].

Jede maximale abelsche Untergruppe A einer Gruppe G liegt in
C(G), da ja A=C(A) ist. Es gilt aber sogar

LEMMA 2.11. (GAscHUTZ) Jeder abelsche Zentralisator von G ist
Durchschnitt von maximalen abelschen Untergruppen von G.

BeEweEils. Sei U ein abelscher Zentralisator von G. Sei V der Durch-
schnitt der maximalen abelschen Untergruppen von G, in denen U
enthalten ist; dann ist Ve C(G). Wir zeigen: C(U)=C(V). Da U<V
ist, ist sicherlich C(V)<C(U). Ist aeC(U), so ist (U, a) abelsch, also
(nach dem Zornschen Lemma) in einer maximalen abelschen Unter-
gruppe A enthalten. Da U<A ist, folgt V<A, also (V, a)<A. Damit
ist aeC(V). Es ist also auch C(U)<C(V) und damit C(U)=C(V). Da
U, VeQ(G) sind, folgt also nach (2.3) U=C(C(U))=C(C(V))=V, was
Zu zeigen war.

3. Gruppen mit distributivem Zentralisatorverband.

Wir betrachten in diesem Abschnitt nur Gruppen mit Minimal-
bedingung fiir Zentralisatoren — oder Maximalbedingung, was wegen
(2.3) dasselbe ist. Wir wollen zeigen, daB eine solche Gruppe G nur
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dann distributiven Zentralisatorverband hat, wenn sie abelsch, also
C(G) trivial ist.

HiLrssatz 3.1. Ist G eine nichtabelsche Gruppe mit Minimal-
bedingung fiir Zentralisatoren, so enthdlt G mindestens 3 verschiedene
maximale Zentralisatoren.

BEWEIS. Sei x€G\Z(G). Dann ist xeCe({x))=G. Da C(G) die
Maximalbedingung erfiillt, existiert daher ein maximaler Zentralisator
M von G mit Co(x)<M, also xeM. Ist xeZ(G), so existieren erst
recht maximale Zentralisatoren von G, die x enthalten. Jedes Element
von G liegt also in einem maximalen Zentralisator von G; da nicht alle
Elemente einer Gruppe in einer oder zwei echten Untergruppen enthalten
sein konnen, gibt es also mindestens 3 maximale Zentralisatoren in G.

SAtz 3.2. Ist G eine Gruppe mit Minimalbedingung fiir Zentra-
lisatoren, so ist C(G) genau dann distributiv, wenn G abelsch ist.

BEwEels. Ist G abelsch, so ist @(G) trivial, also sicherlich dis-
tributiv. Sei also umgekehrt Q(G) distributiv. und G nicht abelsch.
Da C(G) die Minimalbedingung erfiillt, existiert ein He C(G) minimal
beziiglich der Eigenschaft, daB C(H) die Minimalbedingung fiir Zen-
tralisatoren erfiillt, distributiv ist und daB H nicht abelsch ist. Nach
Hilfssatz 3.1 existieren mindestens 3 maximale Zentralisatoren M;, M,
und M; in H. Ist M eines der M;, so ist nach Folgerung 2.10 C(M)=
=[M/Cu(M)] (wobei das Intervall in C(H) zu nehmen ist), also T(M)
isomorph zu einem Intervall eines distributiven Verbandes und damit
selbst distributiv. Nach Lemma 2.6 ist Me C(G) und erfiillt auBerdem
die Minimalbedingung fiir Zentralisatoren. Wegen der Wahl von H ist
M abelsch, also M=Cu(M) auch ein minimaler Zentralisator von H.
Es folgt

M;vM;=H, M;aM;=Z(H) (i, j=1, 2, 3; is%]))
und damit wegen der Distributivitdt von C(H):
Mi=M;v (M2 AM3)=(M;v M) A(Myv M3)=H,

ein Widerspruch. Damit ist der Satz bewiesen.
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4. Partitionen endlicher Gruppen.

Wir wollen neben den distributiven Zentralisatorverbédnden noch
eine gewisse Klasse von modularen Zentralisatorverbdnden behandeln,
niamlich die der Dimension 2. Wie wir sehen werden, ist G/Z(G) eine
Gruppe mit einer normalen, nichttrivialen Partition, wenn C(G) modu-
lar der Dimension 2 ist. Wir beschéftigen uns deshalb in diesem Ab-
schnitt mit Gruppen, die eine nichttriviale Partition besitzen. Alle betrach-
teten Gruppen seien von jetzt ab endlich.

Die nicht aufldsbaren Gruppen mit Partition sind von Suzuxkr [ 14],
die auflGsbaren, nicht primdren von BAER (s. [2], Satz 5.1, S. 353 und
[3], Satz A, S. 82) behandelt worden. Wir stellen hier ihre Resultate
kurz zusammen.

(4.1). (BAER) Besitzt die auflosbare, nicht primdre (endliche) Grup-
pe G ecine normale, nichttriviale Partition o, so hat G eine der folgen-
den Eigenschaften:

@) Eine Komponente von o ist normalisatorgleich, und G ist eine
Frobeniusgruppe.

b) G=8S(4), und o besteht aus den maximalen zyklischen Unter-
gruppen von G.

¢) G besitzt einen nilpotenten Normalteiler N, der eine Kom-
ponente von o ist, mit | G : N |=p, p eine Primzahl, und jedes nicht in
N enthaltene Element von G hat Ordnung p.

(4.2). (Suzuki) Ist G eine nicht auflosbare Gruppe mit einer nor-
malen, nichttrivialen Partition o, so ist G=PGL(2, p"), PSL(2, p"),
p eine Primzahl, p">3, oder Sz(2"), n=3 oder eine Komponente von o
ist normalisatorgleich, und G ist eine Frobeniusgruppe.

Uber p-Gruppen mit Partition kann man verhéltnismiBig wenig
sagen; z.B. besitzt jede Gruppe G vom Exponenten p eine Partition
(bestehend aus den minimalen Untergruppen von G). Wir wollen uns
im Hinblick auf die Anwendungen im nédchsten Abschnitt ndher mit
solchen Partitionen ¢ von p-Gruppen G beschéftigen, bei denen es einen
G’ enthaltenden o-zulédssigen, echten Normalteiler N von G gibt. (Dabei
heift eine Untergruppe U von G o-zuldssig, wenn sie jede nicht in U
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enthaltene Komponente von ¢ in 1 schneidet.) Wir bezeichnen mit | o |
die Anzahl der Komponenten von ¢ und beweisen zundchst das folgende,
wohl bekannte

LEMMA 4.3. Ist o eine (beliebige) Partition der p-Gruppe G, so
ist |o|=1(p).

Bewels. Jede Untergruppe der Ordnung p von G liegt in genau
einer Komponente von ¢. Ist U eine Komponente von o, so ist die Anzahl
der Untergruppen der Ordnung p in U kongruent 1 modulo p (s. [7],
Satz 8.8, S. 314). Ist also k die Gesamtzahl der Untergruppen der
Ordnung p von G, so ist k=|o|(p). Andererseits ist k=1(p), also
I c |—=— 1(p).

Wir zeigen nun, daf bei den uns interessierenden Partitionen die
Klasse ¢(G) von G durch eine Funktion von | ¢ | beschrinkt wird.

Satz 4.4. Sei o eine Partition der p-Gruppe G, zu der es einen
o-zuldssigen Normalteiler N1 von G gibt mit G'<N<G. Ist dann
|o|=p" so ist c(G)<n—1.

BeEwEeis. Der Fall n=1 kann nicht auftreten: hier wire namlich
| o |<p, andererseits nach Lemma 4.3 | o |=1(p), also |o|=1, dh. ¢
trivial. Da G eine o-zuldssige Untergruppe N mit 12N=G besitzt, ist
das unmoglich.

Sei also n=2. Da N=#G ist, existiert eine Untergruppe M von G
mit | M : N |=p. Da N ein o-zuldssiger Normalteiler ist, hat nach Lemma
3.1 aus [2] jedes nicht in N enthaltene Element von G die Ordnung p.
In M gibt es also |M|—|N|=|N|(p—1) Elemente der Ordnung p
auBerhalb N, die somit in | N | verschiedenen Untergruppen der Ordnung
p liegen. Jede solche Untergruppe von M ist in einer Komponente von ¢
enthalten. Lagen zwei solche Untergruppen, L; und L, in derselben Kom-
ponente K von o, so widre 1N n (Liu L;)<NnK, also K<N, da N
o-zuldssig ist. Da LEN ist, ist das unmoglich. — Es gibt also mindestens
| N | verschiedene Komponenten von o, die nicht in N enthalten sind. Da
N=1 ist, gibt es sicherlich auch eine in N enthaltene Komponente
von o. Es folgt
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IN|+1=|co|=p",
also | N|<p"—1. Da | N | eine p-Potenz ist, folgt
(44.1) |N|<p.

Wir wollen zeigen, daB | G’ |<p"~? ist, und nehmen dazu an, es wire
| G'|=p"!. Da G’<N und | N |<p"~! ist, folgt dann

(442) G'=N und |N|=p" .

Da jedes nicht in N enthaltene Element von G die Ordnung p hat,
ist G/N elementarabelsch, also ®(G)<N. Wegen (4.4.2) folgt

(44.3) N=d(G).

Sei |G: N|=p’. Dann gibt es |G|—|N|=p"'(p'—1) nicht in N
gelegene Elemente von G, die sich auf die k<|o|—1=<p"—1 nicht
in N enthaltenen Komponenten von o verteilen. Ist p° die maximale
Ordnung dieser Komponenten, dann enthalten diese k Untergruppen
offenbar hochstens k(p*—1)<(p"—1)(p°—1) von 1 verschiedene Ele-
mente. Also

(4.4.4) p"ip'—D=(p"-D(P'—1.

Aus (4.4.4) folgt offenbar r<s. — Ist aber nun U eine nicht in N
enthaltene Komponente von o mit | U |=p*, soist | G: N |=p'<p*=|U|,
also G=NU. Wegen (4.4.3) folgt G=U, was sicherlich unmdglich
ist. — Der Widerspruch zeigt, daB die Annahme | G’ |=p"~! falsch ist.
Es ist also | G’ |<p"~2, dh. ¢(G)<n—1, was zu zeigen war.

BERMERKUNG. Dal} die Abschétzung fiir ¢(G) in Satz 4.4 bestmdg-
lich ist, zeigt das folgende

BEISPIEL 4.5. Sei G eine Diedergruppe der Ordnung 2"*!, n=2,
und sei o die Partition von G, die aus der zyklischen Untergruppe N
vom Index 2 in G und den nicht in N enthaltenen Untergruppen der
Ordnung 2 von G besteht. Da jedes nicht in N enthaltene Element
von G die Ordnung 2 hat, ist ¢ wirklich eine Partition von G; ferner
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ist 12G'<N<G und N als Komponente von ¢ natiirlich c-zuléssig.
Damit ist ¢ eine Partition der von uns betrachteten Art, fiir die offenbar
|oe|=2"+1 und c(G)=n gilt.

5. 9D- und 9N-Gruppen.

Wir wollen uns in diesem Abschnitt mit (endlichen) Gruppen
beschiftigen, deren Zentralisatorverband modular der Dimension 2 ist.
Wir betrachten gleich eine etwas groBere Klasse von Gruppen, da
unsere Methoden hier ebenfalls Ergebnisse liefern.

DEFINITION 5.1. Die Gruppe G ist eine D-Gruppe (kurz: GED),
wenn G nicht abelsch ist und der Durchschnitt je zweier verschiedener
maximaler Zentralisatoren von G das Zentrum von G ist.

Die Gruppe G ist eine NU-Gruppe (kurz: GedM), wenn &(G)
modular der Dimension 2 ist, d.h. wenn jeder maximale Zentralisator
zugleich minimaler Zentralisator von G ist.

BEMERKUNG. G ist genau dann eine N{-Gruppe, wenn G nicht
abelsch und jeder maximale Zentralisator von G abelsch ist. Ist ndmlich
ein maximaler Zentralisator M zugleich ein minimaler Zentralisator, so
ist er nach Lemma 2.9 abelsch; ist umgekehrt M abelsch, so folgt
M<C(M) und, da C(M) ein minimaler Zentralisator ist, M =C(M).

Jede ON-Gruppe ist offenbar eine D-Gruppe. Die DNU-Gruppen
sind deshalb interessant, weil jede nichtabelsche Gruppe G Untergruppen
besitzt, die T-Gruppen sind. Ist nimlich K ein maximaler Durchschnitt
von maximalen abelschen Untergruppen von G, so ist H=Cs(K) eine
NU-Gruppe: ist M ein maximaler Zentralisator von H, so ist Cu(M)
nach Lemma 2.6 und 2.9 ein abelscher Zentralisator von G und damit
nach Lemma 2.11 ein Durchschnitt von maximalen abelschen Unter-
gruppen von G. Wegen der Maximalitit von K=Z(H) ist also Cg(M)
eine maximale abelsche Untergruppe von G und damit M=Cu(M)
abelsch.

Wie wir sehen werden ist die Anzahl der maximalen Zentralisatoren
einer ®- oder INU-Gruppe von Bedeutung. Wir geben deshalb die
folgende
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DEFINITION 5.2. Die Gruppe G ist eine D(k)-Gruppe (GeD(k)),
wenn G eine 9-Gruppe ist, die genau k maximale Zentralisatoren enthélt;
G ist eine MNU(k)-Gruppe (GeMU(k)), wenn G eine DNU-Gruppe ist,
die genau k maximale Zentralisatoren enthilt.

Wir bringen nun einige Beispiele fiir - und D-Gruppen.

LemMA 5.3. Sei G eine Gruppe.

a) Ist G/Z(G)=PSL(2, p") oder PGL(2, p*) und G'=SL(2, p"),
p eine Primzahl, p">3, so ist GeM(p*+p"+1).

b) Ist G/Z(G)=PSL(2, 9) oder PGL(2, 9) und G'=PSL(2, 9)"
(= Darstellungsgruppe der PSL(2, 9)), so ist GeNT(121).

BEwEls. Wir miissen zeigen, daBl jeder maximale Zentralisator M
von G abelsch ist. Ist x ein Element von Primzahlpotenzordnung in
Ce(M), so ist Co(x)=M; wire Cge(x)=M fiir alle solchen x, so wire
Ces(M)<Z(G), was nicht der Fall ist. Jeder maximale Zentralisator
einer Gruppe G ist somit von der Form Cg(x) mit x von Primzahl-
potenzordnung. Diese Bemerkung werden wir in Zukunft dauernd be-
nutzen.

a) Sei nun Z(G)=Z und G/Z=PSL(2, p") oc_l_er PGL(2, p*) und
G’=SL(2, p"). Fiir jede Teilmenge K von G sei K das Bild von K
unter dem natiirlichen Epimorphismus von G auf G=G/Z.

Die Gruppen PGL(2, p*) bzw. PSL(2, p") besitzen eine Partition
bestehend aus den p"+1 p-Sylowgruppen, %(p*+ 1)p* zyklischen Unter-
gruppen der Ordnung p"—1 bzw. (p"—1)(p"—1, 2)~! und 3(p"—1)p”
zyklischen Untergruppen der Ordnung p"+1 bzw. (p"+ 1) (p"—1, 2)~!
(s. [14], S. 241 oder [7], S. 185-187 und S. 193). Wir bezeichnen
mit o die hier beschriebene Partition von G/Z und wollen zeigen, daB
die vollstédndigen Urbilder der Komponenten von o bzgl. des natiirlichen
Homomorphismus von G auf G/Z genau die maximalen Zentralisatoren
von G sind. Wir zeigen zunichst

(5.3.1) Ist Z<U=<G und U/Z eine Komponente von o, so ist U
abelsch.

Ist namlich U/Z zyklisch, so ist U als zyklische Erweiterung eines
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zentralen Normalteilers sicherlich abelsch; ist U/Z eine p-Sylowgruppe
von G/Z, so ist U wegen |G : G’Z|=2 (bzw. 1, falls p=2) in G'Z
enthalten und daher U=PZ, wobei P eine p-Sylowgruppe von G’ ist.
Da G'=SL(2, p") ist, ist P abelsch (s. [7], Satz 8.10, S. 196), also
auch U.

Sei nun U eine Komponente von ¢ und us1 ein Element von U.
Dann ist Ce(u)<Nz(U), da ja fiir jedes veCe(u) gilt 1#2u=uelUnU,
also U=U". Ist U eine p-Sylowgruppe von G, so rechnet man leicht
nach, daB Cé(u)<U, also Cé(u)=U gilt. Ist U zyklisch, so ist (s. 7],
S. 186 und 192) N&(U) eine Diedergruppe der Ordnung 2| U |. Ist also
o(u)#2, so wird u von N¢(U) nicht zentralisiert, und es folgt C sw)=U;
ist o(w)=2, so ist Co(u)=Ng(U), ferner natiirlich |U| gerade, also
p#=2. Wir haben also gezeigt:

(5.3»_.2) Ist U eine Komponente von ¢ und ist uel, u=1, so ist
Ce(u)=U, auBer_wenn o(u)=2 ist. In diesem Fall ist p#2, U zyklisch
und Ce¢(u)=Ng(U) eine Diedergruppe der Ordnung 2| U |.

Sei nun x ein beliebiges Element aus G, das nicht in Z liegt. Da
x¢Z ist, ist x=1. Da ¢ eine Partition von G ist, liegt x also in genau
einer Komponente U=U/Z von &. Wir wollen zeigen, daB Ce(x)=U ist.
Nach (5.3.1) ist U abelsch; wegen xeU folgt U<Cg(x). Offenbar ist
ganz allgemein Co(x)<Cz(x). Ist also o(x)%2, so ist nach (5.3.2)
Ce(x)=U, also Co(x)<U und wegen U=Cgs(x) somit schlieBlich
Co(x)=U. — Sei daher o(x)=2 und sei N<G mit N/Z=N¢U). Nach
(53.2) ist Co(x)<Cs(x)=N, also U=<Cs(x)<N. Da nach (5.3.2)
| N: U|=2 ist, brauchen wir somit nur zu zeigen, daB Cg(x)=N ist.
Sei zunidchst x€ G'Z. Dann ist x=x;z mit x;€G’, z€Z und natiirlich
Co(x)=Cq(x1); wir konnen also x€G’ annehmen. Ist G=PGL(2, P,
so ist |G: G'|=2, also | N: NnG’|<2. Da G’=PSL(2, p") fiir p#2
keine zyklische Untergruppe der Ordnung |U|=p"=1 enthilt, folgt
U£NnG’. Da jede von U verschiedene maximale Untergruppe der
Diedergruppe N der Ordnung 2(p"#1)=8 (da p*=5) wieder eine
Diedergruppe ist, ist NnG'=NnG'Z/Z eine Diedergruppe. Falls
G=PSL(2, p") ist, ist das wegen G’Z=G sicherlich richtig; es ist aiso
immer G'nN/G'nZ=Nn G’Z/Z eine Diedergruppe, die x(G’'n Z) in
ihrem Zentrum enthilt. Sei V/G’ n Z eine elementarabelsche Untergruppe
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der Ordnung 4 von G'n N/G'nZ. Da G'=SL(2, p") ist, ist G'n Z=
=Z(G’) von der Ordnung 2, also | V|=8. Da V nur eine Involution
besitzt, ist V eine Quaternionengruppe und x ein Element der Ordnung
4 in V. Damit wird x von V nicht zentralisiert; da V<N ist, folgt
also Cg(x)>=N. Das war zu zeigen. — Sei nun x¢ G'Z, also insbesondere
G=PGL(2, p"). Die Diedergruppe N enthilt eine elementarabelsche
Untergruppe V der Ordnung 4. Da |G G’ |=2 ist, ist G'n V1. Es
gibt also ein yeG' n V<G’ n N mit o(y)=2. Ist ye G mitsyZ=y, so ist
y€G’Z und nach dem eben bewiesenen Cq(y)/Z eine Komponente von
o, also zyklisch. Insbesondere kann die elementarabelsche Gruppe V
nicht in Cs(y) enthalten sein; da y sicherlich in Cg(y) liegt, muB also
x¢ Ce(y) gelten. Das bedeutet y¢ Ce(x), und da yeN ist, folgt N==Cs(x),
was zu zeigen war. — Wir haben also

(5.3.3) Ist xeG\Z, so ist Cs(x)/Z die Komponente von o, in der
x liegt.

Ist nun M ein maximaler Zentralisator von G, so ist M=Cg(x) fiir ein
x€G\Z, also M/Z eine Komponente von ¢. Umgekehrt ist jede Unter-
gruppe U von G, fiir die U/Z eine Komponente von ¢ ist, nach (5.3.3)
auch wirklich ein (maximaler) Zentralisator. Diese Untergruppen sind
also genau die maximalen Zentralisatoren von G. Da sie nach (5.3.1)
abelsch sind, ist G eine 9TU-Gruppe. Die Anzahl der Komponenten von
o ist
p*+1+3(p"+ Dp"+3(p"— Dp"=p*+p"+ 1;

damit ist GeNMU(p™+p"+1), was zu zeigen war.

b) Sei nun G/Z=PGL(2, 9) oder PSL(2, 9) und G'=PSL(2, 9)".
Sei hier © die Partition von G/Z, die aus den maximalen zykliscen Unter-
gruppen von G/Z besteht.

Es ist PSL(2, 9) isomorph zur alternierenden Gruppe auf 6 Ziffern
(s. [7], Satz 6.14, S. 183); nach [12], S. 242 ist daher

G'Z(Cl , C2, C3, C4, k | 013=022=032=C42=(0102)3=
(cic )= (e’ =(cica’ =K, (cicP =k,
CzC4=k3C4CZ N kCiZCik(i: 1, cee 4), k6= 1 )
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Sei H=(Kk?) der Normalteiler der Ordnung 3 von G’. Dann ist
G'/H=SL(2, 9); da auBerdem G/Z keinen auflosbaren Normalteiler
besitzt, ist Z(G/H)=Z/H. Damit erfiillt G/H die Voraussetzungen des
Teiles a) des Lemmas; insbesondere gilt (5.3.3) fiir G/H und die Par-
tition o von G/Z.

Ist nun xe G\Z, so ist wegen (5.3.3) Co(x)/H=<Cq/u(xH)/H=U/H,
falls U/Z die Komponente von ¢ ist, in der xZ liegt. Damit ist
Co(x)<U. Ist U/Z zyklisch, so ist U abelsch, also Ce(x)=U, und
auBerdem U/Z eine Komponente von <. Das wollen wir zeigen. — Sei
also U/Z nicht zyklisch, d.h. eine 3-Sylowgruppe von G/Z. Dann kann
wegen |U:Z|=9 nur entweder Cs(x)/Z zyklisch, also eine Kompo-
nente von <, oder Cg(x)=U sein. Im letzteren Fall besdBe U eine zen-
trale Untergruppe (x, Z) vom Index 3, wire also abelsch. Insbesondere
wiren die 3-Sylowgruppen von G abelsch. Ist aber a=c; und b=cscs,
so ist

a~ b~ lab=c{cy'cs laicsea=cy ey ey ey e ekl =

=ci'lalata=cltk =k ;

(a, b)/{k) ist also elementarabelsch von der Ordnung 9 und damit
(a, b)=P({k) mit einer 3-Sylowgruppe P von (a, b). Wiren also die
3-Sylowgruppen von G abelsch, so wire P, also auch (a, b) abelsch;
das ist aber nicht der Fall. Damit ist gezeigt, daB Cgs(x)/Z eine Kom-
ponente von < ist, daB also (5.3.3) auch hier fiir © statt ¢ gilt. Wie
in a) folgt, daB die Untergruppen U von G, fiir die U/Z eine Kompo-
nente von < ist, die maximalen Zentralisatoren sind und daB Ge9NT
ist. Da jede 3-Sylowgruppe von G/Z vier Untergruppen der Ordnung
3 enthidlt und die 3-Sylowgruppen sich trivial schneiden, gibt es
4(p"+1)=40 Untergruppen der Ordnung 3 in <, ferner (wie in a))
p*=281 weitere Komponenten, insgesamt also 121. Damit ist auch Teil
b) des Lemmas bewiesen.

KoroLLAR 5.4. Ist G=GL(2, p*), p Primzahl, p">3, so ist
GedM(p™"+p"+1).
LEMMA 5.5. Sei G eine Gruppe.

a) Sei G/Z(G) eine Frobeniusgruppe mit Frobeniuskern F/Z(G)
und sei Z(K)#=Z(G), wenn K/Z(G) ein Komplement zu F/Z(G) ist. Ist
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Z(F)# Z(G), so ist GED(| F : Z(G) |+ 1). Ist Z(F)=Z(G) und FeD(k),
so ist GED(| F : Z(G) |+ k).

b) Ist G eine Frobeniusgruppe mit Frobeniuskern F, so ist
GED(|F|+1).

BEWEIS. a) Sei wieder Z(G)=Z. Ist xe G\Z, so ist xZ in einer
Komponente U/Z der Frobenieuspartition von G\Z enthalten. Es folgt
Co/AxZ)<U/Z, also Co(x)<U. Da Z(K)=Z ist, existiert ein xe Z(K)\Z,
und es folgt Co(x)=K; K ist also ein maximaler Zentralisator von G.
Ist Z(F)sZ, so ist auch Fe C(G), und die maximalen Zentralisatoren von
G sind genau die vollstdndigen Urbilder der Komponenten der Frobenius-
partition von G/Z bzgl. des natiirlichen Homomorphismus von G auf
G/Z. Das sind F und die Urbilder der | G : K |=| F : Z | Komplemente;
es ist also GED(|F: Z |+1). Ist Z(F)=2Z, so ist Ce(x)=Cr(x) fiir alle
x€F\Z. Die maximalen Zentralisatoren von G sind also hier die maxima-
len Zentralisatoren von F sowie die Urbilder der Frobeniuskomplemente.
Ist daher FED(k), so ist GED(k+|F: Z ).

b) ist ein Spezialfall von a), da in einer Frobeniusgruppe G mit
Frobeniuskern F und Komplement K immer Z(G)=1, aber Z(F)=1s
#=Z(K) ist (s. etwa [7], Hauptsatz 8.7 und Satz 8.18, S. 499 und 506).

LEMMA 5.6. Ist G=Sz(q), g=2", n=3, so ist GED(¢*+q*+1).

Bewels. Nach einem Satz von Suzuki (s. [9], Satz 4.9 und 4.12,
S. 31 und 37) bilden die Zentralisatoren der Elemente ungerader Ord-
nung und die 2-Sylowgruppen von G eine (normale) Partition o, die aus
3¢ g*+1) zyklischen Untergruppen der Ordnung g—1, 3(g— V2g+1)
q¢(q—1) zyklischen Untergruppen der Ordnung g+ V2q+1,
3(g+ V2q+1)g(g—1) zyklischen Untergruppen der Ordnung
g— V2q+1 und den ¢+ 1 2-Sylowgruppen von G besteht. Ist x€ G von
Primzahlpotenzordnung, so ist entweder o(x) ungerade und damit Cs(x)
eine Komponente von ¢ oder o(x) eine 2-Potenz und damit Cs(x) eine
2-Gruppe ([9], (4.2), S.27), also in einer 2-Sylowgruppe S von G enthal-
ten. Damit ist auch S=Cg(Z(S)) ein Zentralisator. Die Komponenten der
Partition ¢ sind also genau die maximalen Zentralisatoren von G, womit
Ge9D gezeigt ist. Die Anzahl der Komponenten von ¢ ist offenbar

1P+ 1)+ 1g0g—1)g— V2q+1)+3g4g—1)(g+ V2q+ 1)+ ¢*+1
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=3¢+ D +3g(g— D +g+1
=q¢'+q¢’+1,
womit das Lemma bewiesen ist.

Wir wollen nun zeigen, daB die in Lemma 5.3 bis 5.6 angegebenen
Gruppen im wesentlichen alle nicht auflosbaren ©- und 91-Gruppen
sind. Dazu zunichst

LEMMA 5.7. Sei G eine ©-Gruppe und seien Ci, ..., Ci die maxi-
malen Zentralisatoren von G.

a) Ist xeC\Z(G), so ist Co(x)=<C;.

b) Die C:;/Z(G) (i=1, ..., k) bilden eine normale Partition von
G/Z(G).

BEWEIS. a) Ist xeC\Z(G), so ist xeCe({x))#G, also xeC:in M,
wenn M ein maximaler Zentralisator von G mit Ce({x))<M ist. Da G
eine ®-Gruppe ist, folgt M=C;, also Co(x)<C;.

b) Ist xZ(G) ein beliebiges von Z(G) verschiedenes Element von
G/Z(G), so ist xeCo({x))=G, also xeM, wo M ein C¢(x) enthaltender
maximaler Zentralisator von G ist. Damit ist jedes xZ(G) in einem der
Ci/Z(G) enthalten. Da C;n C;=Z(G) fiir alle i%j ist, bilden also die
C:/Z(G) eine Partition von G/Z(G). Da mit jedem Zentralisator auch
alle Konjugierten Zentralisatoren sind, ist die Partition normal.

LEmMMA 5.8. Ist U eine Untergruppe der ONU-Gruppe G, so ist U
abelsch oder eine DN -Gruppe.

BEwEIls. Ist U nicht abelsch und M ein maximaler Zentralisator
von U, so ist M=UnN, wo N#G ein Zentralisator von G ist. Da
alle maximalen Zentralisatoren von G abelsch sind, ist N, also auch M
abelsch. Damit ist jeder maximale Zentralisator von U abelsch, also U
eine DNT-Gruppe.

BEMERKUNG. Fiir 9-Gruppen gilt keine entsprechende Aussage,
wie man mit Hilfe von Lemma 5.5 leicht sieht.
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Satz 5.9. Die (endliche) Gruppe G ist genau dann eine nicht
auflosbare DN -Gruppe, wenn G eine der folgenden Eigenschaften hat:

1) G/Z(G)=PSL(2, p") oder PGL(2, p") und G'=SL(2, p"),
p eine Primzahl, p">3; oder

2) G/Z(G)=PSL(2, 9) oder PGL(2, 9) und G’=PSL(2, 9)".

Die (endliche) Gruppe G ist genau dann eine nicht auflosbare
D-Gruppe, wenn G entweder eine nicht auflésbare DNU-Gruppe (also
vom Typ 1) oder 2)) ist oder eine der folgenden Eigenschaften hat:

3) G/Z(G) ist eine Frobeniusgruppe mit Frobeniuskern F/Z(G),
und es ist FED, falls Z(F)=Z(G) ist. Ist K/Z(G) ein Komplement
zu F/Z(G), so ist K nicht auflosbar und Z(K)==Z(G).

4) G=G1 X A mit G1==Sz(2"), n=3, und A abelsch.

Bewels. Hat G Eigenschaft 1) oder 2), so ist G natiirlich nicht
auflosbar und nach Lemma 5.3 eine DIU-Gruppe. Hat G Eigenschaft 3)
oder 4), so ist G nach Lemma 5.5 bzw. Lemma 2.5 und 5.6 eine
D-Gruppe. Zu zeigen sind also nur noch die Umkehrungen dieser
Aussagen.

Sei dazu zunichst G eine nicht auflosbare ©-Gruppe und sei zur
Abkiirzung Z(G)=Z. Nach Lemma 5.7 besitzt G/Z eine normale Parti-
tion . Da G/Z nicht auflGsbar ist, folgt nach (4.2)

(5.9.1) G/Z=Sz(2"), n=3, PGL(2, p*) oder PSL(2, p"), p eine
Primzahl, p">3, oder eine Komponente von ¢ ist normalisatorgleich,
und G/Z ist eine Frobeniusgruppe.

Wir behandeln zuniichst den letzten Fall. Sei K/Z eine normali-
satorgleiche Komponente von ¢. Dann ist K ein maximaler Zentrali-
sator von G, also nach Folgerung 2.10 Co(K)=Z(K)sZ. Sei F/Z der
Frobeniuskern von G/Z. Da F nilpotent ist ([7], Hauptsatz 8.7, S. 499),
ist K nicht auflosbar. Ist Z(F)=Z(G), so sind wie im Beweis zu Lemma
5.5 die maximalen Zentralisatoren von F maximale Zentralisatoren von
G; es folgt also F€D. Damit ist G vom Typ 3). Wir haben also gezeigt:
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(5.9.2) Ist G/Z eine Frobeniusgruppe, so ist G vom Typ 3) des
Satzes.

Wir behandeln nun die anderen Fille. Sei hier H=G’Z. Da H/Z
einfach ist, ist H'’Z=H, also H/H’ zentral in G/H’ vom Index =<2.
Damit ist G/H’ abelsch, also H'=G’. Da H=H'Z ist, ist H"=H’, also
G”’=G’. Damit ist G’ n Z<(G")’ n Z(G’), und nach einem Satz von
Schur ([11], S. 99) folgt:

(5.9.3) G’ ist ein epimorphes Bild einer Darstellungsgruppe von
G'/G'nZ=H/Z.

Sei zundchst G/Z=Sz(2"). Wir wollen zeigen, daB die 2-Sylow-
gruppen von G/Z Komponenten der durch die maximalen Zentralisa-
toren induzierten Partition o sein miissen. Ist ndmlich P eine 2-Sylow-
gruppe von G/Z, so ist der Exponent von P gleich 4 ([9], (4.1), S. 26).
Ist also x eine Involution in Z(P) und U die Komponente von ¢, die
x enthdlt, so ist yeU fiir jedes Element yeP mit o(y)=4, da ja xy=yx
und o(x)=o(y) ist ([2], Lemma 2.1, S. 337). Ist z ein beliebiges Element
der Ordnung 2 von P, so ist ze Z(P) ([9], (4.1), S. 26), also mit y auch
zeU. Damit gilt P<U. Wire U>P, so wire U=V /Z mit einem ma-
ximalen Zentralisator V von G. Ist V=Cg(v), so folgt also U=<Cg/(vZ);
da P ein maximaler Zentralisator von G/Z ist (s. etwa den Beweis zu
Lemma 5.6), ist das unmoglich. Es ist also U=P, was wir zeigen wollten.
Wir haben also

(5.9.4) Ist G/Z=Sz(2") und ist P eine 2-Sylowgruppe von G/Z,
so ist P=M/Z mit einem maximalen Zentralisator M von G.

Der Schursche Multiplikator von Sz(2") ist fiir n>3 trivial ([1],
Thm. 1, S. 515). Ist also G/Z=Sz(2") mit n>3, so ist G'nZ=1, und
somit G=G’" X Z mit G'=Sz(2").

Sei nun G/Z=Sz(8). Wir wollen auch hier zeigen, daB G'nZ=1
sein muBl, nehmen also an, es wire G'nZ=1. Da G/Z einfach ist,
ist G=G'Z, also nach Lemma 2.5 C(G)=C(G) und damit G’ eine
D-Gruppe mit G'/Z(G')=S5z(8). Da der Schursche Multiplikator von
Sz(8) die Ordnung 4 hat ([1], Thm. 2, S. 515), ist G’ n Z eine 2-Grup-
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pe. Ist also S eine 2-Sylowgruppe von G’, so ist S nach (5.9.4) ein
maximaler Zentralisator von G’. Nach Folgerung 2.10 ist S=Cg(Z(S)),
also Z(S)# G’ n Z. Da sicherlich Z(S)/G'nZ<Z(S/G'nZ) ist und
auBerdem N¢6'nz(S/G’ n Z) transitiv auf den von 1 verschiedenen
Elementen von Z(S/G’n Z) ist ([9], (4.1), S. 26), folgt Z(S)/G'nZ=
=Z(S/G'n Z). Da N¢(S)/G’ n Z eine Frobeniusgruppe ist ([9], (4.1),
S. 26), ist G’ n Z=Z(Ns(S)). Damit haben wir

Z(8)/Z(Ne/(8))=Z(S/ Z(Nc«(SY)).

Wir wollen zeigen, daB das fiir die 2-Sylowgruppe eines epimorphen
Bildes von Sz(8)", das nicht zu Sz(8) isomorph ist, unmdglich ist. Sei
also K=Sz(8)", T eine 2-Sylowgruppe von K und N=Ng(T). Nach
einem bekannten VerlagerungsschluB (s. etwa [7], S. 642) ist Z(K)<T’,
also erst recht Z(K)<N’. Nach [1], S. 518 ist Z(K) isomorph zur
2-Komponente des Schurschen Multiplikators von N/Z(K); da [N : T |=7
ist ([9], (4.1), S. 26), ist der Multiplikator von N/Z(K) eine 2-Gruppe,
also Z(K). Da Z(K)<N’n Z(N) ist, ist N eine Darstellungsgruppe von
N/Z(K). Da Z(K)<N’ und N/Z(K) eine Frobeniusgruppe mit Frobenius-
kern T/Z(K) ist, ist T=N’. Die Kommutatorgruppen je zweier Dar-
stellungsgruppen von N/Z(K) sind isomorph ([7], Satz 23.6, S. 634);
T ist also zur Kommutatorgruppe einer beliebigen Darstellungsgruppe
von N isomorph. Damit ist (s. [1], S. 518)

T={(x1, x2, x3| X’ =Xn3X122 , X2 =Xp3XnX11X122 ,

X3£ =XpXuXs , X11=X12, X13=X1aX12 , X232=X121 ,

X=Xz, X3=X1z1, ¥m=1 (wobei xi;j=(x:, x;)

und xije=(x;; , X&) ist), ¥;=x%,=1 und

xij€Z(T) fiir alle i, j, k=1, ..., 3).
Dabei ist Z(N)={X1w1 , x12) und Z(T/Z(N))={xij|i, j=1, ..., 3)/Z(N),
jedoch (x12, x1))=xm>%1, also Z(T)/Z(N)s=Z(T/Z(N)). Sei schlieBlich
L eine Untergruppe der Ordnung 2 in Z(N). Ist L=(x1), so ist

(x2L, x:L)=xmL+#L, und ist Ls#{xm), so ist (xwL, x;L)=xmuL#L,
also auch hier immer Z(T/L)/Z(N/L)#=Z((T/L)/(Z(N)/L)). Das war
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zu zeigen. Es ist also G’ n Z=1 und damit auch fiir n=3 gezeigt, dal}
G’ =8z(2") und G=G" X Z ist. Wir haben also

(5.9.5) Ist G/Z=8z(2"), n=3, so ist G=G’" X Z und G’=8z(2").

Sei nun G/Z=PSL(2, p") oder PGL(2, p"), p eine Primzahl. Sei
zunidchst G'=PSL(2, p"), p ungerade. Dann ist G'n Z=1. Sei x eine
Involution in G’. Dann ist Cg(x) eine Diedergruppe (s. etwa (5.3.2));
es gibt also eine Involution yeCeg(x) mit y=x. Dann ist offenbar
(x, y)=<Cq(x) n Co(y)<Cq(x) n Cg(y); insbesondere ist Co(x) n Co(y)=Z.
Da G eine Q-Gruppe ist, miissen also Cg(x) und Ces(y) im selben
maximalen Zentralisator M enthalten sein. Ist ze G mit M=Cqs(z), so
ist M/Z<Cq;(zZ), also {Ce(x)/Z, Ce(y)/Z)=<Cs/z(zZ). Nach (5.3.2)
folgt Co(x)=Cq(y), also G'=G/Z=PSL(2, 5). Wegen PSL(2, 5)=
PSL(2, p"y'=SL(2, p") ist G hier vom Typ 1) des Satzes. Damit ist der
Fall G'=PSL(2, p"), p ungerade, erledigt; sei also im folgenden G’ nicht
zu PSL(2, p™), p ungerade, isomorph. Nach (5.9.3) ist aber G’ zu einem
epimorphen Bild von PSL(2, p*)" isomorph. Ist p"s«¢4 und 9, so ist
PSL(2, p")'=SL(2, p*) ([7], Satz 25.7, S. 646). Ist also p ungerade und
p"#9, so ist G'=SL(2, p"), da ja G’/G'n Z=PSL(2, p")#G’ ist. Ist p=2
und p"s=4, so ist PSL(2, p)=SL(2, p"), also gewil G'=SL(2, p"). Ist.
schlieBlich p"=4, so ist wegen PSL(2, 4)=PSL(2, 5) auch G/Z=
=PSL(2, 5) und G'=SL(2, 4) oder SL(2, 5)=PSL(2, 4)", also G von
der gewiinschten Form. Es bleibt der Fall p"=9 zu behandeln. Es ist
G’=PSL(2, 9)"/N mit N<Z(PSL(2, 9)") und | Z(PSL(2, 9)) |=6 ([7],
Satz 25.7, S. 646). Wir wollen zeigen, daB G'=SL(2, 9) oder PSL(2, 9)*
ist, d.h. daB | N|=3 oder 1 ist. Da G’ % PSL(2, 9) gilt, muB | N |#6
sein; es bleibt also der Fall | N |=2 zu betrachten. Hier ist | G’ n Z |=3.
Ist S eine 2-Sylowgruppe von G’, so ist S eine Diedergruppe der Ordnung
8. Ist also x die Involution in Z(S), so ist Ce(x)=S; ist ys%x ein
weiteres Element der Ordnung 2 in S, so ist y zu x konjugiert, ferner
S¥Cs(y), und damit enthilt Cs(y) eine von S verschiedene 2-Sylow-
gruppe T von G’. Erneut ist Co(x) n Co(y)=Z(G), also Cg(x) und
Cq(y) in einem maximalen Zentralisator M von G enthalten. Wie eben
miifite wegen (5.3.2) M/Z eine Komponente oder ein Normalisator einer
Komponente der im Beweis zu Lemma 5.3 beschriebenen Partition ¢
sein. Damit miifite | M/Z | entweder 2(p"—1)=16 oder 2(p"+1)=20
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teilen; M/Z kann also nicht 2 verschiedene 2-Sylowgruppen SZ/Z und
TZ/Z der Ordnung 8 von G’Z/Z enthalten. Damit ist gezeigt, daB
| G’ n Z |=3 unmdglich ist, daB also G’=SL(2, 9) oder PSL(2, 9)" sein
muB. Insgesamt haben wir

(5.9.6) Ist G/Z=PSL(2, p") oder PGL(2, p™). so ist G'=SL(2, p*)
oder PSL(2, 9)".

Damit ist die zweite Aussage des Satzes bereits bewiesen: die
Gruppen in (5.9.6) sind nach Lemma 5.3 91C-Gruppen; ist also G keine
OMT-Gruppe, so ist nach (5.9.1), (5.9.2) und (5.9.5) G vom Typ 3)
oder 4) des Satzes.

Da jede ONU-Gruppe eine D-Gruppe ist, haben wir zum Beweis der
ersten Aussage des Satzes nur noch zu zeigen, daB G keine HT-Gruppe
ist, wenn G vom Typ 3) oder 4) des Satzes ist. Ist G aber vom Typ
3) des Satzes, so ist K wegen Z(K)>Z(G) ein maximaler Zentralisator
von G, der nicht aufldsbar, also gewi nicht abelsch ist. G ist somit
keine ONT-Gruppe. Ist G vom Typ 4), so ist nach (5.9.4) T ein maxi-
maler Zentralisator von G, wenn T/Z eine 2-Sylowgruppe von G/Z
ist. Da die 2-Sylowgruppen in Sz(2") nicht abelsch sind, ist also T ein
nicht abelscher maximaler Zentralisator von G. Damit ist G keine 9C-
Gruppe und Satz 5.9 bewiesen.

Wir erwéhnen zwei Folgerungen aus Satz 5.9, von denen die zweite
vielleicht etwas tiberraschend ist.

KoroLLAR 5 .10. Ist G eine einfache N -Gruppe, so ist
G=SL(2,2"), n=2. Ist G eine einfache D-Gruppe, so ist G=SL(2, 2"),
n=>2, oder G=Sz(2"), n=3.

KoroLLAR 5.11. Ist GeDNU(k) und k gerade, so ist G aufldsba;.

BEwEls. Nach Satz 5.9 und Lemma 5.3 ist k=121 oder k=p**+
+p"+1 mit einer Primzahl p, wenn G cine nicht auflésbare DT (k)-
Gruppe ist. Da p?+p* offenbar gerade ist, ist also k fiir nicht auflds-
bare MU (k)-Gruppen immer ungerade.

Wir behandeln nun die auflésbaren 91T- und D-Gruppen.
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Satz 5.12. Ist G eine auflosbare NU-Gruppe, so hat G eine der
folgenden Eigenschaften:

1) G enthilt einen abelschen Normalteiler N vom Index p, p
eine Primzahl, ist aber selbst nicht abelsch.

2) G/Z(G) ist eine Frobeniusgruppe mit Frobeniuskern F/Z(G),
fiir die F und K abelsch sind, wenn K/Z(G) ein Komplement zu
F/Z(G) ist.

3) G/Z(G) ist eine Frobeniusgruppe mit Frobeniuskern F/Z(G).
Es ist K abelsch, wenn K/Z(G) ein Komplement zu F/Z(G) ist, sowie
Z(F)=Z(G), F/Z(G) eine p-Gruppe, p Primzahl, und Fe 9.

4) G/Z(G)=S(4) und V ist nicht abelsch, wenn V/Z(G) die
Kleinsche Vierergruppe in G/Z(G) ist.

5) G=A X P, A abelsch, P eine p-Gruppe in D, p Primzahl.

Umgekehrt sind die Gruppen in 1) bis 5) auflosbare DNU(k)-Gruppen,
wobei fiir k in dem einzelnen Fillen gilt:

1): k=|N: Z(G) |+1;

2): k=|F: Z(G) |+1;

3): k=|F: Z(G) | +m, wenn FeDU(m) ist;
4): k=13.

Ist G eine auflosbare D-Gruppe, so hat G die Eigenschaft 4) oder
eine der folgenden:

1) G ist nicht nilpotent; es ist aber G = QP mit einem nilpotenten
p’-Normalteiler Q, einer p-Gruppe P, p eine Primzahl, und es existiert
eine Untergruppe P; von P mit Z(P)<Py, | P : Py|=p, Py<Cx(x) fiir alle
x€Z(Q), Pi=Cp(x) fiir alle xe Q\Z(Q), Pi=Cp(x) fiir alle xe PI\\Z(P),
und es ist Z(P1)s= Z(P) oder Z(Q)# Co(P).

2"y G/Z(G) ist eine Frobeniusgruppe mit Frobeniuskern F]/Z(G),
und es ist Z(F)#Z(G)# Z(K) sowie K auflosbar, wenn K/Z(G) ein
Komplement zu F/Z(G) ist.

3") G/Z(G) ist eine Frobeniusgruppe mit Frobeniuskern F/Z(G).
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Es ist K auflésbar, wenn K/Z(G) ein Komplement zu F/Z(G) ist, sowie
Z(K)s Z(G)=Z(F), F/Z(G) eine p-Gruppe, p Primzahl, und Fe%D.

5y G=A X P, A abelsch, P eine p-Gruppe in ®, p Primzahl.

Umgekehrt sind die Gruppen in 1") bis 5") aufldsbare D (k)-Gruppen,
wobei fiir k in den einzelnen Fillen gilt:

1): k=|QP;: Co(P)Z(P) | +1;
2'): k=|F: Z(G) |+1;
3'): k=|F: Z(G) |+m, wenn FEeD(m) ist.

BEwEIs. Wir zeigen zunichst, daB eine auflosbare D-Gruppe G
eine der angegebenen Eigenschaften haben muB3. Nach Lemma 5.7 bilden
die Ci/Z eine normale Partition ¢ von G/Z, wenn die C; die maximalen
Zentralisatoren von G sind (sei wieder Z(G)=Z). Nach dem Satz von
Baer (4.1) hat G eine der folgenden Eigenschaften:

a) G/Z ist eine p-Gruppe, p Primzahl.

b) Eine Komponente von ¢ ist normalisatorgleich, und G/Z ist
eine Frobeniusgruppe.

¢) G/Z=8(4) und o besteht aus den maximalen zyklischen Unter-
gruppen von G/Z.

d) Es gibt einen nilpotenten Normalteiler N/Z von G/Z, der
eine Komponente von ¢ ist, mit |G: N |=p, p eine Primzahl, und
jedes nicht in N/Z gelegene Element von G/Z hat Ordnung p.

Im Fall a) ist offenbar G=A X P, A<Z, P eine p-Sylowgruppe
von G. Nach Lemma 2.5 ist C(G)=C(P), also P€® und damit G
vom Typ 5°).

Im Fall b) sei K/Z eine normalisatorgleiche Komponente von o
und F/Z der Frobeniuskern zu G/Z. Damit ist K ein maximaler Zentra-
lisator, also K=Cs(Z(K)), d.h. Z(K)#Z. Ist Z(F)#Z(G), so ist also
G vom Typ 2°); ist Z(F)=Z(G), so ist wie immer jeder maximale
Zentralisator von F ein maximaler Zentralisator von G, also Fe€®. F/Z
ist eine nilpotente Gruppe mit nichttrivialer Partition, also eine Primir-
gruppe ([2], (2.4), S. 338). Damit ist G vom Typ 3’).

Ist im Fall ¢) V/Z die Kleinsche Vierergruppe von G/Z, so ist
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V/Z in keiner zyklischen Untergruppe von G/Z, also in keiner Kompo-
nente von ¢ enthalten. Da jede abelsche Untergruppe von G in einem
maximalen Zentralisator enthalten sein muf}, kann also V nicht abelsch
sein. Damit ist G von Typ 4).

Sei schlieBlich G vom Typ d). Ist G/Z nilpotent, so ist G/Z nach
dem bereits zitierten Lemma von Baer eine Primérgruppe, also G vom
Typ 5). Sei also G nicht nilpotent. Da N nilpotent ist, ist N=Q X Py
mit einer p’-Untergruppe Q und einer p-Sylowgruppe P,. Da |G : N |=p
ist, ist G=QP und |P: P;|=p, wenn P eine p-Sylowgruppe von G
ist. Da N nilpotent ist, ist P1=<Cp(x) fiir alle xeQ. Ist xe Q\Z(Q), so
ist offenbar x¢Z(G), also nach Lemma 5.7 Cs(x)=<N. Insbesondere ist
Cp(x)=P n Ce(x)=P, . Ist x€Z(P), so ist Ce(x)E£N, also entweder xeZ
oder Co(x) n N=Z. Im letzteren Fall folgte Pi<Cq(x) n N=Z und somit
(IN: Z|, p)=1. Da jedes Element in G/Z\N/Z die Ordnung p hat,
wire also G/Z eine Frobeniusgruppe und G wie bereits gezeigt vom
Typ 2') oder 3’). Ist also G nicht vom Typ 2") oder 3’), so muB
Z(P)<Z, also Z(P)<N n P=P; sein. Ist schlieBlich xeP;\Z(P), so ist
xeN\Z, also Co(x)=<N, i.e. Cp(x)<P,. Da N ein maximaler Zentrali-
sator ist, ist Z(Q) X Z(Py)=Z(N)=Z, andererseits Z=Cqo(P) X Z(P)
(wegen Co(P)<Z(Q) und Z(P)<P:<Cp(Q)) und damit entweder Z(P;)>
#Z(P) oder Z(Q)#Co(P). Damit ist G vom Typ 1’) und die zweite
Aussage des Satzes bewiesen.

Sei nun G eine auflosbare DIU-Gruppe. Auch hier bilden die Ci/Z,
wo C; die maximalen Zentralisatoren von G durchlduft, eine normale
Partition ¢ von G/Z, wobei zusitzlich die C; abelsch sind. G hat also
wieder eine der Eigenschaften a) bis d) beziiglich dieser Partition o.

Im Fall a) ist wie eben G=A X P, A<Z und P eine p-Gruppe
in 91, also G vom Typ 5).

Im Fall b) sei wieder K/Z eine normalisatorgleiche Komponente
von ¢. Dann ist K als maximaler Zentralisator abelsch. Ist F/Z der
Frobeniuskern von G/Z, so ist F/Z ein o-zuldssiger Normalteiler von
G/Z. Ist F/Z eine Komponente, so ist F abelsch und G vom Typ 2);
ist F/Z keine Komponente, so ist wie immer Z(F)=Z und jeder
maximale Zentralisator von F ein maximaler Zentralisator von G, also
FeDNW und F/Z eine p-Gruppe, d.h. G vom Typ 3).

Fall ¢) ist erledigt, da gezeigt wurde, daB schon eine 9®-Gruppe
hier vom Typ 4) ist.
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Im Fall d) ist N abelsch, also G vom Typ 1).

Wir haben nun umgekehrt zu zeigen, daB jede Gruppe vom Typ 1)
bis 5) eine 9MNU-Gruppe und jede Gruppe vom Typ 1°) bis 5°) eine
D-Gruppe ist.

Sei zundchst G vom Typ 1), sei M ein von N verschiedener maxi-
maler Zentralisator von G und sei A eine maximale abelsche Unter-
gruppe von M. Dann ist Z(G)<Z(M)<A<M. Da |G:N|=p ist,
ist NA=G, also NnA<Z(G) und damit |A:Z(G)|=p. Es folgt
A=Z(M) und damit M=A. Es ist also GeDW, und dic maximalen
Zentralisatoren von G sind N und die | N : Z(G) | maximalen abelschen
Untergruppen M mit |M: Z(G)|=p. Es ist also GedN(k) mit
k=|N: Z(G) |+1.

Ist G vom Typ 2’), so ist G nach Lemma 5.5 in D(k) mit
k=|F: Z(G)|+1, wobei F und die Urbilder der Komplemente von
F/Z(G) die maximalen Zeniralisatoren von G sind. Sind die abelsch,
d.h. ist G vom Typ 2), so ist daher GeNU(| F : Z(G) |+ 1).

Ist G vom Typ 3°), so ist G nach Lemma 5.5 in ®(k) mit
k=|F : Z(G) | +m, wenn FED(m) ist, und die maximalen Zentralisatoren
von G sind die von F sowie die Urbilder der Komplemente. Ist also
Fe9N(m) und sind diese Urbilder abelsch, d.h. ist G vom Typ 3),
so ist also GEDN(| F : Z(G) | +m).

Sei nun G vom Typ 4) und sei o die Partition von G/Z, die aus
den maximalen zyklischen Untergruppen von G/Z besteht. Ist U/Z eine
Komponente von o, so ist also U abelsch. Ist nun M ein maximaler
Zentralisator von G, so ist M=Cs(x) mit einem xeG\Z. Ist U/Z die
Komponente von o, die xZ enthilt, so ist xeU, also U<Cq(x)=M.
Da V nicht abelsch und |V :Z|=4 ist, ist Z(V)=Z. Ist also S/Z
eine 2-Sylowgruppe von G/Z, so ist Z(S)/Z<Z(S/Z), also Z(S)<V
und damit auch Z(S)=Z. Da Z(M)=Z ist, muB also | M : Z |<6 sein.
Da M/Z(M) nicht zyklisch sein kann, ist also M abelsch. Wire MU,
so miiite M/Z elementarabelsch der Ordnung 4 sein. Wire also S/Z
eine M enthaltende 2-Sylowgruppe von G/Z und D/Z die zyklische
Untergruppe der Ordnung 4 in S/Z, so wire D abelsch, also
Z#=D n M=<Z(S), was nicht geht. Es ist also M=U; d.h. die maximalen
Zentralisatoren von G sind die U, fiir die U/Z eine Komponente von ¢
ist. Da o dreizehn Komponenten besitzt, ist also Ge9NT(13).

Ist G vom Typ 5) bzw. 5°), so ist wegen Lemma 2.5 G eine
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ON- bzw. eine D-Gruppe.

Es bleibt der Fall zu betrachten, daB G vom Typ 1’) ist. Hier
ist Z=Cqo(P) X Z(P), da Co(P)<Z(Q) (wegen P;=Cp(x) fiir alle
x€Q\Z(Q)) und Z(P)<P:=Cp(Q) ist. Da G ein nilpotentes p-Kom-
plement Q besitzt, ist Ng/z2(PZ/Z)=Ng(PZ)/Z nilpotent.

Damit ist auch Ng(PZ) nilpotent, also Q n Ng(PZ)=Cqo(P)<Z.
Damit ist Ng(PZ)/Z eine p-Gruppe, also No(PZ)=PZ und somit G/P,Z
eine Frobeniusgruppe mit Kern N/P,Z, wenn N=QP; gesetzt ist. Wit
wollen zeigen, daB Co(x)=<N fiir alle xeN\Z ist. Ist x¢P:Z, so ist
1#2xPi.ZeN/P.Z, also Ce(x)<N, da N/P,Z Frobeniuskern in G/P.Z
ist. Sei also xe P1Z\Z. Dann ist x=x1z; mit x,€P;, z1€ Z und Cs(x)=
=Cqs(x1); wir konnen also x€P; annehmen. Ware Co(x) £N, so existierte
ein ye G\N mit yeCs(x). Da G/P:Z eine Frobeniusgruppe ist, wire also
yPiZ in einem Komplement zu N/PiZ enthalten, d.h. yePoZ, mit einer
p-Sylowgruppe P, von G. Es ist y=yz; mit y1€Py, 2,6 Z. Da zz€N und
y¢N gilt, ist y1€N, also y1€Po\P:. Ist geG mit y#€P, so ist }*€P\P;
und y#€Cq(x#), also Cp(x?) £ P; . Da aber Cp(h)<P, fiir alle he P\\Z(P)
gilt und x*€P; ist, ist also x#€ Z(P), d.h. schlieBlich x=x*€Z, was nicht
der Fall ist. Es ist also Cg(x)<N fiir alle xe N\Z. Da

Z(N)=Z(Q) X Z(P)#Co(P) X Z(P)=Z

ist, ist N ein maximaler Zentralisator von G. Ist M ein von N ver-
schiedener maximaler Zentralisator von G, so ist M =Cg(x) mit einem
x€G. Da Co(y)<N fiir alle yeN ist, ist x¢ N. Ist yeMnN, so ist
x€Cq(y), also Co(y) £N, d.h. yeZ. Damit ist M n N=Z und folglich
|M:Z|=p. Es ist also GeD. Da jedes nicht in N gelegene Element
von G in einem von N verschiedenen maximalen Zentralisator von G
liegt, haben alle Elemente in G/Z\N/Z die Ordnung p, und es folgt
GED(|N: Z|+1). Damit ist Satz 5.12 vollstindig bewiesen.

Wir sind nun in der Lage, die folgende Verallgemeinerung eines
Satzes von Ito iiber DT-Gruppen (s. [8], Thm. 3, S. 27) zu beweisen.

Satz 5.13. Genau dann ist G eine D-Gruppe mit Z(G)=1, wenn
G entweder eine Frobeniusgruppe ist oder wenn gilt G=SL(2, 2"),
n=2, oder G=Sz(2"), n=3.

BewEeis. Ist G eine Frobeniusgruppe oder G=SL(2, 2") odet
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G=S8z(2"), so ist G nach Lemma 5.5, 5.3 bzw. 5.6 eine D-Gruppe und
auBerdem natiirlich Z(G)=1.

Sei also umgekehrt G eine D-Gruppe mit Z(G)=1. Ist G nicht
auflosbar, so ist G nach Satz 5.9 von der gewiinschten Form. Ist G
auflosbar, so ist G nach Satz 5.12 von einem der Typen 1’) bis 5°).
Wegen Z(G)=1 ist G nicht vom Typ 1°), 5°) oder 4). Ist G vom Typ 2’)
oder 3%), so ist G eine Frobeniusgruppe, was wir zeigen wollen.
Damit ist Satz 5.13 bewiesen.

Uber p-Gruppen in 9 14Bt sich verhaltnismiBig wenig sagen. Mit
Hilfe von Satz 4.4 erhalten wir aber

SATZ 5.14. Sei G eine p-Gruppe und GeD(k) mit k<p". Dann
ist c«(G)<n, wenn c(G) die Klasse von G ist.

BEwEgls. Nach Lemma 5.7 bilden die C:/Z(G) eine normale Par-
tition ¢ von G/Z(G), wenn die C; die maximalen Zentralisatoren von
G sind. Nach einem Satz von P. Hall (s. [7], Hauptsatz 2.11, S. 265)
ist G'<C&(ZAG)). Da G nicht abelsch ist, ist ZxG)=Z(G), also
Ce(Zy(G)) in einem maximalen Zentralisator N von G enthalten. Damit
ist N/Z(G)< G/Z(G), o-zuldssig und (G/Z(G)Y<N/Z(G), ferner na-
tiirlich Z(G)#=N#=G. Satz 4.4 ergibt wegen k=|o |<p" also

A(G/Z(GH<n—1,
d.h. c(G)Y=<n.

BEMERKUNG. DaBl sich die Abschéitzung fiir c(G) selbst fiir
91C-Gruppen nicht verbessern 14Bt, zeigt Beispiel 4.5. Ist némlich G
eine Diedergruppe der Ordnung 2"+2, n=>1, so ist GEDI (da G einen
abelschen Normalteiler vom Index 2 besitzt), ferner G/Z(G) eine Dieder-
gruppe der Ordnung 2"*!, und die von den maximalen Zentralisatoren
von G in G/Z(G) induzierte Partition ist genau die in Beispiel 4.5
beschriebene. Es ist also Ged(2"+1) und c(G)=n+1.

Ist GeDN, so 14Bt sich etwas mehr sagen.
Satz 5.15. Ist G eine p-Gruppe und GeN, so ist G metabelsch.
Ist p=2 und c¢(G)>2, so existiert ein abelscher Normalteiler N vom



Zentralisatorverbiande endlicher Gruppen 127

Index 2 in G. Ist p#2 und c(G)>p+1, so existiert ein abelscher

Normalteiler N von G mit elementarabelscher Faktorgruppe der Ord-
nung |G : N|<p”.

BeEwEels. Sei G eine p-Gruppe und GeINU. Ist ¢(G)=2, so ist
nichts zu zeigen; sei also ¢(G)>2. Nach Lemma 5.7 bilden die C:/Z(G)
eine normale Partition ¢ von G/Z(G), C; die maximalen Zentralisatoren
von G. Sei N=Cg(Z«G)). Dann ist G’<N, und wegen c(G)>2 ist
N#Z(G); da G eine DN-Gruppe ist, ist N ein maximaler Zentralisator
von G. Insbesondere ist N abelsch; da G’<N ist, ist also G metabelsch.

Wir betrachten nun G= G/Z(G) und bezeichnen wieder UZ(G)/Z(G)
mit U fiir jede Untergruppe U von G. Da Z(G)<G’'<N ist, ist
N=Ce(G")#G, also N=Cs(G") da ja N ein maximaler Zentralisator
von G ist. Da ZyG)<Cq(G') ist, ist also Z(G)<N. Ist somit xeG ein
Element der Ordnung #p, so ist x nach Lemma 2.1 aus [2] in N
enthalten. Damit enthdlt N die von den Elementen der Ordnung s<p
erzeugte Untergruppe H,(G). Ist p=2 und ¢(G)>2, so ist Exp (G)=2,
also HG)s1 und damit bekanntlich IE: HxG) |<2 ([6], Lemma 4,
S. 664). Da Hy(G)<N=G ist, ist also | G : N|=2, was zu zeigen war.

Sei nun ps2 und c¢(G)>p+1. Wire Exp (I_V):p, sO waire
Exp (G)=p, also ([10], Satz 3, S. 10) ¢(G)<p und damit c«(G)<p+1,
was nicht der Fall ist. Es ist also Exp (N)sp und damit, wieder wegen

Lemma 2.1 aus [2], Ce(N)=N. Das folgende Lemma, dessen Beweis
aus einer Modifikation von Argumenten in [4] besteht, ergibt nun

|G:N|<pL.

LEMMA 5.16. Sei H eine p-Gruppe, p>2, N ein (abelscher) Nor-
malteiler von H mit Cy(N)==N, H/N abelsch der Ordnung =p°~! und
x?=1 fiir alle xe H\N. Dann ist ¢c(H)=<p.

BEwEIs. Sei A die (multiplikative) Untergruppe des Endomorphis-
menringes E von N, die aus den Automorphismen von N besteht, die
durch Konjugation von Elementen von G induziert werden. Sei R der
Unterring von E, der von A erzeugt wird. Da H/Cx(N)=H/N abelsch
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ist, ist R ein kommutativer Ring mit 1. Wir zeigen zunéchst

p—-1

(5.16.1) X ¢'=0 fiir alle c€A mit o==1.

i=0

Ist ndimlich 120€A, so existiert ein s€e H\N mit x°=s"xs fiir alle
x€N. Dann ist x* =s xs' und somit

p—1 .
L p—-1
x1=0 =1I S—txsz:(xs—l)pspzl’

1=

da xs~! und s in H\N enthalten sind. Damit ist (5.16.1) gezeigt.
Wir beweisen nun fiir r=0, .., p—1 die folgende Aussage

(A,): Fir alle ¢, ..., 0p-1€A und fiir alle c€A mit U_I}do',-#l fiir
je

alle Teilmengen M von {p—r, ..., p—1} gilt:

r—1 r—1
Yo II (ot 1-P—1)=0.
i=r j=p—r !

(Ao) ist genau (5.16.1). Sei also (A,) fiir ein » mit 0<r<p—1 richtig,
seien Gp—r—1, ... , 0p-1EA und sei c€A mit o Il ;%1 fiir alle Teilmengen
jeM
M von {p—r—1, .., p—1}. Sei 1=0-0p—r-1. Dann ist 1:.1;14 ogi#1
jeM’
fiir alle Teilmengen M’ von {p—r, ..., p—1}. Wir wenden also (4,)
auf v~ und op—r, ..., Op-1, sowie ¢ und ¢p—,, ..., 0p—1 an und erhalten

durch Subtraktion:

r-1 N N p—1 ., 2
T ot (or,—1) I (o}**1"P—1)=0.

J=p-—r

Fiir i=r ist o’=",_, —1=0; die Summe beginnt also erst bei r+ 1. Ferner
ist fiir j=p—r—1 offenbar ¢i=%,_;=gi+*!-7,
Wir erhalten also

p-1 p—-1 .
T o I (eitit-P—1)=0.

i=r41 F=p—r—1
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Multiplikation mit o~! ergibt die gewiinschte Aussage (Ar.1).
Fiir r=p—1 erhalten wir

(5.16.2) Sind a1, ..., 0,-1€EA und existiert ein c€A mit oIl oj=1

jeM
fiir alle Teilmengen M von {1, ..., p—1}, so ist II(o'J —1)=0.
Da ¢1, .., 0p-1 hochstens p—1 Elemente smd gibt es hochstens
2°-'<pr~! Produkte HO‘, Es gibt also wegen | A |=p®~! mindestens

ein c€A, fiir das a“;é ILU, fir alle Teilmengen M von {1, ..., p—1}
]€
r—1

ist. Es ist daher l'I(o', —1)=0 fiir alle o;€A; da sich jedes ox als o/

schreiben 14Bt, haben wir schlieBlich:
p—1
(5.16.3) Es ist II (¢j—1)=0 fiir alle o;eA.
ji=1

Das ergibt (x, s1, ..., Sp-1)=1 fiir alle s;, ..., s,_1€H und x€N. Da
H’'<N ist, folgt (x, y, 81, ..., Sp-1)=1 fiir alle x, y, s;ie H, also c(Hy<p.
Das war zu zeigen.

Mit Hilfe von Satz 5.15 konnen wir eine Frage von Ito ([8],
S. 22) iiber Gruppen, deren von G verschiedene Elementzentralisatoren
alle die gleiche Ordnung haben, fiir 9T-Gruppen beantworten.

KOROLLAR 5.17. Ist G eine IU-Gruppe und ist | My |=| M. | fiir
je zwei maximale Zentralisatoren My und M, von G, so ist G=A X P
mit einer abelschen Gruppe A und einer p-Gruppe P der Klasse <p+-1.

BEwEls. DaB G=A X P mit einer abelschen Gruppe A und einer
p-Gruppe P ist, folgt aus ([8], Thm. 1, S. 21) oder unseren Sitzen
5.9 und 5.12. Natiirlich konnen wir A=1 annehmen. Wire &(G)>p+1,
so existierte ein abelscher Normalteiler N von G mit | G : N |<p?~! und
G’<N. Ist K ein N enthaltender und L ein weiterer maximaler Zentra-
lisator von G, so ist also |G: K|<p*™' und |K: Z(G)|<|G: L|=
=|G: K|<pr~!. Damit ist | G’ : Z(G) |<p®~!, also c(G)<p+1. Das
ist ein Widerspruch zur Annahme, womit das Korollar bewiesen ist.

Zum SchluB wollen wir noch durch ein Beispiel zeigen, daB der

Zentralisatorverband die Struktur einer Gruppe in recht geringem MaBe
festlegt. Nach Lemma 5.3 ist SL(2, p")eM(p*+p*+1). Ist nun G
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eine Diedergruppe der Ordnung 2m, so enthédlt G einen zyklischen
Normalteiler N vom Index 2, ist also nach Satz 5.12 in ONU(k) mit
k=|N : Z(G) |+1. Ist m ungerade, so ist Z(G)=1, also GeM(m+1);

ist m gerade, so ist |Z(G)|=2, also G(—:@K[%%—l]. Ist daher

m=2(p*"+p"), so ist GeNUp™"+p*+1).

Wir sehen also, daB eine Diedergruppe der Ordnung 4(p*+p™)
denselben Zentralisatorverband hat wie SL(2, p"). Insbesondere konnen
also eine (nichtabelsche) einfache (p=2) und eine metazyklische Gruppe
gleichen Zentralisatorverband haben.
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