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ÜBER SCHWACH HYPERZENTRALE RINGE

WALTER STREB *)

S. A. Jennings [2; Satz 1, S. 595 und 1; Satz 6.4., S. 353] hat
folgende Aussagen bewiesen:

Ist der zu einem Ring R assoziierte Lie-Ring nilpotent, so ist R"

nilpotent und R’ nil.
Ist der zu einem Ring R assoziierte Lie-Ring nilpotent und R

auflösbar, so ist R von endlicher Klasse.
Hierbei sei unter Verwendung der Bezeichnungen

R’ das von R o R erzeugte Ideal von R und

R" das von R o (R o R) erzeugte Ideal von R.

In dieser Arbeit wollen wir ähnliche Aussagen für schwach hyper-
zentrale Ringe gewinnen.

Ein Ring R heißt schwach hyperzentral, wenn

für jede Elementenmenge M von R mit 0 c M c R gilt.
Zu unterscheiden ist hierbei zwischen

Inklusion und strikter Inklusion A c B.

*) Indirizzo dell’A.: Walter Streb - 857 Pegnitz - Leibnizweg 10. Bundes

republik Deutschland.
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Die Klasse der schwach hyperzentralen Ringe umfaßt die Klasse derjeni-
gen Ringe, deren assoziierter Lie-Ring nilpotent ist. Wir erhalten im
wesentlichen folgende Aussagen über die Ringe R", R’, R und den von
R o R erzeugten Unterring ~R von R:

Ist R schwach hyperzentral, so ist R" hyper-R"-annullierend in

R, R’ hypernilpotent in R, R hyperkommutativ und 1R hyperzentral.
Ist R schwach hyperzentral und R’ hyper-R’-annullieren,d in R,

so ist R hyperzentral.
Zum Verständnis des Inhaltes der obigen Aussagen schließen wir

die Zusammenstellung der in dieser Arbeit verwendeten Bezeichnungen
und Definitionen ab:

Menge aller x mit den Eigenschaf ten ...
bezeichnen immer ganze Zahlen größer oder gleich 0

Komplement von in dem betrachteten
Situation zugrundeliegenden Gesamtring R

Ende eines Beweises

bezeichnen immer assoziative Ringe

von erzeugtes Ideal in dem der betrachteten
Situation zugrundeliegenden Gesamtring R

von Ad R erzeugter Ring

von A e R erzeugter Modul

Idealeigenschaften « A ist E-Ideal in R »:

A heißt kommutatives Ideal in R, wenn A o A = 0.

A heißt zentrales Ideal in R, wenn R o A=0.

A heißt nilpotentes Ideal in R, wenn 

A heißt }-annullierendes Ideal in R, wenn { n(mR) }A = o.
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S heißt }-epimorphes Bild von R, wenn es einen Epimorphismus
H von R auf S gibt, so daß H-1(o) c j(iR) 1.

Unter Bezugnahme auf die Idealeigenschaften « A ist E-Ideal in R »
definieren wir:

} heißt hyper-E in R, wenn es zu jedem 
Bild S von R ein E-Ideal A in S gibt mit 0 c A c (i(iS)

R heißt hyper-E, wenn R hyper-E in R ist.

Wegen R"={2(’R)L } und R=(o(°R)) } sind somit alle in

den obigen Aussagen verwendeten Begriffe geklärt.
Herrn Professor Dr. W. Specht und Herrn Dr. H. Heineken danke

ich für wertvolle Hinweise, mit denen sie diese Arbeit unterstützt haben.

LEMMA 1. Für Ideale A und B von R gilt:

BEWEIS. Sei b E B und r, seR. Da B Ideal von R ist, gilt

und wegen * auch

Hieraus folgt (1). Zweimalige Anwendung von (1) erbringt

LEMMA 2. Ist A Ideal von R und B c R, so gilt:

BEWEIS.

folgt unmittelbar mit Lemma 1.( 1 ).

Wir setzen 

FüraeA, bEB und r, sER gilt:
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Mit * folgt weiter

Aus A o ~{ B } c C jedoch folgt unmittelbar die Behauptung. 11

LEMMA 3. Jedes epimorphe Bild S eines schwach hyperzentralen
Ringes R ist schwach hyperzentral.

BEWEIS. Sei H Epimorphismus von R auf S und 0cMcS. Da
R schwach hyperzentral ist und 
Es folgt Somit ist S schwach

hyperzentral. 11

SATZ 1. Für jeden Ring R sind folgende Aussagen gleichwertig:
(a) R ist hyperzentral.
(b) R ist schwach hyperzentral und R’ ist hyper-R’-annullierend

in R.

BEWEIS.

(a) ~ (b). R ist schwach hyperzentral: Sei Man wählt A
maximal in der 0 aber nicht R enthaltenden Menge
(B B ist Ideal von R, BcM),. Weiter sei C/A zentrales Ideal in R/A
mit A c C. Es folgt 0 M;2Cg;M.

R’ ist hyper-R’-annullierend in R: Da mit R auch R’ hyperzentral
in R ist, läßt sich zu jedem R’-e~pimorphen Bild S von R ein zentrales
Ideal A in S mit 0 c A c S’ wählen. Nach Lemma 1.( 1 ) ist S’AC

c ( S - A= 0.

(b) ~ (a). Sei S ein R’-epimorphes Bild von R. Man wählt ein
S’-annullierendes Ideal A in S mit Oc:AcS’. Da S nach Lemma 3
schwach hyperzentral ist, gilt Demnach gibt es

mit Wegen S o a=0 und S’a=0 ist
nach Lemma 2 (al } zentrales Ideal in S. Aus folgt

R’ ist also hyperzentral in R. Da weiter R/R’ als kom-
mutativer Ring hyperzentral ist, ist auch R hyperzentral. 11
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LEMMA 4. Für M c R mit R o (R o M) = 0 gilt:

BEWEIS. Sei beRoR und r, s, 

Hiermit gilt auch

Insgesamt folgt (2). 3

SATZ 2. Ist R schwach hyperzentral, so ist R" hyper-R"-annul-
lierend in R.

BEWEIS. Sei S ein R"-epimorphes Bild von R. Wegen S"&#x3E;0 ist

o (o 0) d S. Da S nach Lemma 3 schwach hyperzentral ist, gilt
0(0 ~(0 O))g; 0 (0 0). Es folgt für M : = S o (0 (0(00))), daß S o und

gilt. Anwendung von Lemma 4 liefert 
wobei gilt. o

LEMMA 5. Ist 1 nilpotentes Ideal in R, so ist 1 auch
1 -annullierend in R.

BEWEIS. Sei S ein Bild von R. 
ist nilpotent, da 1 nilpotent ist. Es läßt sich deshalb m ? 1 so

wählen, daß und Brn -r 1 == 0 gilt. Bm ist also B-annullierend in S
mit Hiermit folgt die Behauptung.. ·

SATZ 3. Ist R’ / R" nilpotentes Ideal in R/R", so sind folgende
Aussagen gleichwertig:

(a) R ist hyperzentral.
(b) R ist schwach hyperzentral.
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BEWEIS.

(a) (b) folgt aus Satz 1.

(b) # (a). Nach Satz 1 ist lediglich zu beweisen, daß R’ hyper-R’-annul-
lierend in R ist. Nach Lemma 5 ist R’/R" hyper-R’/R"-annullierend
in R/R". Deshalb bleibt zu beweisen:

R" ist hyper-R’-annullierend in R.

Sei S ein R"-epimorphes Bild von R. Da nach Satz 2 R" hyper-R"-
annullierend in R ist, läßt sich ein S"-annullierendes Ideal A in S

wählen mit " Mit R’/R" ist auch S’/S" nilpotent und deshalb
(S’)n c S" mit n &#x3E; 1. Da = 0 gilt, ist entweder S’A = 0 oder
es läßt sich m &#x3E; 1 so wählen, daß und (S’)m+lA ---- 0 gilt.
Im ersten Fall ist A ein S’-annullierendes Ideal in S mit 0 c A c S",
im zweiten Fall ist ein S’-annullierendes Ideal in S mit

LEMMA 6. Jeder Unterring S eines schwach hyperzentralen Ringes
R ist schwach hyperzentral.

BEWEIS. Aus 0CMCS folgt 0CCSUMCR. Wegen o (CSUM)C
CCSUM gibt es sES, so daß sEM und gilt.
Hiermit ergibt sich die Behauptung. ·

LEMMA 7.

(1) Sei S Unterring von R, MCS und C Ideal von S:

(2) Seien A, B c R :
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BEWEIS.

Es reicht zu zeigen,
Für a, beD und reR gilt:

(2) Sei und reR. Wegen

(b) ergibt sich aus (a) durch Anwendung von (1) auf

(3) Wir beweisen: für 

Für n = 0 ist die Aussage trivial. Den Induktionsschluß von i auf

i + 1 leistet (2)(b) angewendet auf A : =B : = ZR.

Wir zeigen: 
Für jeden Unterring S von R mit gilt: 
Für m = 0 ist die Aussage trivial. Den Induktionsschluß von i auf
i -E-1 erbringt (2)(a) angewendet auf A : = S und B : = IS.
Beide Schritte zusammen beweisen (3). ·

LEMMA 8. Sei und B das von erzeugte Ideal von
iR. Folgende Aussagen sind gleichwertig:

(a) A ist hyper-B-annullierendes Ideal in IR.

(b) { A 1 ist hyper-(m("R))-annullierendes Ideal in R.

BEWEIS. Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Gleichwertig-
keit der folgenden beiden Aussagen:

(c) A ist B-annullierendes Ideal in iR.

~(d) { A 1 ist }-annullierendes Ideal in R.

(c) ~ (d). Nach Lemma 7.(3) gilt R 0 I. Es folgt
für a E A und r E R und damit die

Behauptung.
(d) ~ (c) ist trivial. ·

SATZ 4. R ist hyperzentral genau dann, wenn R schwach hyper-
zentral und ’R hyper-1R-annullierend ist.
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BEWEIS. Die Behauptung folgt mit Satz 1 bei Anwendung von
Lemma 8 

LEMMA 9. Ist R" hyper-R"-annullierend in R, so ist (lR)’ hyper-
(lR)’-annullierend in IR.

BEWEIS. Anwendung von Lemma 7.(1) auf M : = R o R, S : = R
und C : =R" erbringt 

Also gilt:

Wegen * ist mit R" auch {OR/} hyper-R"-annullierend in R.

Mit * folgt weiter, daß auch {(1R)’} hyper-(1’R)’}-annullierend in R

ist. Anwendung von Lemma 8 auf A : = (IR)’ und m : = n : = 1: =1

erbringt, daß hyper-(1R)’-annullierend in IR ist. ·

SATZ 5. Ist R schwach hyperzentral, so ist 1R hyperzentral.

BEWEIS. Nach Lemma 6 ist ’R schwach hyperzentral. Nach Satz 2
ist R" hyper-R"-annullierend in R. Nach Lemma 9 ist demnach (iR)’
hyper-eR)’-annullierend in ’R. Nach Satz 1 ist insgesamt 1R hyper-
zentral. ·

LEMMA 10. Sei S : =RI,( (n R) 1:
Ist "R schwach hyperzentral, so gilt:

( 1 ) } ist hyper-{2(nR)}-annullierend in R und

BEWEIS. Wir setzen D : _ { ~(nR) }.

(1) Nach Satz 2 ist (nR)" hyper-(nR)"-annullierend in nR, da nR
schwach hyperzentral ist. Nach Lemma 8 angewendet auf i : = n, m : = 2
und A : _ (nR)" ist D hyper-D-annullierend in R.

(2) Die Inklusion * im Beweis von Lemma 9 angewendet auf
nR liefert { ~(nR~ }. Folglich ist 
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BEWEIS. Seien a, b, c, d, e, feT. Es gilt:

Indem man * beachtet und in ~ ~ e und f geeignet wählt, folgt

und

LEMMA 12. Sei T Unterring von S:

BEWEIS. Seien a, b, c, d E T und r, s E S. Setzt man in

und rechnet nach den Distributivgesetzen aus, so erhält man neun Sum-
manden. Wir weisen nach, daß jeder dieser Summanden 0 ist, wobei
evt. multiplikative Faktoren r und s o.B.d.A. getilgt seien. Hierzu wenden
wir Lemma 11 auf T an. Wegen r o a, läßt sich jeder
Summand bis aufs Vorzeichen in einen Ausdruck überführen, der sich
bei geeigneter Buchstabenwahl einem der in Lemma 11 angegebenen
Typen unterordnet. Demnach ist jeder Summand gleich 0. Hieraus folgt
(a 0 b )r(a 0 b )s(a 0 b) = o. Entsprechend weist man nach, daß

Insgesamt folgt die Behauptung..

SATZ 6. Folgende Aussagen sind gleichwertig:
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(a) R’ ist hypernilpotent in R.

(b) R ist hyperkommutativ.

(c) Zu jedem R’-epimorphen Bild S von R gibt es einen Unter-
ring T von S, so daß ror=)0 und (T o T) o (T o T ) = 0.

BEWEIS.

(a) ~ (~b). Da R/R’ hyperkommutativ ist, bleibt zu beweisen, daß
R’ hyperkommutativ in R ist. Sei deshalb S ein R’-epimorphes Bild von
R. Man wählt ein nilpotentes Ideal A in S mit 0 c A c S’ und weiter
n &#x3E;_ 1 so, daß 0 c An und An ist dann ein kommutatives Ideal
in S mit 0 c An c A c S’.

(b) # ,(c). Sei S ein R’-epimorphes Bild von R. Man wählt ein

kommutatives Ideal A in S mit 0 c A. Sei P maximal in der A enthalten-
den Menge (Q Q ist Ideal von S, Wegen 0 e S’ ist

P c S. Man kann demnach ein kommutatives Ideal C/P in S/P wählen
mit 0 c C/P. Da C Ideal in S ist, gilt Wegen P c C und der
Maximaleigenschaft von P ist Weiter gilt 
Wir setzen deshalb T : =C.

(c) ~ ~(a). Sei S ein R’-epimorphes Bild von R und T wie bei (c)
gewählt. Es gibt a, b E T mit a ~ b ~ 0. Nach Lemma 12 folgt {~o&#x26;}~=0,
wobei gilt. ·

SATZ 7. Aus folgt, daß R hyperkommutativ ist.

BEWEIS. Es reicht Bedingung (c) von Satz 6 nachzuweisen. Sei

S ein R’-epimorphes Bild von R. Aus "R =0 folgt Wegen S’=30
ist m ? 2. Es läßt sich deshalb n &#x3E; 1 so wählen, daß und 

gilt. Für T : =n-1S gilt (T o T) o (T o T) = 0 und nach Lem-
ma 7.(3) auch 

Wir bemerken, daß die im folgenden auftretende Voraussetzung « nR
ist schwach hyperzentral » die Bedingungen « nR = 0 » und « R ist

schwach hyperzentral » zu Spezialfällen hat.

SATZ 8. Ist nR schwach hyperzentral, so ist R’ hypernilpotent in
R und R hyperkommutativ.

BEWEIS. Nach Lemma 10 ist A hyper-A-annul-



409

lierend in R und damit hypernilpotent in R. Da für S : = R/A nach
Lemma 10 n+ZS = 0 gilt, ist nach Satz 7 S’ = R’/A hypemilpotent in

R/A. Insgesamt ist R’ hypernilpotent in R. Nach Satz 6 ist R auch

hyperkommutativ. Z
SATZ 9. Ist nR schwach hyperzentral und R/R’ nil, so ist R

hypernilpotent.

BEWEIS. Nach Satz 8 ist R’ hypernilpotent. Es bleibt zu beweisen,
daß S : = R/R’ hypernilpotent ist. Sei T epimorphes Bild von S mit
T ~ 0. Man wählt Aus mit m &#x3E; 1 und folgt
{a’}m=0. ·

SATZ 10. Ist nR schwach hyperzentral, so ist R’ nil. Ist nR

schwach hyperzentral und R/R’ nil, so ist R nil.

BEWEIS. Nach Satz 8 bzw. Satz 9 ist R’ hypernilpotent in R bzw.
R hypernilpotent . Bekanntlich ist dann R’ bzw. R nil. ·.
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