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SULLE DISTRIBUZIONI VETTORIALI
DI UNA VARIABILE DEBOLMENTE QUASI PERIODICHE

GIULIANO BRATTI *)

§ 1. Da un lavoro di Amerio [1] si ricava la seguente definizione:
(siano R i reali con la topologia usuale, B uno spazio di Banach sui com-
plessi C, B’ il suo duale).

Der. Una mappa f: R—> B si dice debolmente quasi periodica
(d.q.p.) se Vae€B’, aof, R—> C, & quasi periodica secondo H. Bohr.

In questa nota si da l’estensione della definizione di Amerio al caso
delle distribuzioni vettoriali di una variabile, studiandone qualche con-
seguente proprieta. In particolare si ottiene:

a) nel § 2, una caratterizzazione topologica dello spazio vetto-
riale delle distribuzioni soddisfacenti la definizione estesa, mediante la
e-topologia tensoriale di Grothendieck ([10], pag. 434);

b) nel § 3, si dimostra che ’estensione della definizione di Ame-
rio coincide con la « naturale » estensione della definizione scalare quasi
periodica. Nel fatto: una distribuzione scalare T di dominio D (D
definito come in § 2) si dice quasi periodica se l'insieme delle sue tra-
slate (=xT) & relativamente compatto in B’ duale forte di Dy .

E naturale, allora, pensare che, se E & uno spazio vettoriale topolo-
gico, una forma lineare e continua T di 9D in E si dica quasi periodica,
se, ancora, l'insieme delle sue traslate (txT) & relativamente compatto
in L(Dpr ; E), spazio delle forme lineari e continue di D, in E, quando

*) Indirizzo dell’A.: Seminario Matematico Universita, 35100 Padova.
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quest’ultimo ha la topologia della convergenza uniforme sui limitati di

D ;

¢) nel § 4, si definisce una mappa di valor medio vettoriale per le
distribuzioni soddisfacenti la definizione estesa e di dimostra che sussiste
un teorema analogo al teorema di unicita dello sviluppo di Fourirer, gia
classico per le funzioni e distribuzioni scalari quasi periodiche e per le
funzioni vettoriali fortemente quasi periodiche, per le distribuzioni con-
siderate;

d) nei §8 5 e 6, dopo la definizione di distribuzione vettoriale
fortemente quasi periodica e lo studio di qualche sua proprieta, si ot-
tiene un teorema analogo a uno di Amerio, precisamente: se B & uno
spazio di Banach e se la distribuzione TeLy(Dr*; B) é debolmente
quasi periodica, essa ¢ quasi periodica (in senso forte) se e solo se
(T-A)={(T-9), VoeA}, A limitato in D, & relativamente compatto
in B.

§ 2. Sia 9. lo spazio vettoriale delle funzioni complesse di varia-
bile reale, indefinitamente derivabili, con ogni loro derivata, ed esse
stesse, appartenenti a L'; su 9.*, un sistema di intorni di zero sia costi-
tuita dai V(m, €), m naturale, € reale positivo,

Vim, €)={feD: supf|D"f|dx§a},
p=m

D risulta F-spazio, [7], pag. 199.

Il duale forte di D sia B’; il sottospazio di B’ delle distribu-
zioni quasi periodiche sia &B;, (in [7], tale sottospazio & indicato con
il simbolo &B;,).

6 sia lo spazio vettoriale delle funzioni complesse di variabile reale,
indefinitamente derivabili, con la topologia vettoriale dell’uniforme con-
vergenza su ogni compatto di R, i reali, delle funzioni e di ogni loro
derivata; & & uno spazio di Fréchet. &’ sia il duale forte di &.

Per altro, nel seguito E & sempre uno spazio vettoriale topologico,
localmente convesso, di Hausdorff, con topologia debole, E,, completa.
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Der. 1. In Ly=Ly(Dr; E,), spazio vettoriale su C, i complessi,
delle forme lineari e continue T di D in E, con la topologia vettoriale
dell’uniforme convergenza sui limitati di D12, T si dice debolmente quasi
periodica (d.q.p.) se 'T : E'— &', E’ duale di E,, 'T(a)=ea-T, ha co-
dominio B’ q.p.

Se a€E’, Yp: Ly —> B, Yu(T)=0a o T, & continua; anzi, b topologia
posta su L, & la meno fine che rende continue le Y, Va€E’. Indicato
con Laqp. il sottospazio di L, delle T d.q.p. risulta:

Lagp.= N{Y;4(RB,,), Va€eE’),

intersezione in Ly .

Poiche¢ &, & chiuso in &', Laqp. € chiuso in Ly; L, & com-
pleto, poiché ®;* & metrico ed E, completo; allora Lqqp. , con la topo-
logia relativa da L; , € g)mpleto. _

Si ha: Lagp.=E; Q: B, (X. & il completamento della e-topolo-
gia di Grothendieck su E. ® &, ).

Per provare l'isomorfismo di sopra, sara dimostrato che:
a) EQ &’ ¢ denso in Lagyp. ;
b) ¥ Ligp.—> Le (E'm; 53(’1.p.)y WT)=0r, or(@)=a-T, a€eT’,

N

¢ isomorfismo topologico (m su E’ & la topologia di MacKey; L. ha
la topologia dell’uniforme convergenza sugli equicontinui di E’, duale
di E,).

DIMOSTRAZIONE. a) sia O =9f(A, V), A limitato in D, V in-
torno di zero in E,, un intorno di zero in Laqp. U DU(A, V1), dove
Vi={u€E, | ax(u)|<e, k=1, 2, .., n; & reale positivo, ax€E’ linear-
mente indipendenti}.

Scelto u;e N {Ker (a;), j=i}, con afu)=1, se T€Laqyp si ha:

T— Siu @ (010 TIEU(A, VIS,

Nel fatto: se @(x)€A,

ol T @) —oul %i ucioT-@)]l=(aroT-@)—(axe T -9)=0;

25
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b) dimostriamo che {(T) appartiene a L. (E'm ; &B;,).

Sia A limitato in Dp: AN B, , A® in B’, & intorno di zero
in B, (T-A)=U{(T-9), p€A} ¢ totalmente limitato in E,; allora
T'((T-A))-, estensione convessa bilanciata e chiusa di (T-A), &€ com-
patta in E.,, [12], pag. 113. {T({T-A))")° & in E’ m-intorno di zero;
se ae{T((T-AN) e ox)€A: |{(aoT-9)|<1. Cid implica {T)€eL,
(E’m; $;.p.)

Y ¢ iniettiva: se Y(T)=0, allora Va€E’, oo T=0: per il teorema
di Hahn-Banach T=0.

Y & suriettiva: sia ¢: Em—>B.,; ¢: Em—> B e, quindi,
o : E’s— B’s & ancora continua, [10], pag. 367.

14

E continua anche la trasposta di ¢: '@ : (B's)'m—> (E's)m . Ma (B'5)m=
=D ed E=(E’,) sicche ‘¢ : D2 —> E,. Poiché¢ ao’‘9=0(a)eB’ q.p.,
Y(p)=9€L. (E'm; &' q.p.)

{y & continua e aperta:

U{a}, ANBy,)={T€eL.: a-TeA’NEB,, , Vae{a}l,
{e} equicontinuo di E’, & intorno di zero in L. . {a})°, polare di {a} in E,
¢ intorno di zero in E, ; allora I’intorno di zero in Lagp. , (A, {a]?),
¢ mappato da ¢ su U({a}, A°N B, ,).
Poich¢ L. (E'w; &B,,) subordina su E,Q &B;, la etopologia,
Ld.q.p.:Ecr ®s 53:”,_ .

OsSERVAZIONE 1. Sia B uno spazio di Banach sui complessi e B,
B con la sua topologia debole. €={f: R—> B, f continua e limitata},
su C la topologia vettoriale sia quella dell’'uniforme convergenza su R.
Se B, ¢ completo C & completo; € contiene le funzioni debolmente
quasi periodiche di Amerio. Indicato con Cggqp. il sottospazio di C
di tali funzioni esso & chiuso in € e, quindi, completo. Indicato con
Cup. lo spazio vettoriale delle funzioni complesse, di variabile reale,
quasi periodiche secondo H. Bohr, con la topologia dell’'uniforme con-
vergenza su R si ha, come sopra, Ca.qp.=Bs Q. Cqp. -

La caratterizzazione trovata per Caqp. equivale ad un teorema di
approssimazione delle feCaqp, mediante polinomi trigonometrici vet-
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toriali: fe@ & d q.p. se e solo se esiste qualche rete di polinomi tri-
gonometri vettoriali che I'approssima.

OSSERVAZIONE 2. Sia Bep.={f: R—>C, fe@=, quasi periodica
secondo Bohr, assieme ad ogni sua derivata}. Si ha: E @ &Bqp. denso
il’l Ld_q,p, .

DimMosTRAZIANE. E sufficiente tener presente che Bqp. ¢ denso in
&y, [7], pag. 206.

§ 3. Per la caratterizzazione delle T€Laqp. si hanno i seguenti:

a) Sia T€Laqp.: (t1xT), heR, ¢é relativamente compatto in Ly .
Viceversa: Se TeL, e (=xT) & relativamente compatto in Ly, T€aqp.
(se heR e @(x)eDr, (T -9)=(T-op(x+h))).

Il concetto di mappa trasposta permette di enunciare a) anche cosi:

a’) Sia TeLy: T€Lagp. se e solo se (t4'T), 'T: En—> R, &
relativamente compatto in L. (E'n, ; $B’).

La caratterizzazione delle distribuzioni scalari quasi periodiche in
[7], pag. 206, b) e la definizione di funzione d.q.p. danno luogo a:

b) sia D il dominio delle distribuzioni scalari: T€L, & d.q.p. se
e solo se {T:-y(x—1t)): R—>E, & d.q.p. Vy(x)eD.

¢) Sia TeLy. Posto O0r(h) : R— Ly, 0r(h)==,T, T & d.q.p. se e
solo se O7(h) soddisfa la proprieta di Bochner generalizzata (da ogni rete
Or(h+h.) si puo estrarre una sottorete, 0r(h+hi;) convergente, uniforme-
mente rispetto a heR, in Ly).

DiMOSTRAZIONE. a) Si fa uso del fatto che in uno spazio vetto-
riale topologico completo i concetti di « precompatto » (totalmente limi-
tato) e di « relativamente compatto » coincidono.

Sia T€Lqqp. ¢ sufficiente dimostrare che (t,T) & precompatto in
Ly rispetto ad intorni di zero del tipo 94 =94(A4, {a]%), A limitato in
D, a€E, {a)’={u€eE: |a(u)|<1}.

Se (7xT) non fosse precompatto in L, esisterebbe 9f intorno di zero
in L, tale che una relazione del tipo:
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et T+%U ... Ut T+9%, n< 4 oo,

non & mai vera. Si pud estrarre allora da (t.T) una sequenza (ts,T)
con la proprieta:
Ty T €T T+UU .. U, T+O%.

Poiche a-Te&B,, e ao(tl)=7n(aoT), da =p(eoT) si pud
estrarre una sottorete convergente in &, . Indicato con V l’intorno di
zero in B, V={QeB’': | (Q-A) |<1} esiste jo=jo(V) tale che se ji € j
sono =jp si ha:

| (Thill(d o T)—Thijz(a, [ T)A) |_<_€.

Assurdo.

Viceversa. sia (t.T) relativamente compatto in L; .

Se a€E’, Y : Ly—> B’ & continua; valendo {Yu(tiT)}={Tn(et o T)},
a-TedB,, Allora T ¢ d.q.p.

a') Per la dimostrazione di a’) & sufficiente tener presente che
la mappa {, usata nella caratterizzazione topologica di Laqp. in § 2,
con dominio Ly e codominio L. (E'n; $") & la mappa di trasposizione
ed & isomorfismo topologico.

b) Sia T€Lagyp. ; se a€E ¢ Y(1)ED,
o Te-y(x—1))=((ao T)-y(x—1)), x€R.

Poich¢ aoTe&B;,, Va€eE’, (T.-y(x—t)) ¢ funzione, di R in E,, d.q.p.
Viceversa: se {(T:-y(x—1t)) & d.q.p., a{T:-y(x—t)) & quasi perio-
dica. Valendo cid Vy()€D, aoT & quasi periodica: allora T & d.q.p.

¢) Per la dimostrazione di ¢) & sufficiente tener presente che se
la rete T; converge a Q in L,, allora <:T; converge a 7+Q, uniforme-
mente rispetto a A€R.
Cid a causa del fatto che se ACDx & limitato, (trd)={p(x+h),
VoeA, VheR} & ancora limitato in Dy .

N

OsSeERVAZIONE 1. Se E, non & completo a) continua a valere se
si sostituisce a relativamente compatto, precompatto.
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OSSERVAZIONE 2. La dimostrazione di @) realizza quanto affermato
in b) del § 1.

OsseERVAZIONE 3. La dimostrazione di b) prova, implicitamente,
che se o()eDr*, (T:-p(x—t)), funzione di R in E,, & d.q.p.; & suffi-
ciente tener presente che 9 & denso in Dr*. Allora, se @(t)eD*, esiste
una sequenza, Yi(t)€XQ, con lim; vi(t)=o(#); poiche si ha: lim; y{x—1t)=
=@(x—t) uniformemente rispetto a x€R, si ha, pure,

(Tryx—1)) =>(T:i-p(x—1)).

§ 4. Sia uQTEEQ® B'av; se a€E e se M: B, —>C ¢ la
mappa lineare del valor medio delle Te &, , si ha:

Moo (u @ T)]1=M(T)o(u).

Si consideri i @M : E; Q. B, > E, Q. C, i identita in E.,
I Q:Mlu@:T]l=u @ M(T), i ®- M ¢ continua, [10], pag. 439; si pud
quindi estendere in uno ed un solo modo, per continuita, a E, Q. ;.
con valori in E, ®. C. Indicata con M, tale estensione M; si pud pensare
con codominio E. Assumiamo M; come mappa lineare di valor medio vet-
toriale delle T d.q.p.

Sia AeéR e au(T), T€Lagyp. , sia cosi definito:
an(T)=M[ ( exp. —2mi\x)T].

Si ha: Va€eE’, a[a(T)]=ane-T), a:(Q), Qe B, , definito come
in [7], pag. 208.

DIMOSTRAZIONE. Sia T€Laqp.: T=1im;S; in Laep., S;=XIf;,
ur @ TreE @ R, . Risulta facilmente:

(exp. —2mihx)S;=Zur ® (exp. —2widx)Tx .
La proprietd dei limitati in ®* da:

(exp. —2mihx)S; — (exp. —2wihx)T
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in Laqp. . Allora
a(T)= lim; Mi[( exp. —2mihx)S;] = lim; ZPa(Tr)ux .
Ne segue:
alan(T)]= lim; ZPar(Tr)oluz).

E, anche, limjacS;=aoT in &B;, e, a causa della continuita di
M su &, ,

lim; ax(e o S;)=an(at o T).
La dimostrazione & compiuta.

OsSERVAZIONE 1. Segue facilmente, da sopra, se ax(T)=0, VA€R,
T & identicamente nulla.

DIMOSTRAZIONE. Se ax(T)=0 VA€ER, ao T & tale che axoo T)=0
VAeR. Allora oo T=0 Va€eE’. Ricordando il teorema di Hahn-Banach,
T=0.

OsSERVAZIONE 2. Il significato delle ax(T) & quello di coefficienti

di Fourier vettoriali delle T d.q.p. Si ha, come enunciato in ¢) § 1,

T\=T,, T1r e T2 d.q.p., se e solo se {a(T)her={@(T2) hex .

OSSERVAZIONE 3. Sia g: R — E, funzone d.q.p.

E naturale pensare il r

lim 1/T f g(x)dx
T +oo
0

come valore medio vettoriale di g. Sia T, : Q= E,,

+ o0

(Tg-tp):fg(x)q)(x)dx: toTg=Tso,, a€E".

Si ha:

T
M{(Tp)= lim 1/T f g(x)dx.
0
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DIMOSTRAZIONE. Sia

a€E : alMi(To)]l=ala(Te)]=aoa o Te)=ay(Tog)=
T T

= lim 1/Tfa(g(x))dx=a[rlim 1/ng(x)dx].
0 0

To +o0

Valendo la relazione di sopra per ogni a€E’ la dimostrazione &
compiuta.

L’osservazione 1 e quest’ultimo risultato danno una conferma della
accettabilita di M; come mappa di valor medio vettoriale delle distribu-
zioni d.q.p.

§ 5. Sia B uno spazio di Banach sui complessi C.

DEF. 2. In Ly=Ls (D:*; B), spazio vettoriale su C delle forme
lineari e continue T di Qi in B, con la topologia dell’uniforme con-
vergenza sui limitati di D, T si dice (fortemente) quasi periodica,
(q.p.), se linsieme delle sue traslate, (t+T), h€R, in Ly, relativamente
compatto.

E evidente che il sottospazio di Ly, Lqp., delle T che sono q.p.,

¢ chiuso; poiché L, & completo anche Ly, , con la topologia relativa
da L; , & completo. Risulta: Se f : R — B & quasi periodica, T; : D —> B,

(Tf'<p)=ff(x)<p(x),

¢ quasi periodica; 'insieme delle T; é denso in L q.p.

DimMOSTRAZIONE. La prima affermazione dipende dal fatto che in
C=C{f: R— B, continue ¢ limitate} con la topologia vettoriale del-
I'uniforme convergenza su R, se f(x) & quasi periodica, {f(x+h), VheR}
¢ relativamente compatto. Indicato con Cg, (B) il sottospazio di &
delle funzioni quasi periodiche, ¢ pensato Cqp. (B) come sottospazio
di Ly, la topologia relativa da L, & meno fine dell’originale.

Per la dimostrazione della seconda affermazione si premettono i
seguenti lemmi:
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a) se TeL, e {a} & un equicontinuo nel duale B’ di B, {aoT} ¢
limitato in &B’;

b) se TeLy, o(t) e Y(HeD,
({Te-ox—1)) - Y(x) ) =((T:-Y(x+1) ) - 0(x)).

Per a) si ha: il polare di {a} in B, {a}°, & intorno di zero. Conside-
rato V=V(A, {a}Y), intorno di zero in L, se A & limitato in D.*, pT,
p€R, & contenuto in V. Cid implica: p{aoT}cU=U(A, | |<1) con U
intorno di zero in &B’. Allora {ao T} & limitato in &B’.

Per b) si ha (T;-p(x—t)) : R—> B & scalarmente derivabile e, quin-
di, continua [9]; poiche {@(x—1)}xer € limitato in D, (Ti-@(x—1))
¢ limitata e, quindi, il simbolo ({T:-o(x—1¢))-Y(x)) ha significato.

Se aeR’,

a[{({T:-px—1)) - Y(x)) I=({(a o T)i- px—1)) - U(x) );

sicche & sufficiente dimostrare b) nel caso che Te&’.
In B’ & denso B 1Y), [7], pag. 202; se f(t) € &B, facili calcoli danno:

((f(BD) - p(x—1)) - Y(x) ) =({f(x) - U(x+1) ) - p(x) ).
Sia Te®B’: T= lim; fi(t), f(t)e B, cid implica:
(T:-p(x—1t)) = lim; {fi(t) - p(x—1))

¢ la convergenza ha luogo uniformemente rispetto a xeR. Allora:

l(Tx-cp(x—t))-dJ(x))=f(Tz-m(x—t)W(x)dx:

1) Bsia lo spazio vettoriale delle funzioni di variabile reale, complesse, inde-
finitamente derivabili, limitate con ogni loro derivata. Su & la topologia vetto-
riale sia quella che ha un sistema di intorni di zero nei V(m, &)= {f &,

sup | D?f | <e, m naturale, ¢ reale positivo}. & & uno spazio di Fréchet.
p<m
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=lim; f (1) o(x — 1) Wi(x)dx =1lim; f (H®) Y(x+1))o(x)dx=
- f (T e+ 0)p(e)dr={ (To-lx+1))-0(x) ).

Da a) e b) segue: sia ai(x)€D, a;(x)—> 8, § la distribuzione di
Dirac, la convergenza avendo luogo in &’ come in [7], pag. 166.
Sia T€Lqp. ¢ V=V(A, {a}’) un intorno di zero in L, :

| a[{({T-aifx—1))-Ux))—(T-¥)] |=
=| {({(ao T at(x—1)) - Y(x)) = (o T-Y(x)) | =
=] (o(x)- (o Tl +1)) ) —(8- (a0 T)-Y(x+1))) |=
= {ai(x)—8-( (o T)e-Y(x+1))) |.

Per a): ((aoT)d(x+1)), U(x)eACD* limitato, ae{a} B’ equi-
continuo, & limitato in &, poiche i limitati di & sono limitati anche in

&, liniezione i: # —> & essendo continua, se jo & opportuno, Vji=js
si ha:

| Coi(x)—8-((ao T)-Y(x+1))) |<1.
Allora:
(Ti-aix—1t))—TeV se j=jo.

Poiché (T:-aj(x—1t)) & quasi periodica, la dimostrazione &€ compiuta.

La dimostrazione di sopra da, subito: T€L, e quasi periodica se e
solo se (T y(x—t)) : R—> B & quasi periodica Vy()eD. (Estensione
ad caso vettoriale di b) [7], pag. 206).

DimosTRAZIONE. 1l tipo di convergenza in L, rende la condizione
necessaria evidente.

Per la condizione sufficiente si ha: (T.-y(x—t)): R— B, quasi
periodica Vvy(t)eQ implica, secondo affermazione del teorema di sopra,
che T & approssimata da funzioni quasi periodiche. Poiché Ly, & chiuso
anche la condizione sufficiente & dimostrata.
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OSSERVAZIONE 1. Se f:R— B & d.q.p. senza essere q.p., e se ¢
uniformemente continua, Ty ¢ d.q.p. senza essere q.p.

DIMOSTRAZIONE. Si supponga Tt q.p. Se a;(x) —> & come in [7],
pag. 166 si ha: ((Ty):-a{x—¢t)) quasi periodica. Se V & intorno di zero
in B chiuso, convesso, bilanciato, py, seminorma associata a V & cosi
definita: py(x)= inf. p. Si ha:

p=0, pxeV
+1/j +1/j
pvlf(x)—{(Tp):- ai(x—1))1=pv[ f ai()f(x)dt— f fx—t)a;(t)dt] =
+1/i W +1/i -
=pv[ f ([ f(x)—f(x—1)]dt] < f pvlf(x)—f(x—1t)]a;(t)dt.
-v/i —1/i

Poich¢ f(x) ¢ uniformemente continua se j & opportuno,

prlf(x)—f(x—H]=1.
Ci¢ implica:
+1/j

f pvlf(x)—fx—H)]a(t)dt<1.

=1/j

Allora: f(x) & approssimata uniformemente rispetto a xeR da fun-
zioni quasi periodiche. Assurdo. Si garantisce, cosi, l'esistenza di distri-
bnzioni vettoriali che sono d.q.p. senza essere q.p.

§ 6. Le dimostrazioni nel § 5 ed il teorema di approssimazione
delle funzioni vettoriali q.p. mediante polinomi trigonometrici vettoriali
[2] danno il teorema citato in d) § 1: Condizione necessaria e suffi-
ciente al fine che T d.q.p. sia q.p. & che VA limitato in D, (T-A)=
={(T-9), VoeA}CB sia relativamente compatto.

DIMOSTRAZIONE. La condizione & necessaria.

Sia V=V{ueB: ||u||<m, n reale positivo} intorno di zero in B.
Se A & limitato in D e se € & un reale positivo, esiste un polinomio
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trigonometrico a coefficienti in B, tale che, se T€Lgy,. , si ha:

[ (T-9)—(P-0)||=<¢, VoeA,
P il polinomio.

(P-A)={(P-9) VpeA} & relativamente compatto in B, poiche
sottoinsieme limitato di un sottospazio vettoriale di dimensione finita
di B. Ne segue: esiste

{m, w2, ..., ua} B, n< + oo,
con
(PA)(_:u1+VUuz+VU o Uup+V.
Se
Vi=VyueB, || ul||=n+e}
si ha: se p(x)eA
(T -0)—(P-0)||<e

€, poiché
1 {P-@)—u:|l<m
per qualche
we{u, vy, o Un), || (T-0)—u:||<n+e
Allora:

(TA)Q:_H1+V1UM2+V1U v UtV
{T-A) & precompatto in B .

DIMOSTRAZIONE 1. La condizione é sufficiente.

Si fa uso del teorema di Amerio [1] e dell’ultima proposizione
del § 5.

T :9Dr— B & senz’altro continua poiché 'immagine di ogni limi-
tato & limitata e D & spazio di Fréchet.

Se v(H€D, O(x): R—>B, 0(x)=(T;-y(x—t)) & d.q.p. poiche &
d.g.,p. T; 6(x) ha codominio relativamente compatto poiche {0(x),
Vx€eR} ¢, in B, I'immagine mediante T del limitato A={y(x—1¢),
VxeR)} di Q2. Allora 0(x) & q.p. VyY(1)eD. Ne segue: T & q.p.
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DiMOSTRAZIONE 2. La condizione sufficiente, come dimostrato di
sopra, fa uso di un teorema, quello di Amerio, formulato per le fun-
zioni. Se si suppone B con topologia debole completa, tale condizione
pud essere dimostrata direttamente. Nel fatto: si supponga (t»T) non
precompatto in L,. Esiste U=U(A, || ||<e)={TeLs: || (T-A)||<¢}
e una sequenza, (t,T)C(74T) con la proprieta:

t TéwT+UU .. Ut T4+U.

Visto che B ha topologia debole completa, il fatto che T sia d.q.p.
implica la possibilita di estrarre dalla sequenza -(<»;T) una sottorete,
(Thii T), con lim; -r;,,.iTzQ in Lagp. . Si pone, per brev1ta Th;, T b;;

possibile determinare la rete {¢@;)c A con: || (b;-9;)—(bj, cp,) [|>
>1>0, 1 conveniente, j° un successivo di j. In base alle ipotesi: da
(bj-@;) si pud estrarre una sequenza, (bj,; (piu) convergente a un u; €B;
da (bj,-9;,) si pud estrarre una sequenza, (bi'uv'(Pfuv) convergente in
B verso un u.
Per non complicare le notazioni si pud supporre: lim; (b;-@;)=ui,

lim; (b; , @;)=u, in B e, senz’altro, || us—uz ||=n. Esiste aeB’ con:

| () — o(wz) | =h>0. Poich® bj—>Q in Lagp., @obj—>aoQ in
&B’; cio implica: esiste jo tale che, se j e j'=jo

| (aobj-@))—(acbi-;) |<h/2 Vi.

Sicche, | a(u)—a(uz) : |<h/2. Assurdo.
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