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ELEMENTI INDIPENDENTI RISPETTO AD UN IDEALE

GIUSEPPE VALLA *)

Introduzione.

La nozione di « indipendenza » fra gli elementi di un anello locale
A rispetto al suo ideale massimale M, introdotta sotto altro nome da
Northcott in [4], si estende immediatamente al caso di una coppia co-
stituita da un anello commutativo A e da un suo qualunque ideale a. Nel
presente lavoro ci proponiamo di confrontare il massimo numero di
elementi a-indipendenti (numero indicato con sup(a)) con l’altezza
h(Q) dell’ideale.

La prima proprietd di carattere generale che si riesce a stabilire €
la seguente

(1) sup (2)<h(a)

valida per ogni ideale & di un anello noetheriano A.

La (1) viene stabilita dapprima nel caso A integro, & ideale primo
(vedi teorema 2.2). La prima redazione manoscritta di questo lavoro
conteneva una dimostrazione del teorema 2.2 sotto ulteriori ipotesi molto
restrittive (si supponeva che A fosse il localizzato, in un ideale primo,
di un’algebra affine integra e che a fosse il suo ideale massimale). Suc-
cessivamente il prof. D. Rees mi ha informato che una prima dimostra-
zione del teorema 2.2 & contenuta nella tesi di E. Boger [1]. Qui ripro-
duco una dimostrazione inedita del suddetto teorema dovuta al prof.

*) Indirizzo dell’A.: Istituto di Matematica, Universita di Genova, via L. B.
Alberti.

Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita dei gruppi di ricerca del Comitato
Nazionale per la Matematica del C.N.R.
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Rees {(che ringrazio vivamente per la cortese comunicazione) e che si
fonda sul teorema 2.1 anch’esso dovuto al prof. Rees.

Il passaggio dal teorema 2.2 alla disuguaglianza (1) in generale,
viene ottenuto nel modo seguente. Si dimostra dapprima la (1) per una
coppia (A, m) costituita da un anello locale e dal suo ideale massimale,
usando un procedimento di riduzione al caso integro che si articola nei
vari enunciati del numero 3. Quindi nel n. 4, si giunge al risultato nella
sua forma pili generale, mediante un opportuno lemma di localizzazione.

Nel numero 5 si dimostra che la (1) & sempre una uguaglianza quan-
do & & una intersezione di ideali primi. A tal fine si estende dapprima
ad anelli semilocali un risultato ottenuto da Northcott per anelli locali:
precisamente, si prova che se A ¢ un anello semilocale noetheriano
ed & ¢ il suo radicale risulta allora sup (8)=h(&). Si perviene poi
alla conclusione usando il lemma di localizzazione gia citato.

Nel numero 6 si osserva infine che, se gr(4) denota il grado
di a, si ha sempre gr (&)=< sup (&); per cui, negli anelli di Macaulay,
la (1) € una uguaglianza per ogni ideale & di A. Tuttavia cid non &
vero in generale: si da infatti ’esempio di un anello A (non di Macaulay)
e di un suo ideale & (non intersezione di primi) per cui risulta

gr (a)= sup (a) <h(A).

1. In questo numero si richiama la nozione di dipendenza rispetto
ad un ideale, per un sistema di elementi di un anello A e si dimostrano
alcune proprieta elementari relative a tale nozione. Gli anelli sono sem-
pre supposti noetheriani, commutativi e con identitad. Gli anelli vengono
indicati con lettere maiuscole, gli ideali con lettere gotiche.

Se A & un anello, con il simbolo dim A indichiamo la dimensione
di Krull dell’anello A.

Diremo che gli elementi a1, @2, ..., @m di un anello A (generanti un
ideale non necessariamente proprio), formano una A-successione, se a;
non & divisore dello 0 in A/(a:, ..., ai—1), per ogni i (1=<i<m).

Se & & un ideale di un anello A, chiameremo grado di @ e lo deno-
teremo gr (&), il massimo numero di elementi di a formanti una A-
sucessione.

Indichiamo poi con A(&) ’altezza (o rango) di un ideale a.

Infine col simbolo (A4, m) indichiamo un anello A locale con ideale
massimale m.
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DerINizIONE 1.1. Siano A un anello, & un suo ideale proprio,
a, ..., a, elementi di A. Diremo che questi elementi sono « indipendenti
rispetto ad & » oppure « 8-indipendenti » se per ogni forma non nulla

F(X:1, ..., X)eA[Xy, ..., Xu],
tale che F(a;, ..., a,)=0, risulta

F(Xy, .., Xn)€aA[Xy, ..., Xu]
(ossia tutti i1 coefficienti di F sono elementi di a).

Osserviamo che ogni elemento invertibile dell’anello A & &-indipen-
dente, qualunque sia I'ideale & dell’anello A.
Si ha pure questa

ProposizioNE 1.2. Siano A un anello, & un suo ideale, ay, ..., Gn
elementi di A. Se n=2 e ay, ..., a, sono d-indipendenti, allora a, , ..., Gn
appartengono ad a.

Prova. Se infatti a;¢a, consideriamo la forma, di grado n—1,
G(Xl, ceey Xn):diX1 Xi_1Xi+1 Xn—01X2X3 Xn.

Si ha chiaramente G(a;, ..., a.)=0 e non tutti i coefficienti di G sono
in &. Assurdo, da cui la tesi.

Questa proposizione e la osservazione precedente ci suggeriscono
quindi di limitare la nostra attenzione a quegli elementi &-indipendenti
che appartengono ad &. Quindi d’ora innanzi parlando di elementi &-in-
dipendenti supporremo sempre che tali elementi appartengano ad a.

ProOPOSIZIONE 1.3. Signo A un anello, & e b due ideali di A. Se
acb, elementi a-indipendenti sono pure b-indipendenti.

Prova. Ovvio per la definizione 1.1.

ProprosizioNE 1.4. Siano A un anello, & un suo ideale, ay, ..., Gn
elementi Q-indipendenti. Allora ogni sottoinsieme di {a:, ..., a.} & costi-
tuito da elementi a-indipendenti.
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Prova. Basta osservare che se i<mn, risulta chiaramente
A[Xl, veey X,]CA[Xl 9 seey Xi, seey Xn].

PrOPOSIZIONE 1.5. Siano A un anello, & un ideale di A, a,, ..., ax
elementi A-indipendenti; sia poi b=(a,, ..., a,) U'ideale di A generato da
Ay v, Gn. Se

F(Xl, veey Xn)GA[X1 5 ey Xn]

¢ una forma di grado s, tale che F(a, ..., a,)€eabs, risulta allora che
tutti i coefficienti di F(X1, ..., X,) stanno in Q.

Prova. Infatti se F(a, ..., a,)eab® si ha che

Fla, ..., a))=G(a;, ..., a,)
ove
G(X1, .., Xn)EA[X:, ..., Xu]

¢ una forma di grado s che ha tutti i coefficienti in a. Allora
(F-GXay, ..., an)=0 ¢

(F-G)X1, .., Xn)EA[X1, ..., Xu]

¢ una forma di grado s; si ha dunque che (F—G)Xi, ..., X») ha tutti
i coefficienti in & e quindi anche tutti i coefficienti di F(Xi, ..., X.)
sono elementi di &, come si doveva dimostrare.

Terminiamo questo numero con una definizione:

DEFINIZIONE 1.6. Siano A un anello, & un suo ideale. Porremo
sup (&) =estremo superiore degli neN tali che & contenga n elementi
&-indipendenti.

Si provera che sup (a) ¢ finito (cfr. teorema 4.2) e quindi coincide
con il massimo numero di elementi di & che sono a-indipendenti.
Se (A, m) & un anello locale, scriveremo sup A invece che sup (m).

2. Incominciamo in questo numero il confronto tra sup (&) e l’al-
tezza di a. Esaminiamo il caso in cui A ¢ un anello integro ed & & un
suo ideale primo .
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N

Se a ¢ un ideale di un anello noetheriano A, e se a;, ..., 4, € un
sistema di generatori di &, possiamo considerare I’anello graduato

Ra=Alait, ..., at],

dove t € una indeterminata su A.
n
Si vede facilmente che R* & costituito da tutte le somme Y ¢t
r=0

dove c,€a’ e con la convenzione che a°=A. Osserviamo ancora che se
b ¢ un ideale di A, l'ideale DR, & costituito dagli elementi del tipo

n
Y ¢t dove c,eba.
r=|
Si prova questo risultato:

TeorREMA 2.1 (Rees). Siano A un anello, ay, ..., a, elementi di A,
a l'ideale generato da ai , ..., a,, ¢ b un ideale di A tale che boa. Al-
lora ay, ..., a, sono b-indipendenti se e solo se 'omomorfismo naturale
(A/w)[ X1, ..., X;] = Ra/bR, & un isomorfismo.

ProvAa. Consideriamo ’omomorfismo
o: (A/o)[ X1, ..., X,]— Ra/bR,

cosi definito: se F(Xy, ..., X,) € una forma di grado s con coefficienti
in A ese F(X1, ..., X,) & la forma che si ottiene riducendone i coeffi-
cienti modulo b, poniamo allora o(F) uguale alla classe residua modulo
bR, di F(ait, ..., at). Si vede facilmente che questa & una buona defi-
nizione e che I’omomorfismo ¢ cosi definito & un omomorfismo omoge-
neo di grado O ed & inoltre surgettivo. Proveremo che ¢ & iniettivo se
e solo se a1, ..., a, sono D-indipendenti.

Sia dapprima ¢ iniettivo; sia poi

F(X,, .., X)eA[X:, ..., X/]
una forma di grado s tale che F(a, ..., a,)=0. Allora essendo
F(ait, ..., at)=Fa , ..., a,)f

risulta @(F)=0 e quindi F(X:. .., X,)=0, ossia tutti i coefficienti di
F(Xi, ..., X,) stanno in b.
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Viceversa siano a , ..., a, D-indipendenti.
Poiché Ker ¢ & un ideale omogeneo, per provare che Ker ¢=(0)
basta far vedere che ogni elemento omogeno di Ker ¢ ¢ nullo. Ora se

F(Xy, ... X)e(A/)[ X1, ..., X/]
& una forma di grado s tale che @(F)=0, cid significa che
F(ait, ..., at)=F(a1, ..., a, ) €bRa

e quindi F(ai, .., @)ebas; dalla proposizione 1.5 segue allora che
F(X:, .., X,) ha tutti i coefficienti in b e quindi F(X;, ..., X,)=0.
Siamo ora in grado di provare questo risultato:

TEOREMA 2.2. Siano A un anello integro e P un suo ideale primo.
Risulta allora

sup (P)=<h(P).

Prova (Rees). Siano a1, ..., a.€A r elementi P-indipendenti. Per il
teorema 2.1, se indichiamo con & l’ideale generato da a, ..., a,, risulta

(A/)[ X1, oy X;1=Ra/PRa.

Ora se F ¢ il corpo dei quozienti di A, F(¢t) & il corpo dei quozienti di
Ra. Si ha inoltre PR.DOP; essendo poi PR.cPA[t] e pA[t]NA=)p
risulta PRaNA=P . Ancora, se k & il corpo dei quozienti di A/P,
k(Xy, ..., X;) & il corpo dei quozienti di (A/P)[X:, ..., X,]. Applicando
la disuguaglianza della Appendice 1, proposizione 2 di [7], vol. II, si
ottiene:

(1 A(PRy)+ gr.tr k(X1 , ..., X;)<h)+ gr. tr.r F(2).

Ora essendo PR.DOP=(0) &€ PRa=(0) e quindi A(PR,)>0. La tes
segue dunque dalla (1).

3. In questo numero consideriamo un anello locale (A, m) e pro-
viamo che sup A< dim A. Proveremo ci0 dapprima nell’ipotesi che A
sia ridotto e quindi elimineremo tale ipotesi.
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TeorREMA 3.1. Sia (A, M) un anello locale ridotto. Risulta allora
sup A< dim A.

Prova. Siano Pi1, ..., P- i primi minimali di A. Per ogni i=1, ..., r
A/p: & un anello integro e quindi per il teorema 2.2 risulta

sup A/P:< dim A/p; Vi=1, ., r
Sia dunque

0: A— D A/p;
i=1

I'omomorfismo di anelli cosi definito: per ogni a€A

o(@)={oia), ..., o(a)}

ove @i: A—> A/pP; & la proiezione canonica sul quoziente. Risulta
Ker ¢=(0) in quanto per ipotesi A & ridotto. Ora se d= dim A, &
d= dim A/P: per ogni i=1, ..., r. Quindi se consideriamo d-+1 ele-
menti di A, siano a1, ..., @41, si ha che per ogni i=1, .., r

oila1), ..., aa+1)

non sono M/pindipendenti in A/P;. Allora per ogni i=1, ..., r esiste
una forma
Fi(Xl 3 eeey Xd+1)¢mA[X1, seey Xd+1]

di grado s;, tale che @:[Fiai, ..., as;1)]=0. Consideriamo allora

G(X1 3 ey Xd+1):F1(X1 3 weey Xd+1) Fr(X1 3 eeey Xd+1).

Si ha che
G(Xy, ..., Xd+1)¢rﬂA[X1 s eeny X,1+1]
perche MA[X:, ..., Xas1] € un ideale primo; G(Xi, ..., X441) & d’altra
parte una forma di grado s= Y s; tale che G(ai, ..., aa+1)=0. Infatti
i=1

1

si ha:

o[Gai, ..., as)]=0l I_IIFi(al, vy das)]=
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={o( I_[lFi(al R FERY ) I ¥ _l—_IlFi(al s s Adi1))}=

={ E@[Fi(al s e Adi)]y ey Etpr[Fi(al s ey da41)]}=0

N

perché ciascuna componente & prodotto di fattori uno almeno dei
quali si & visto essere nullo. Per il fatto dunque che ¢ & iniettiva si
ha che G(ai, .., a4+1)=0. Abbiamo cosi provato che se d= dim A,
d+1 elementi di A non sono mai M-indipendenti. Quindi veramente:
sup A< dim A.

Al fine di eliminare l'ipotesi che l’anello A sia un anello ridotto
ci servira il seguente

LEMMA 3.2 Siano A un anello, P un ideale primo di A e
¢: A—> A/V(0) la proiezione canonica sul quoziente. Risulta allora:

sup (P) =< sup ((P)).

ProvA. Faremo vedere che r elementi P-indipendenti in A, indivi-
duano r elementi ¢(P)-indipendenti in A/ V (0). Siano dunque ai, ..., &, €P
elementi p-indipendenti; proviamo che o¢(a1), ..., ®(a;)€@®) sono @(P)-
indipendenti. Sia

G(Xi, .., XNEWA/VON[X:, ...y X/]

una forma di grado s, tale che G[o(a1), ..., 9(a-)]=0. Se

F(Xi, ..., X)€eA[X1, ..., X/]
¢ una forma di grado s, che si ottiene da G(X:i, ..., X;) rilevandonﬂn
A i coefficienti, si ha che ¢[F(a:, ..., a-]=0 e quindi F(ai, ..., a,)€ V (0);
allora esiste un intero positivo ¢ tale che:

[F(al 3 eeey ar)]t:Ft(al 5 eeey ar):()-

Ma

F[Xi, ..., X, ]JeA[X,, ..., Xi]

¢ una forma di grado ts, quindi per la supposta P-indipendenza di
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a, .., 4 si ha:
F«(X:i, ... X)ePALX:, ..., X.1;

ma PA[X;, ..., X;] & un ideale primo e quindi si conclude che
F(X1, .., X)epALX,, ..., X.].
Ma cido implica chiaramente che G(X:, .., X,) ha tutti i coefficienti

in o(P).

Veniamo infine al seguente

TEOREMA 3.3. Sia (A, M) un anello locale. Si ha allora
sup A< dim A.

H)VA. Osserviamo che dim (A/ V(0))= dim A ovviamente. Poi
A/V(0) & un anello locale ridotto e quindi per il teorema 3.1 risulta

sup (A/ V (0))< dim (4/ V (0)).
Per concludere basta dunque osservare che per il lemma 3.2
sup A< sup (A/V (0)).

4. In questo numero proviamo che per ogni ideale & di un anello
noetheriano A risulta

1¢)) sup (R)<h(a).

Oserviamo intanto che & sufficiente provare la (1) per ogni ideale primo
p dell’anello A. Infatti se P1, ..., P- sono i primi minimali di &, per la
proposizione 1.3 risulta

sup (&)< sup () Vi=1, ., r
€ se
sup (D) <h(D:) Vi=1, .., r
si ha anche
sup (@) <h(}) Vi=1, .., r

e quindi sup (A)<h(Q).
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Allora se P & un ideale primo di A, per giungere al nostro risultato,
bastera trovare il legame tra sup (P) e sup (PAy) e poi si potra conclu-
dere con il teorema 3.3.

Cio faremo mediante questo

LEMMA 4.1. Siano A un anello, 1, ..., Pn ideali primi di A,
i, ..., Qn ideali tali che Q: sia Piprimario per ogni i=1, ..., n. Posto

M=A—(UP) ed &= N q; risulta allora:
i=1 i=1
sup (&)= sup (aAxu)

ProvAa. Incominciamo a provare che r elementi 8Au-indipendenti,
individuano, in A, r elementi a-indipendenti. Siano infatti ai/m, a;/m, ...,
v, @r/m (meM, a;€ea per ogni i=1, ..., r) elementi aAyu-indipendenti;
proviamo che a;, ..., a, sono &-indipendenti. Sia infatti

FXi, .., XNeEA[X1, ..., X/]

una forma di grado s tale che F(a;, ..., a)=0. Se indichiamo con I
I'insieme delle r-uple ordinate di numeri interi non negativi (i)=( , ..., ir),
tali che ij+ ... +i,=s sara ad esempio:

FXi, o X)= T cyXit ... Xir.

(i)el
Consideriamo allora la forma, di grado s,
G(Xi, .. Xr):(')zl (mSC(i)/l)Xi‘ . XbeAul X1, ..., X 1.

Si ha
G/m, .., ai/m)=F(a1, ..., a;)/1=0,
quindi, per ogni (i)€l,
(mciiy/1)eaAnc QjAu
per ogni j=1, ..., n; inoltre m*¢P; e quindi (m*/1)¢P;Ax per ogni

j=1, ..., n. Allora essendo q;Ax un ideale P;Au-primario (cfr. [7], teo-
rema 16, cap. IV), risulta ¢()/1€q;Am per ogni j=1, ..., n. Quindi per
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ogni j=1, ..., n esiste ;M tale che ticyeQq;; ma #¢P; e quindi
ci€(; per ogni j=1, ..., n; si conclude allora che ¢(;)e& per ogni (i)€l.

Viceversa siano ora 4 , ..., @, elementi &-indipendenti; proviamo che
ai/1, ..., a./1 sono elementi 8Au-indipendenti. Sia

F(Xl PRRXXY) XT)GAM[XI 3 eeey Xf]

una forma di grado s tale che F(a:/1, ..., a;,/1)=0. Con il simbolismo
usato prima, sara, ad esempio,

FXi, o X0= T (co/mXi o Xir=(1/m) T coXi ... Xir.

E allora
0:(1/m)(§lc(i)ai' . alr

e quindi esiste €M tale che

Y tewyal ... air-=0.

(i)el
Ne segue allora, per la supposta a-indipendenza di &, ..., a,, che, per
ogni (i)€l, tcchea q; per ogni j=1, ..., n; ma t€P; e quindi c)€q; per
ogni j=1, ..., n. Si conclude allora che c(;;e& per ogni (i)el e dunque
(cch/m)eAAy per ogni (I)el come appunto si voleva dimostrare.

Si ha subito come immediata conseguenza di questo lemma e del

teorema 3.3 il seguente risultato:

TEOREMA 4.2. Se A & un anello ed & & un suo ideale risulta allora
sup (2)<h(a).

5. Si ¢ visto nel n. 4 che se & & un ideale di un anello A risulta
sup (8)<Ah(&). In questo numero proviamo che sup (&)=h(a), per
ideali a che siano intersezione di ideali primi.

Ricordiamo ora che & stato provato da Northcott ([4], teorema 3,
pag. 68) che se (A, M) ¢ un anello locale e se a1, ..., @ sono un sistema
di parametri di A, essi sono elementi M-indipendenti. Questo risultato,
insieme con il teorema 4.2, prova l'uguaglianza sup A= dim A per un
anello locale A. Quindi, se P & un ideale primo di un anello qualunque
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A, risulta:
sup (P)= sup (PAy)= dim Apy=h(P).

Allora per provare il risultato nel caso di ideali intesezione di
ideali primi sara necessaria una generalizzazione del risultato di Northcott
sopra enunciato (prop. 5.3). Incominciamo con alcuni lemma.

LEMMA 5.1. Siano A un anello, My, ..., M, ideali massimali di-
stinti di A, di altezza positiva. Allora per ogni i=1, ..., n esiste un ele-
mento x;€M;, x;¢ UM , tale che

j#i
dim Ami/xiA m; = dim A“‘i_ 1.
Prova. Per semplificare le notazioni proviamo il risultato ad
esempio per My. Se Pi, ..., P sono i primi minimali di A, m; non

coincide con alcuno dej Pi in quanto tali ideali hanno tutti altezza zero.
Allora esiste un elemento x; di Wi tale che

x¢piU .. Up,Un,U .o Umy;
cid perche se fosse

m1C01U ..U prU sz .. U m,,

si avrebbe che m: sarebbe contenuto in qualche m; o in qualche P« (cfr
[7], cap. IV, § 6, Remark pag. 215) e quindi coinciderebbe con qual-
cuno di essi: assurdo. Si ha allora, essendo x;ép:U ... U P,,

dim (Am,/xlAml) 5 dim A m 1.
Ma in ogni caso,
dim (Am,/XlAml) 2 dim ‘(4ml - 1

(cfr. [4], cap. 1V, teorema 2, pag. 64) e quindi 1’'uguaglianza cercata.

LEMMA 5.2. Siano A un anello semilocale, My, ..., M, i suoi
n

ideali massimali, a= N M; il suo radicale e s=h(a). Allora esistono
i=1

V1, ..., Ys€ A tali che p;r ogni i=1, ..., n si ha:

dim (Ami/(}’l y eeey )’s)Am,-)= dim Auri—S-
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Prova. Proviamo il lemma per induzione su s. Se s=0 non c’€
nulla da dimostrare. Sia s>0 e supponiamo vero il lemma per s—1.
Allora chiaramente A(M;)>0 per ogni i=1, ..., n e quindi per il lemma

precedente esistono xi, ..., X, con x;€ M;, x;¢ Um;, tali che
j=i

dim (Am,-/xiAmi): dim A"‘i— L.

\

Ora l’elemento yi=xi-x; ... x. appartiene ad & ed inoltre & tale che
dim (Am;/}ﬁAmi) = d1m Ami_ 1

per ogni i=1, ..., n; infatti se j=¢i, x;¢ M; e quindi I'immagine di x;
in Am; € una unita. Posto quindi B=A/(y:), m:=mi/(y:) per ogni
i=1 .., n,si ha che B & un anello semilocale i cui ideali massimali sono
Ny, ..., N.. Inoltre si hanno gli isomorfismi canonici:

1) BnizAmi/ylAmi i=1, ..., n;

di qui si trae dim Bn,= dim Aw;,—1 per ogni i=1, .., n, e quindi se
b & il radicale di B, /(b)=h(A)—1=s—1. Allora per l'ipotesi indut-
tiva esistono by, ..., bseb tali che

2) dim B“i/(bz 3 eeey bs)Blli: dim Bni—S+1 i=1, ey N

Allora se y;, ..., ys sono elementi di & che rimontano rispettivamente
b2, ..., bs si prova che yi, y2, ..., ys verificano la nostra tesi. Si hanno
infatti gli isomorfismi canonici:

3) (b2 5 eeey bs)Bniz(}’I s y2 s eeey ys)Ami/ylAmi i=1, ey N
da 1) e 3) si deducono poi gli isomorfismi:
Bng/(bl 3 eeey bS)B“izAmi/(yl s Y25 eeey ys)Ami i:1, ey T

e di qui infine, mediante le 2), le uguaglianze:

dim (Am,/(y1, y2, .oy Ys)Am)= dim (By,/(b2, ..., bs)Bn)=
= dim By,—s+1= dim Ay,—1—s+1= dim Ap,—s.
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Siamo ora in grado di provare questo risultato:

PrROPOSIZIONE 5.3. Siano A un anello semilocale My, ..., M, i suoi

n
ideali massimali, 8= N M, il suo radicale. Si ha allora:

i=1

sup (a)=h(2).

ProvAa. Se poniamo s=h(8) per il lemma 5.2 esistono yi , ..., ys€a
tali che
dim (A||1i/(y1 9 eeey ys)Ami): dim Ami—s

per ogni i=1, ..., n. Cid significa, in virtt di [4], cap. IV, teorema 2,
pag. 64, che le immagini di yi, ..., ys in ciascun A, fanno parte di un
sistema di parametri di Awm; ¢ quindi, per il teorema 3, pag. 68 in [4]
e la proposizione 1.4, sono M:An-indipendenti per ogni i=1, ..., n. Al-
lora, con lo stesso ragionamento con cui si & provata la prima parte del
lemma 4.1, si prova che y1, ..., ys sono M-indipendenti per ogni i=1, ..., n
e quindi, per la definizione 1.1 sono &8-indipendenti. Cid prova l’asserto.

E veniamo infine ad uno dei risultati pitt significativi di questo
lavoro.

TEOREMA 5.4. Siano A un anello ed a un ideale di A tale che

a= NYP: ove i P sono ideali primi di A. Risulta allora:

i=1

sup (a)=h(a).

Prova. Per il teorema 4.2 & sufficiente provare che sup (8)=h(a).

Indichiamo dunque con M=A —( U P;); si ha allora che Ay €& un anello
i=1

semilocale che ha per radicale aAy. Allora per la proposizione 5.3

risulta

sup (AAm)=h(8Au)=h(Q).

Ma per il lemma 4.1 risulta sup (8 Ax)= sup () e quindi sup (A)=h(a)
come volevasi dimostrare.

6. In questo numero si prova che se A ¢ un anello di Macaulay,
risulta allora sup (&)=h(a) per ogni ideale & di A (prop. 6.4). Si giunge
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a tale risultato dopo aver osservato che sup () & maggiore o eguale al

grado di & per ogni ideale & di un anello A. Infine si prova con un

esempio che la uguaglianza della proposizione 6.4 non & sempre vera.
Incominciamo con questo

TEOREMA 6.1 ([6], teorema 2.1). Siano A un anello, a1, ..., a,
elementi di A formanti una A-successione. Se a & l'ideale di A generato
da tali elementi, allora a: , ..., a, sono a-indipendenti.

Si ha come immediata conseguenza il seguente

COROLLARIO 6.2. Siano A un anello, & un suo ideale. Allora risulta:
gr (2)=< sup ().

Prova. Infatti se a1, ..., a, sono elementi di & formanti una A-
successione € se b & I'ideale di A generato da a1, ..., a., per il teorema
6.1 a1, ..., a, sono b-indipendenti; essendo b4 la tesi segue dalla pro-
posizione 1.3.

Possiamo dunque conglobare il risultato precedente e il teorema 4.2
in questa

PROPOSIZIONE 6.3. Siano A un anello, 4 un suo ideale. Risulta
allora:

gr ()< sup (&)<h(a)

E immediata allora la seguente proposizione.

PRrROPOSIZIONE 6.4. Siano A un anello di Macaulay, & un suo ideale.
Risulta allora:

gr (&)= sup (a)=h(a).

ProvA. Segue subito dalla proposizione 6.3 e dal fatto che in un
anello A di Macaulay si ha gr (a)=~h(a) per ogni ideale a di A (cfr.
[3], teorema 4.1).

Facciamo infine un esempio di un anello A che non sia di Macaulay
e di un suo ideale & che non sia intersezione di ideali primi, per i quali
risulti:

sup (2) <h(a).
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Esempio 6.5. Sia (A, m) un anello locale di dimensione d, il cui
massimale M sia associato allo zero,. Si ha allora gr (M)=0 in quanto
ogni elemento di M ¢ un divisore di 0 in A. D’altra parte esiste un
x€m, tale che m sia I'annullatore dell’A-modulo xA (cfr. [2], pag. 4.)
Poiché¢ m=A, si ha x>0 e quindi esiste un intero non negativo n tale
che x¢ m”. Se allora q=m", si ha sup (q)=0 perche¢ la forma xT non
appartiene a QA[T] e si annulla in ogni elemento di . D’altra parte
q & M-primario onde A(qQ)=h(i)= dim A. Se dunque d>0 si ha

0= gr (@)= sup (Q)<h(@P=d.
Ad esempio, si pud prendere per A l’anello Ry, dove
R=k[X, Y1/(X?, XY)=k(x, y),

m=(x, y) e per q l'ideale (x, y).
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