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UN PROBLEMA AL CONTORNO NON OMOGENEO
IN UN DOMINIO ANGOLOSO PER EQUAZIONI
FORTEMENTE QUASI-ELLITTICHE IN DUE VARIABILI (II)

GiuLio CESARE BaArozzi *)

Introduzione.

Questo lavoro & una continuazione della nota precedente [1], re-
cante lo stesso titolo; in esso estendiamo alcune valutazioni (relative al
teorema di esistenza della soluzione ed alla dipendenza di quest’ultima
dai dati al contorno) a spazi di Sobolev di ordine superiore rispetto a
quelli considerati in [1].

Le notazioni e i procedimenti utilizzati in [1] verranno costante-
mente impiegati; riportiamo tuttavia la posizione del problema ed intro-
duciamo alcune notazion ulteriori, rimandando per maggiori dettagli ai
numeri 1 e 2 della nota citata.

Noi consideriamo operatori fortemente quasi-ellittici in due varia-
bili del tipo

P(D)= z a.D; D
oy /my + ap/my=2
i coefficienti sono supposti costanti. Per ogni E€R—{0}, indichiamo
con W, .., m, le radici dell’equazione

T a.(i)p==0

aventi parte reale negativa: abbiamo p(8)=uwx- (| € |™)"™, con Re wx <0,
k=1, 2, ..., my.

*) Indirizzo dell’A.: Istituto Matematico, Universita, Bologna.

Lavoro eseguito nell’ambito dell'attivita dei Gruppi di ricerca del Comi-
tato per la Matematica del C.N.R. per I'anno 1970.
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Consideriamo il problema Dirichlet non omogeneo: determinare
una soluzione u di P(D)u=0 per x;>0, x>0, con le condizioni al
contorno

(1 D;“u(O, x2)=0, x>0, h=0, 1, .., m—1;
(2 Di u(x1, 0)={f{x1), x>0, i=0, 1, ..., my—1.

Sia V(E)=W(ui(§), ..., umy(§)) il determinante di Vandermonde delle
radici P, ..., Pm,, Vir(E) il completameto algebrico di pi’ in esso.
Si ha

Vi®)/V(E)=cp | & [~imim,
con
3) kz_flwk'Cjk=8ik; i, r=0, 1, ..., my—1,

N

dove §;,, & il simbolo di Kronecker. La soluzione u & ricercata sotto
la forma

+oo

my—1 m, [° nmy—1
@ ulu, w)=0Qr)? EO z [exp (ix:€)— z b exp (i8,x:E)] -
0

- exp (U(E)x) [Vir(§)/V(E) JUi(E)dE +

1 my—1 my, my—1
+@87 2L X | [exp (i) — 3 binexp (xd)]-

-exp (M(E)x2) [ Vir(8)/ V() 1U(E)dE,

dove

+oo

U(E) =(FY;)E)=(2m) 2 f exp (—ix:E)ix1)dx1 ,

0

e le §; sono densitd da determinare, nulle per x;<0, di classe L*R).
Le costanti 8 sono scelte in modo che sia X @.(i8%)w%2=0 Vh, k,

o
onde garantire che la funzione fornita dalla (4) sia soluzione dell’equa-
zione considerata.
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Per soddisfare le condizioni al contorno (2) si scelgono poi le b,
in modo che

my—1
(5) Y bi(S5)y =1, r=0,1, .., mi—1.
h=0

Per tradurre in condizioni sulle densitad le condizioni al contorno
(2), operiamo una scelta speciale delle §; : supponiamo che sia §;=D™q;
con @;=0 per x;<0, ciascuna ¢; essendo di quadrato sommabile su R
con le derivate fino all’ordine my . La (4) diventa

4)  ulx, xz):(2'n:)_% p) %j (&Y™ [exp (ix:E)— zh‘, buexp (i8x:8)] -
0
-exp (L(E)x2) [Vir(8)/V(E) 1o/ E) +
+@ox x [ @ Lo ix8)— 3 b exp (B0

-exp (L(E)x2) [ Vir(§)/V(E) i(E)dE.

Se si pone G=(Qo, @1 s Omy—t)s J=(fo s fi s s fm,-1), abbiamo di-
mostrato in [1] che le condizioni (2) si traducono nel sistema

(6) D™ (x)+ f (Ko)xi, Ddt=f(x)), x>0,
0

dove K=[K,;] ¢ la matrice avente come termini i nuclei

m, my—1 C+bl-:;c
Y — r . [ ) — -
Kii(x1, t)= ’Elwk Cik h§0 [ (S;ﬁxn _t)m1+(m1/m2)(r—-i)+1 +
Cibi
(8;,_kx1—t)m‘+(m’/m2)('—i)+l ’

con C}; costanti opportune.

21
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In [1], n. 2, abbiamo introdotto gli spazi W™(R.?), W™R.?),
WHR,), WAR.), WHR), VMR,), M=0, —1<a<1?).

Definiamo ancora uno spazio funzionale: se _R+=[0, + o[, sia
Co=(R, X R,) linsieme delle restrizioni a R, X R, delle funzioni di
classe Co=(R X R); per tali funzioni introduciamo la norma

2 -
s wmR =l ws R N+ 3 Dk LR |+

ImieN

2
+ §l [ ft—l—Z(lmi—[lmg]) ” Ai(t)ng‘]u; L*(R.)? ”2 dt]'2,

Imi¢N R+
dove per ogni reale I=1, Im=(Im;, Im;), [A] & la parte intera di A,

A(Of(x1, x2)=f(xr+¢, x2)—f(x1, x2),
Ad)f(x1, x2)=Ff(x1, x2+8)—f(x1, X2).

Se ueW™(R,?), la traccia D}u(xi, 0) appartiene allo spazio
W*"(R,) con

MD=M(I, m)=Imi—(m/m)(j+1/2)=1(1)+m(—1).
Dunque, per ogni [=1,
MDD =MD =M1 = Ml(1) = (m1/ma)(r =) ="+ .

Nella nota [1], A1) & indicato semplicemente A, .
Introduciamo infine gli spazi di Banach (dipendenti da I e m)

my—1
VI(R+)= X wj(l)(R+)’
j=0
my—1
V’I(R+)= ?<o Vlj(l)+m1(R+)’
j=

normati nel modo naturale.

) Per o =0 lo spazio VMR,), o pilt semplicemente VR,), viene spesso
indicato nelle letteratura esistente col simbolo WMR +) (v. P. Grisvard [2]).
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1. Nella precedente nota [1] abbiamo dimostrato che ’appli-
cazione

64>D%3+JQK$x%tMn x€R,

(v. (6)) & continua & iniettiva da

X VMO+m(R,)

X VHO(R,)

(v. teoremi 1 e 2 della nota citata). La restrizione di tale applicazione a
Vi(R,)= X V¥+m(R.),
]

¢ pertanto ancora inettiva. .

In questo numero vogliamo dimostrare che, per ogni feVi(R,)
soddisfacente certe condizioni supplementari che specificheremo tra breve,
il sistema (6;) ammette una e una sola soluzione @€ V’(R).

Riportiamo brevemente alcune considerazioni gia svolte in [1], n.
4, rimandando alla nota ora citata per i dettagli delle dimostrazioni.
Dato che siamo interessati al comportamento della soluzione u rappresen-
tata dalla (4,) soltanto in un intorno dell’origine, possiamo modificare
i dati f; per x>xo positivo ad arbitrio. E allora lecito supporre verificate
le condizioni supplementatri

@) x>a= fi(x)=0,
’ Vk=0, 1 m—1
kt. — s Ly s >
®) Jxmwm—m Vimo g T
R+

dove a>0 & prefissato ad arbitrio.
Per ogni funzione feV*®(R,) verificante (7) e (8), posto

my—1
h(x)= f (= t)l), fht,
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si trova
9) | s V¥O+m(R,) || <eta) || £ VMORS) ||

dove c(a) & una costante dipendente da @ ma non da f.

Introduciamo ora una convenzione relativa ai simboli, che verra
sistematicamente utilizzata in questo numero. Se f, o, A, ..., sono fun-
zioni definite su R, , porremo

D(x)=09(e"), F(x)=/(e*), H(x)=h(e), ..;

poiche I'isomorfismo tra R, e R stabilito dal logaritmo naturale muta la
misura di Haar dx/x su R, nella misura dx su R, alla misura dx su R,
corrisponde la misura exp (x)dx su R. Avremo dunque in generale

(10) | x*o(x); L*(R.) ||=|| exp [(a+1/2)x]1®(x); LA(R)||.
Se ¢ & una funzione m; volte derivabile si trova
(D™oXe")= exp (—mx)[ @™ (x)+a® ™~ V(x)+ ... +am, 1D (x)],
dove i coefficienti a; sono numeri interi. Indichiamo con P, il polinomio
P (X)=0X)"+ai(iX)™ 1+ ... 4 a@m,—1(iX);

se si pone, come gia nel numero 1, D™@=1, all’'uguaglianza oE)=
=o(E)/({€)™ corrisponde l’altra

DE — imy) =V(E)/ P (E — im1)
o, pill in generale,
DE+im)=V(E+i(n+m))/Pm(E+in).

Utilizzando le notazioni ora introdotte e facendo uso della trasfor-
mazione di Laplace-Fourier, il sistema integrale (6) pud essere riscritto

(61)  Pu(E+ia/24+1—mi+M))DAE+ia/24+1—mi— \))+
+ X GilE+i(a/2 41— MNOHE+i(a/24+n+m— )=

=P (E+i(a/2+n—mi—MN)HAE +i(e/2 +1—my— ),
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o, in forma equivalente,

(62) V(E+i(a/24+1— M)+
+ X GiE+i(a/24+n—M)Y(E+i(a/24+1—\))=

:?r(g-*-l(a/z-{—n_)\'r), r:09 15 eeey mZ'_l;

a seconda che si voglia assumere come funzioni incognite le densita ¢,
oppure le loro derivate di ordine m; ;. Nelle formule precedenti si
€ posto

G,;(s)=fe"'”‘Kr,-(e", Ddx,  s=E&+in,

R

G, (E+in)=G(E+iM)/Pm(E+i(n—mi—)).

G,; & stata calcolata esplicitamente in [1]: si & osservato che G,; pre-
senta come sole singolarita dei poli semplici nei punti

1+mi+yri+k, k=0, 1, 2, ..,

£=0, n=
—m;—k,

e, per ogni fissato n€eR, si ha la stima
G{(E+in)=0(exp (—ao | £ ),

dove ap<0 & un numero tale che —n+o=< arg (—85)<m—as.
Dunque, per tutti gli n reali tranne al pilt un’infinitda numerabile,
G,{((-)+in) & a decrescenza rapida. G;; ha le stesse proprieta di Gy;
salvo un numero finito di poli in pil.
Occupiamoci dapprima del sistema (6,); detta G* la matrice

G'E+in)=[G(E+im—I)], r, j=0, 1, ..., my—1,
si ha
det [I+G*(E+in)1=1+0(exp (—a0 | E|)), per |E |1 + o,

I essendo la matrice unita d’ordine m;,. Il determinante in questione &
dunque diverso da zero per | § | abbastanza grande; esso presenta un’in-
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finitd numerabile di poli ed un’infinitd numerabile di zeri al pil. Per
ogni fissato neR si pud affermare che, per tutti gli o appartenenti ad
un insieme (dipendente da m) che & il complementare di un insieme nu-
merabile rispetto a ]1—1, 1[,

det [I+G*(E+i(a/2+m))]1=0, VEeR,
G ((-)+i(e/24+mn))€S.

Osserviamo che, in cid che segue, opereremo soltanto un numero
finito di scelte differenti di 1, e questo ci consente di affermare che i
i risultati parziali via via ottenuti sono tutti validi contemporaneamente
per gli a appartenenti ad un medesimo insieme del tipo gia specificato.
Da (6;) otteniamo la formula risolutiva
(1) Y (E+i(o/2+0—M))=FuE+i(a/24+n—N))+

+ X MyE+i(e/2+0)FiE+i(a/2+n—\),
1

avendo indicato con M,; i termini della matrice

M(E+iny=[M.(E+in]=
=—[I+G*(E+iﬂ)]_lG*(E+iﬂ)» r, j=09 1’ seey mz_l'

Ciascuna funzione E——>I\A4,,~(E+i(a/2+1_]2) ¢ a decrescenza rapida.
Vogliamo dimostrare che per I'applicazione f—> ¢ individuata da (9) si
ha la maggiorazione

10; ViR ||=c@) || F; VIR ||

limitatamente alle fper cui sono verificate le condizioni supplementari
(7) e (8). Tenendo presente la (9) e la struttura del secondo membro
della formula risolutiva (11), & chiaro che basta considerare 1’applica-
zione h —> 1 individuata dalla formula

2 V(E+i(o/24+1— M) = ME +i(e/24+n)FE+i(a/2+1—\)) =

=M(E+i(a/24+)HE+i(@/24+n—m—))),
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[M*E+i(a/2+M)=ME+i(0/2+1)Pm(E+i(a/2+n—m—);)) ha le
stesse proprietd di M], e dimostrare relativamente a tale applicazione la
maggiorazione

(13) lb; VORL) ||<c || h; V¥Orm™(R.) ||,

con ¢ costante positiva opportuna. La dimostrazione della (13) & simile
a quella fornita per /=1 nella nota [1]. Richiamiamo le tappe princi-
pali di tale dimostrazione. Anzitutto la (12), ove si ponga n=MX\. €
M*J(E)=M*(E+i(e/2+\,)), fornisce

dt

fire/2”

(12y) )= fM*a(ln 1)(x/t) =™~ Tih(x/1)

Ry
Se si pone g(x)=x""™""h(x), dalla disuguaglianza
[ x=fx); VMR ||=c||f; V***(RD ], A=0, ¥>0,
dimostrata in [1], formula (27), segue che
(14) I g5 VPR [|=c || h; VMOE™(R,) |,
tenendo presente che A{l)-+my—mi—y,;=n(I).

Dobbiamo dunque provare che 1’applicazione ¢ — ¢ individuata da

(15) d(x) = f M'.lln Dg(x/D) 50
Ry

o, in forma equivalente,

V(E+i(a/2+m)=ME+i(a/2+1+M))QE+i(a/2+m)),

¢ continua da V*®(R,) in s¢. La dimostrazione si consegue innanzi-
tutto in V2 O(R,) per tutti gli a€]—1, 1[ tranne al pilt un’infinita
numerabile. La diseguaglianza

(16) s WirORy) [|=c |l g; WHOR4) |

relativa alla (15) & stata dimostrata da B. Pini [3], n. 5. Dalla (15)
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stessa segue, scegliendo a<0 e geCo™(R.), che { tende a zero per
x | 0. Poich¢ una formula analoga alla (15) pud scriversi per ogni deri-
vata D, s<A(D)—1/2,

. dt
Dod(x)= me,s(ln DDq(x/1) s
R

lo stesso ragionamento pud ripetersi su ognuna di tali derivate. Dunque
¢ presenta nell’origine lo stesso comportamento di ¢. Infine la maggio-
razione

|| x#/2- 0= ODDWN(x); LXR,) ||<

<c ” xa/z—(l,(l)—[X,(l)])D[K,(l)]q(x); L2(R+) ”’

relativa all’ultimo termine che compare nella norma di V>, segue dal-
l'uguaglianza

Pon(E+il(a+1)/2—MONTE+i((a+1)/2— M) =
=M E+ila+1)/2)Po inE+i(a+1)/2—MDNQE+i((e+ 1)/2—MAD))

Dunque la (16) & dimostrata. Potendosi scrivere la (16) stessa per
due valori a4 e o, opposti. con un ragionamento di tipo interpolatorio
dovuto a E. Stein [4] (v. [1], Appendice), si ottiene la (16) per a=0.
Combinando la (16) con la (14) e la (9) si ottiene la maggiorazione
richiesta

|9; ViR || <c@ || f; ViR ||

per ogni?verificante le condizioni supplementari (7) e (8).

Per completare il nostro risultato resta da provare che la U otte-
nuta & la derivata d’ordine my di una <peV’ Per far questo basta risol-
vere il sistema (6;) che fornisce appunto o, e verlflcare che <peV’1(R+)
Tenuto conto di quanto gid sappiamo su Y= D™, basta studiare le
derivate Ds_q;, s=0, 1, .., my—1; questo ¢ gia stato fatto al termine
del n. 4 di [1]. Possiamo riassumere i risultati ottenuti sotto forma di

TEOREMA 1. Per ogni T€V1(R+), le cui funzioni componenti veri-
fichino le condizioni supplementari (7) e (8), esiste un vettore di densita
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y con I]J:D"% e
| o; ViR [|=c@ || f; ViR |[;
a ¢ soluzione del sistema (61).
2. In questo numero vogliamo dimostrare che la funzione rappre-

sentata dal secondo membro delle formula (41) appartiene allo spazio
W™(R.,?) se e V'i(R,), cioé ¢;e V¥D+m™(R,). Rammentiamo che

M+ m=N) + Imy=Im+ m— (m/ma)(j+1/2),

Vi=0, 1, .., m=1.
Tenendo presente la struttura della formula (4), cominciamo col
valutare la norma in W"™(R,?) della funzione

17)  o(x, X2)=(2‘ﬂ7)_% f (i&)™ exp (ix:€) exp (uu(E)x)[Vir(E)/ V(E)](Bi(’é)ﬁ:
R
=(n) * f(iﬁ)"" exp (ixE) exp (w(E)xa)cic | € |-mimgp (E)dE,
R

per j e k fissati, essendo x1>0, x2>0. Per ogni a; intero non negativo
si ha

Div(xr, x)=(2m) 2 feXp (ixE)i ™ exp (We(E)xa)epn ™ | & |~imime,(€)dE =
i

= &1L ™cj exp (a(B)x)En ™ | € |~ (€)](x).

Convenendo che D% v indichi il prolungamento con lo zero per x, <0 della
derivata stessa, otteniamo, in virtl della relazione di Parseval,

|| Doy IXR?) |P<c f | 8.5 [Do0](E, &) | dEsda=

R2

~ (
:Cf| gy [Pleatm—im/m) | (&) |2k f‘ &1, [D(x2) exp (pe(E)x21(E2) ? d&a )dgl ,
R &
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dove abbiamo indicato con &; la variabile duale di x; (precedentemente
indicata &), con & la variabile duale di x, e con ¢ una costante posi-
tiva opportuna, non necessariamente la stessa in ogni formula. La fun-
zione ¥ & la caratteristica di R, (funzione di Heaviside). E

&, [3(x2) exp (ua(E)x21(E2)=

_ ew? e
= i [E [ pEr) =0 | &y ™/,
e quindi

£
] f | &2, [3(x2) exp (La(E)x2)1(E2) [* dEa= ( 2—R-}(;—k )l &y |~

ed infine

1505 2R3 [P [ [ et -2000mmim | ) <

R

c< f(l HI_E’\12)¢11+ml—(i+1/2)m1/m2 I (Bl(gl) |2 dE,.l i

R
Se dunque 0<o;<Imy, si trova
| Dv; AR ||<c || @15 VHO+™(R,) ||.

Le derivate D3zv si trattano esattamente allo stesso modo: in parti-
colare se Im, ¢ intero si trova

| D2 LR || <c [ o5 VORI
Sempre tenendo presente la formula (4), prendiamo ora in consi-
derazione funzioni del tipo

+ o0

f exp (i8;5%iE) exp (Ua(E)x2)E™ | & |~im/mag,(E)dE,
0

f exp (i870E) exp (e(E)e)E™ | & |-imimg (E)dE,
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per h, k, j fissati. Studiamo, ad esempio, la funzione

+ oo

(18) w(x1, X2)= f exp (i8;E) exp (Ua(E)xn)Em—imime,(E)dE.

0

Se §;;=—1, tale funzione, a meno di una costante, coincide con
F'[DE) exp (La(E)x2)E™ ™/ () J(—x1);
formule analoghe valgono per le derivate. Si pud dunque ripetere inalte-

rato il procedimento gia visto. Supponiamo dunque Im §;}, >0. Abbiamo

o0

Drw(xr , x2)= (i)™ f exp (i8;iE) exp (pa(E)x,)Ex +m—imi/mag (E)JE;

0

Indichiamo ancora con DZw il prolugamento con lo zero della fun-
zione scritta per (xi1, x2)€R*—R.?; abbiamo

S:Xxxs[D;:w](El s E.ﬂ): [D;:W]A(El ’ E2)=
= cost.fexp (—i(x1§1+xzﬁg))( f exp (i8;518 + a(§)xz)s% +ma—im/ '"Zq;,(s)ds)dxldxz=
Ry

R+

= cost. f 5™ *'"1""’”1/"125,-(3)( f exp (ixl(S,j’ks—El))dxlx f exp (xz(uk(s)—iEz))dx;:>ds=
R4 + R
satmoimingls) o

. (88— ENiE2— pals))

= cost.

Nell’ultimo passaggio si & conglobata nella costante un’unita imma-
ginaria. Abbiamo quindi

oy +my— g fma g i(s) 2
Dxw; AR, ||*< S ) L | B
[| Dxw; LXR.?) || CR_[ i!(&,ﬁ,‘s—ﬁl)(lgz—w(s)) | dhd

Poniamo momentaneamente

f(s) = g%+ ma=imimaqy(s) / (i€ — pa(s)).
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Facendo uso della disuguaglianza di Hilbert abbiamo

1(s) 2
J U Shs—6

2oy +my)— 2imyfmy | oo (o) |2
|| Daw; LA(R.% ||ZScf(fs | 9(s) I*ds )dEzz

R+
— (o +my) —2imy /my 2
CJSZ |99 | (flliz o) Iz]d

:cifsz(al+m1)—2(i+l/2)m,/m2 I (Bl(s) [zds.

R+

dE=c|| f; LAR) |

Dunque

Si ¢ dunque ottenuta la stessa stima vista in precedenza per D% v.
Le derivate D&w si trattano allo stesso modo.

A questo punto possiamo intanto concludere che, nel caso partico-
lare in cui Im; e Im, sono entrambi interi, si ha

Il u; WmRAD || <cllo; ViR

Per completare il risultato restano da esaminare le norme corrispon-
denti al caso in cui Im; e Im; non sono interi. Riprendiamo in considera-
zione la funzione » definita dalla (17) e poniamo o,=[Im,] (parte intera
di Imy), Imy=o0u+B1, con 0<Pi<1. La funzione D¥v & definita per
x2>0; se conveniamo, come gia in precedenza, che il simbolo D% » indi-
chi anche la funzione stessa prolungata con lo zero per x,<0, abbiamo

ft*l-zﬂl || Aut)D v; LZ(R+2)||2dtSft‘1 # || At)Dzw; LA(R?) [P dt=

R+ R+

=ft—‘-2"l( f;e—irex_1|2| [ D2 o], &) |* d&s daz)dt:
R+ R2

=c f | & "] [D20]" s, &) [} dEudE: .

R?
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Ma la trasformata di Fourier di D*v ¢ gia stata calcolata:

B | & | )

l&z_wk | El |m1/m2 4

[Dzv]"(E1, &)=(2n)~Vimtmey

quindi l'ultimo integrale si maggiora con

fl E.'l |2(¢1+B,+m1 jmy/mg) | q)l(gl) l [ f‘ lgz Wi I §1|m1/mz |2 )dglz

= [t Pt | G P g | oys VO R) |,
R

dove si & tenuto conto del fatto che
o+ Bi=Im = o+ Bi+m—(+1/2)m/me=A(l)+m; .

Poniamo ora
oo=[Im], Imy=e+B2, 0<B< 1.

Consideriamo la derivata D¥v ed il suo prolungamento con lo zero per
x2< 0, che indichiamo con lo stesso simbolo.

E
I &l |(U~z l)ml/mz(p (gl)

lEZ Wk I E_,l |m1/m

[D:v]° (&1, E2)=(2r) 7tmlc,kw

Consideriamo la funzione

Dx:u(x1, x2), per x>0,

vag(xl 3 xz):
D:v(xi, —x2), per x<0;

si avra

;%(51 , &)=[D=] &, &)+ D], —&)=

_— "%'m, e my (az—f)m1/m2’\. _—_1*
_(275) UCi~ gl | &1 | q’l(gl) iE_,Z“‘wk | E[ |m1/m2 +

1
+ a5 -
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Er | &1 |em Pl ma(E1)

i I £ ’|zm,/m2 +Ezz

=—2(2%) %i""c,-kwiz +1
Abbiamo allora

f t=1=%: || Af(t)D=v; LR, || dt= f t7170 || Adt)ve, 3 LARY) || dt=

R, R,

- f t“‘z”’[ f et 1 P | o, B | d&d&:]dm
Ry R

:cfl E_,z IZG! I ;a,(gl ) E,.Z) |2 d&ldgzz

R
-~ 28,
=1t pmereomims (o b [t
) J TocTe promr e
Valutiamo l'integrale in d&, . Posto wr=w’s+iw; (w'x<0), il deno-
minatore dell’integrando si scrive

lwkz | El |2m1/mz+£22 |2___4(w'kw,:r)2 I gl |4m1/m»_,+ [gzz_l_(w;z_w;rz) I El |2m|/mz]2:
—=a | E..l |4m1/m2+ [&zz_l_b | E.'l |2m1/m2]2;

attualmente @+ b*>0. L’integrale in questione si scrive successivamente

g
p 3] 2 dE=
(19) R.fa I El I“"’1/'"2+(Ezz+b I &1 IZm,/m._,)z 22
tlﬂz
2(0—my/z) ydt=
a+(| & | /M b

=2 | El IZBn+1—4m1/mzf

R+

dr=c | & |@a=3rm/ms,

=2 | & | @I/, f o
J a+(*+ by
R+
In definitiva

~

J t=1=%: || At)Do; LAR.) |2 dt<

R+
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Scf I El Iz(m1+(uz+ﬂz)m1/mr(i+1/2)m1/mZ) | (Bl(gl) |2 dEls
R

<c|lo;; V¥P+*m(R.) ||,
dove si & tenuto conto del fatto che

my+ (o +B2)my/ma— (j+1/2)my/my=
=my+ Inuma/ma— (j+1/2)ymy/my=N()+my .

Passiamo ora alle norme delle derivate frazionarie della funzione
w definita dalla (18). Se & = —1, si applica inalterato il procedimento
visto poco sopra per la funzione »: supponiamo dunque Im &% >0. Po-
niamo ancora ew=[Im;], Imy=a;+B:, 0<Bi< 1. Consideriamo D w ed
indichiamo con lo stesso simbolo il prolungamento con lo zero di tale
derivata per (x1, x;)éR’—R,%. E

P N _ st ml/mz(pi(s)
[D:w]"&, &)= COSt'}i (858 —ENiE—pu(s)) .

Introduciamo la funzione

Diw(x1, x2), per x1>0, x>0,
W, (X1, X2)= § D2w(—x1, x2), per x1<0, x>0,
0 , per x2<0.
Si avra:

wa (&, E)=[Dw] &, &)+ [Dow](—&, &)=
= cost. fsaﬁmx_ml/mz(pi(s)[ 1 1 ]ds:
R+

(E—pals)) | 85s—E | 875 +Er

gratmi+l- imdm@l{ S)

= °°“'f o u G —En %

R+

Abbiamo allora, ripetendo un calcolo gia visto sopra,
+oo +oo

f #=1-2 || A ()D%w; IR, | di< f 1% || At)we, ; LAR) | dt=
0 0
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+my+1—jm/m
=c flgl ‘f(l s Rp,{s) ds‘ d&de,=

B — ()N85’ — E)
R Ry R

2
dove si & posto

f(s, E)=semtmtl=im/me(s) /(i€ — pal(s)).

5.8
(Bi)s’—&7

dé, %d&z

Scrivendo momentaneamente f(s) in luogo di f(s, &), valutiamo I’in-
tegrale in d&; facendo uso della disuguaglianza integrale di Minkowski:

" B, 2
J U <8;f§fs)§1—af "Sl d5i=
1/2 2
[f | (55 k)ztz ( f | 160 E%“‘"“dal) dt] =
R,
_ 1 2260 1) 1/2 2—
= AT (8 E—1 | | f(5) Ps2®=Dds | dt | =
R+ 1%

=c|| s#~'f(s); L*(R,)||*

Sostituendo si ottiene

4o
(ay + By +my — jmy [my) 2
ft_l_zal ” Al(t)D::W; L2(R+2) ”2 dtSCJ( s _ ] ,(P,(S) | ds }d£2=
Ry

| i&2—pu(s) [?

=c’fsz(¢1+51+mx—(i+1/2)M1/mz) l (1;,'(8) |2 ds<c’ ” 0 ; Vlj(l)+m1(R+) ”‘
Ry
La stima relativa all’integrale

+oo

f £-1-%: || A{)D=w; AR, | dt

0

si esegue in modo perfettamente analogo: basta considerare il prolun-
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gamento
S DEw(xy, x2), per x>0, x,>0,

We, = ? Dg‘iw(xl , —X2), per x>0, x2<0,

0 , per x1<0.

\

Si possono dunque omettere i dettagli relativi.
Possiamo riassumere i risultati di questo numero sotto forma di

TEOREMA 2. Per ogni o€ V'(R.), la formula (4,) fornisce una fun-
zione u per cui

| us WRD [|=cllo; VAR ||.
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