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SOLUTIONS PRESQUE PERIODIQUES
DES INEQUATIONS D’EVOLUTION AVEC
DES FONCTIONNELLES NON DIFFERENTIABLES

MARco BIRrOLI *)

1. Introduction et énoncés.

Dans la suite nous indiquons par V un espace de Banach réel
reflexif de norme || ||, qu'on peut, sans perdre de generalité, supposer
strictement convexe, pair V* son dual, par { , ) la dualité entre V et V7,
par || ||* la norme duale de V*; nous indiquons par H un espace de
Hilbert identifié avec son dual pour le produit scalaire (,), par | | la
norme induite par (,) sur H.

Nous supposons V identifié avec un sous-espace dense de H et que
I’injection de V dans H est compacte.

Soit KcV fermé convexe, 0eK.

Soit A : V— V* avec les propriétés suivantes:

(@) A est monotone, borné, hémicontinu

(b) (Av, v)=al|v|]?, a>0, p=2, VveV
(©) (Aw—Av, w—ov)=al|lw—v|? Vv, weV
@ ||Av||*<c|| v ||""'+K, ¢>0 VveV.

Soit, enfin {(n) : R, — R, une fonction continue.

Dans de travaux précédents I’A. a traité le probléme de I’existence
et de l'unicité d’une solution presque périodique d’une inéquation para-
bolique et a obtenu les résultats suivants:

*) Indirizzo dell’A.: Istituto Matematico del Politecnico di Milano.

Istituto di Matematica del Politecnico di Milano; lavoro eseguito usufruen-
do di una borsa di studio del C.N.R. presso I'Universita di Parigi.
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Tu. 1. Soit f(t) une fonction presque périodique dans V*. Consi-
derons l'inéquation d’évolution

f {('(), v(t)—ut))+(Au(t), v(t)—u(t))—
(1,1 " @), o)—ult)))dt=

= 3{] vt) —ut2) F—| o(t) —u(t) !} h<t;
Vu(t)e$L(R; V) avec ' (1)e Lo (R; V™) et v(t)eK p.p. sur R;
u)eff(R; V)NCR; H) u(t)eK pp. sur R

N

(¢’ index conjugé a p).
Cette inéquation d’évolution a, au moins, une solution presque pé-
riodique dans H et SP-presque périodique dans V, telle que V<eR

| u(t+7)—u(t) | <o( Sup Il fE+o—1@) 1M

1
fll u(t+t+n)—ult+n) || dn<o( §g‘g | ft+) =1 ||
0

ot @(o) est une fonction continue telle que lin}) o(a)=0 (cfr. [1]).

TH. II. Soit f(H)eSL. (R; V*) et supposons que la inéquation
d’évolution (1,1) ait une solution u(t) bornée dans H; alors u(t) est
lunique solution de (1,1) bornée dans H (cfr. [2]).

TH. III. Soit f(t) une fonction presque périodique dans V* et

Il f&) [I"<R.
Supposons que p=2 et

Spy2
| b)) —dm) | <M | mi—m2 |, M< 11-;‘—

pour m , M= ‘% (ol v est la constante d’injection de V dans H).
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Considérons l'inéquation d’évolution

Iy

f((v'(t), o(t) —u(t)) +(Au(t), v(t)—u(t))+

(1,2)  +d(| ut—8) u@®), »(t)—u@®)—{f(¢t), v(t)—u(t))}dt=

= 3{| v(t) —ulty) P—| v(t)—u(ty) |} h=<t, §>0;

Vo(t)e L (R; V) avec v'(H)e L. (R;V*) et v(t)eK p.p. sur R.
u@)eli (R; VNCR; H) u)eK p.p. sur R.

Cette inequation d’évolution a, au moins, une solution presque pério-
dique dans H et &*-presque périodique dans V, telle que VteR

| u(t+)—u(t) | < o( S;;g | fE+)—f@) ||
1
f || wlt+T+m)—u(t+n) ||? dn=<o( Sup | 1+ —f@) 11
0

ot (o) est une fonction continue telle que lim @(c)=0 (cfr. [3]).
=0

Sibony, [6], a traité le probléme de l’existence et de 1’approxi-
mation de la solution d’inéquations variationnelles elliptiques, ol il y
a des fonctionnelles non différentiables et Duvaut - Lions, [4] [5], ont
traité le probleme de Cauchy, pour quelques cas d’inéquation d’évo-
lution, ol il y a des fonctionnelles non différentiables.

Notre but est, maintenant, d’étudier le probléme de la solution pres-
que périodique d’inéquations paraboliques, ou il y a des fonctionnelles
non différentiables; nous utiliserons la formulation abstraite suggerée
par [6] et obtiendrons des résultats, qui etendent les Th. I, II et III.

TH. IV. Soient H(v) et H{(v) des fonctionnelles convexes sur V.

Supposons que, Ve>0, H{v) soit Gateux-différentiable avec une
dérivée bornée et hémicontinue, monotone de V dans V*, telle que

|H |['<c || v ||P~*+K, >0 VyeV.
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Supposons en outre que

a) si lim u,(t)=u(t) dans £°(t,, t2; V), on a

n—> oo
)

lim H(u,.(t)dt:fH(u(t))dt

b) si v(H)eLE(R; V), on a
lin}) fH;(v(t))dt: fH(v(t))dt;

c) si lin}]* u(t)=E%(¢t) dans £2(t;, t2; V), on a

t.

min lim | H(u.(2))dt= f HE(®))dt.

=0
5%

Soit {(t) une fonction presque périodique dans V*. Considérons line-
quation d’évolution

t;

f{(v'(t), o(t)—u(t)) + (Au(®), v(t)—u(t))+

5%

(1,3) +H(ov(t) — Hu()) — (f(t), v(t)—u(t))}dt=
= 3{| v(t2) —u(t2) P—| v(t) —u(ty) [} t<t,
Vo(t)eLE (R, V) avec v'(t)eSE(R; V*) et v(H)eK p.p. sur R
u()eE(R; V)NCR; H) u(®eK p.p. sur R.

Cette inéquation a une unique solution u(t) presque périodique dans H
et &° presque périodique dans V.

TH. V. Soient H(v) et H(v) comme au Th. 1V,

Soit p=2 et f(t) presque périodique dans V* avec
Il f&) [I"<R.
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Supposons que U(n) : R, — R, satisfait aux hypothéses du Th. III.
Considérons l'inéquation d’évolution

t

f {('(8), v(t)—u(t))+{Au(t), v(t)—u®))+

t

w + (| ut—8) {u®), v()—u(t))+H(v(t))—H(ut))—

—{f(®), v()—u(t))}dt=
= 3{] v(t) —ults) P—| v(t)—(8) [*} t=<t;, §>0
Vo(t)e$i(R; V) avec v'(1)eLn(R; V) et v(t)eK p.p. sur R.
u(t)eSi(R; VINC(R; H) u(t)eK p.p. sur R.
Cette inéquation a, au moins, une solution presque périodique dans H
et S*presque périodique dans V.
Nous considérons, en suite, un cas particulier interessant du Th. IV.

Nous posons
V=H'(Q) H=£%Q),

olt QcR" est un ouvert borné avec I'=0Q suffisamment reguli¢re et

K=V

ij=

(Au, v)=a(u, v)= f{i} aif(x) %% +ao(x)u(x)v(x)}dx
aii(x), alx)eL=()
iéll ai(x)E&i=a. é | & 2

p.p. dans Q et VE=(&,, ..., E.)ER?,

a(x)=8>0 p.p. dans Q
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H(u)=g [l u(x) | do g>0.
r

On a:

TH. VI. Soit f(t) une fonction presque périodique dans (H(Q))' N
N H-Y(Q).

Dans le cas particulier considéré, I'inéquation d’évolution (1,3) a,
Vg>0, une unique solution u,(t) presque périodique dans $AQ) et &%
presque périodique dans H'((2).

On a, en outre, que

lim" u () =up(t)
&=» 00

lim* u (f) = un(t)
g0
dans $p(R; HY(RQ)), oi up(t) est solution du probléme

05 %, v>+(Au(t), v)Y={(f®), v) Yve H(Q)
u(t)eHo(Q) p.p.

et ux(t) est solution du probleme

i N LCAudt), vy=(f8), ) Voe HI(Q)
(1,6) dt

u()eH(Q) p.p.

REMARQUE. Nous nous posons dans les conditions du Th. VI;
nous observons, [4], que 'inéquation considérée est équivalante formel-
lement au probléme

du " 0

du
% iiEI P (au(x) a—x,-J Fao(x)u(t, x)=f(t, x)

du_
a\m

ou u
< it o
<g u v, <0 u( v,

—g ]=0 p.p. sur ' X R
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] g
= nous indiquons
aVA

olt nous supposons f(t, x)€ $i(R; £XQ)) et par
dérivation conormale pour l'opérateur A considéré.
Le probléeme (1,5) est, supposé f(t)eH Q) p.p., la formulation

variationelle du probléme

du n

% ”ZI aa ( a,,(x) )+aq(x)u(t x)={(t, x)

u(t, x)|r=0 p.p. sur I' X R

Enfin, si on suppose f(t, x)€ {5.(R; £X)), le probléme (1,6) est
formellement équivalent au probléme

du " d d

2~ Z= a‘(a,,(x) ™ ]+ao(x)u(t x)=f(t, x)
du R
. 0 p.p. sur I' X R,

Dans le paragraphe 2 nous démontrons le Th. IV par une procédé
de regularisation; le Th. V peut &étre démontré par le méme procédé
et nous ne développerons pas la démonstration.

Dans le § 3 nous appliquons le Th. IV a lI’exemple considéré et
démontrons le Th. VI.

2. Démonstration du Th. IV.
a) Existence.

Considérons I'inéquation d’évolution

t;

J (D), o) —1u()) +{ Aut), () —u(®))+

(2,1 +(H a(t), o(t)—u(t))—(f(t), v(t)—u(t))}dt=
= 3{| v(t) —ulty) P—| o(t) —u(tr) [}

20
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Vot e(o(t) | () eSh(R; V) v' (e Lh(R; V) v(t)eK p.p.}
u(t)e{ov(t) | v(t)eLE(R; VINCR; H) v(t)eK p.p.}.
Dans les hypothéses faites, cette inéquation d’évolution a une unique
solution u.(t) presque périodique dans H et &%-presque périodique dans

V, telle que VteR

2,2) | ue(t+7)— uelt) | < o Sup | ft+m)—fo |

1
(2,3) f || w47 4+m)—ul+m) || dn=<o( Sup Il ft+o)— 1) I
0

Nous pouvons, en outre, affirmer, [1], que

24) ) | <C
1
25) f || ut+m) || dn=C.
0

ot C ne dépende pas de e.

De (2,2) on a que les u.(t) sont equicontinues dans H. Si, alors, on
procéde comme dans [1], on a que il est possible d’extraire de {ud(t)}
une sous-suite, que nous indiquons encore par {u.(t)}, telle que.

2,6) lint u(t)=u(t) dans C(t;, t,; H)
2,7 lin})* u(t)=u(t) dans £t , t,; V)
(2,8) lim;* u(t)=u(t) dans (V) (cfr. [1])

(olt par lim™ nous indiquons la limite dans la topologie faible®).
On a alors

(2,9) lin; | v(t2) —udtz) P=| v(t) —u(t)
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(2,10) lim | o(t)) —udty) |*=] v(t1) — u(ty) |?
e—0

ty

linr; (f(®), v(t)—udt))dt=

(2,11)

= f (f(t), v(t)—u(t))dt

ty

lin:] f (v'(), v(t)—ult))dt=

51
(2,12)

ty

= f (o(t), v(t)—u(t))dt.

51

Observons que {Auc(t)} est bornée dans £7'(t:, t»; V*); on peut, alors,
sans perdre de généralité, supposer

(2,13) limo* Au(t)=E(t) dans £°(t1, t2; V7).

Démontrons maintenant que Au(t) =E(#).
Considérons l'inéquation (2,1); il est évident que chaque solution
de (2,1) est aussi solution de I’inéquation d’évolution

23

f {({'(#), v(t)—u(t))+(Au(t), v(t)—u(t))+

(2,14) + H(v(t)) —H(u(t))—(f(2), v(t)—u(t))}dt=
= 3{] v(t) —u(t) P—|o(t) —u(ty) |}
Vot)e{o(t) | v(t)eSh(R; V)  '(DeLh(R; V) o(t)eK pp.}

ut)e{o(t) | v(t)eLh(R; V)NC(R; H), v(t)eK p.p.}.
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Fixons t; et t;; il est toujours possible, [1], de trouver une suite
{uA)} telle que, supposé u(t)ekK,

(2,15) un(t)=u(t), u(t)eK pp. dans (t, t)
(2,16) lim ua(t)=u(t) dans £°(t;, t2; v)
(2,17) WA)eLHty, t2; H)

(2,18) max limf(u',,(t), un(t)—u(t) )dt<0.

Posons dans (2,14) v»(t)=u.(t); on a

J (Aut), ult)—udt))dt=<

(2,19) = f{<u'n(t), un(t) —ut) ) +

[5)

+ Ho(un()) — He(u(£)) — (f(2), un(t)—ut)) }dt.

Nous observons, maintenant, que

t;

lim | (Ault), ut),—un(t))dt=

n—> co
n

(2,20)

_ f CAudt), ult)—u(t) dt

uniformément pour e.
On a alors
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ta
max lim | (Aut), u(t)—u(t))dt=
e=0 ;
Iy
= max lim max lim | (Au(t), ut)—u.(t))dt=
n—yc0 >0
51
153
= max lim max lim | (Au?), u(t)—u(t))dt=
e=>0 n—>oc0
L3
1y
(2,21) < max lim max lim | {{&'x(8), un(t)—u(t))+

n—o0 e—0
4

+Hs(un(t))—Hs(us(t))_< ]((t), un(t) —udt) ) }dts

< max lim | {(u/u(®), un(t)—u(t))+Huu(t))—H(u(t))—

—{f(®), un(t)—u(t))}dt=<0.

De (2,21) et de la monotonie de A, on a, [1],

Au(t)=1(t)

et
min limJ(Aug(t), ut)—v(t) )dt =
e=>0
(2,22) "

= f {Au(t), u(t)—o(t))dt.

309

Démontrons, maintenant, que u(f) est solution de l'inéquation d’évo-

lution (1,3).
Nous observons, en outre, que
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(2,23) lin:) H(v())dt= f H(v(t))dt
(2,24) linz H(ut))dt= f H(u(t))dt.

De (2,9), (2,10), (2,11), (2,12), (2,22), (2,23) et (2,24) on a

ta

f (0(8), o) —ul))+{ Au®), o(H)—u(t))+

131

+H(v(t)) — H(u(®))—{f(t), v(®)—u(t))}dt=
=4{| v(t)—u(ts) P—| o(tr) —u(t1 P};

donc u(t) est solution de (1,3).

De (2,2), (2,3), (2,6) et (2,8) on a que u(t) est presque périodique
dans H et §”-presque périodique dans V.

La thése est ainsi démontrée.

b) Unicité.
La partie du Th. IV concernante I'unicité suit du lemme suivant:

LemMma 1. Soit f(1)eff. (R; V). Considérons I'inéquation d’évo-
lution (1,3) et supposons que cet inéquation ait une solution u(t)efL>
(R; H); u(t) est alors 'unique solution de (1,3) dans £=(R; H).

Soient uy(f) et ux(t) deux solutions de (1,2) dans £=(R; H).

Nous posons
w(t)+ut)

w(t)= 2

Considérons #; et t, fixés et définissons wn(tf) comme solution du pro-
bléme
Nw's() + wa(t) = w(t)

wa(t1) =w(t1)
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et supposons w(t)ekK.

On a

(2,25) lim w,()=w(t) dans £°(t;, t; V)
n—->0

(2,26) lirr; wy(£)=w(t) dans C(t, t; H)
n—»

(2,27) w(eSXt , t; H)

t

(2,28) max loim (Wi(8), wi()—w())dt<0

n—>
t
(2,29) wy(t)eK p.p. dans (4, t)

De (2,25) on a que

(2,30) lim0 f H(wx(t))dt=

= fH(W(t))dtsfH(ul(t))-iZ-H(uz(t)) dt.

Posons dans (1,3) o(t)=wu(¢).
On a

123

f {{w'a(®), wa(t)—ui(t)) +( Aur(t), wq(t)—u(t))

+H(wn(8))— H(ui(8)) — { f(£), wa(t)—u(t))}dt=
= 3{| wn(t) —w(t) | — | walt) —w(tr) |2}

123

J {{'n(8), wa(t)—ua(t) )+ Aunlt), wy(t)—uat))+

4

+ H(wn(£)) — H(uat)) — (f(£), wa(t)—uat)) }dt=

= 3{| wa(te) —uota) P — | wa(t)—ualty) ).
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Si on fait la semi-somme des deux inéquations, on a

f {{w's(t), wa(®)—w(t))+3(Auxt), wq(t)—uat))

H(ui () + H(uat))
2

+3(Auxt), wa(t)—uat) )+ H(wx(t)) —

—{(8), wa()—w(t))}dt=%{| wa(t) —u(t2) P+
+] wa(ta) —ualta) [P — | wa(t)—ua(t) [P — | wa(tr) —uaty) |2}

dont, si on passe a la limite pair n— 0, de (2,25), (2,26), (2,28) et
(2,30) on a

- f(Aux(t)—Auz(t), wi(t)—ux(t) Ydt=

23| uts) —w(ta) P — | walty) —a(ty) ).

De telle relation, si on procede comme dans (2), on démontre
la thése.

3. Démonstration du Th. VI.

Pour démontrer I’existence et 1'unicité d’une solution presque pério-
dique dans £(Q) et S%presque périodique dans H'(Q) du probléme
considéré, il suffit de démontrer que la fonctionelle H(u) satisfait aux
hypotheses du Th. IV. La fonctionelle

H(u):gflu(x)[do', g>0
r

est convexe et puisque H'(Q) s’injecte avec continuité dans HYXT), si

lim u,(f)=u(t) dans $Xt;, t2; H'(L))

n—> co

on peut affirmer que
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ty

lim | H(ua(t))dt= fH(u(t))dt.

n— oo
3%

Définissons, maintenant, les fonctionnelles H.(z) dans la fagon suivante

1
H(u)=g ite f | u(x) |*+do.
T

Il est évident que les fonctionnelles H.(u) sont convexes et ont une

Gateaux-dérivée donnée par un opérateur H’. (1) monotone, hémicontinue,
positif de HY(Q) dans (HY(Q))".

On a, pour ve H(Q),

(H'wu, v)=gfu(x) | u(x) | v(x)do<

r

<||o()||orry- € J | u(x) ["do)2<
r

<|| v(x) || prry - ( f | u(x)Pde+K')'2<
F

=|| v(x) [| gl w| g2y +K) <

<[] 2| @)(C || ulx) ||zt +K).

On a alors
| Haw|I"<C |l u||+K.

Soit maintenant »(t)€ L%(t1, t; H'(Q)); on a

1:~a | v(t, x)|'**< max {1, | o(t, x) [}
1+e
limol—v(—ii_—l_)fs)—L—=| o(t, x)| p.p. sur (4, L)XT.

On a alors
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|2

3,2) lim0 H:(ﬂt))dt:fH(v(t))dt.
Soit
lin}; u(t)=%&(t) dans £Xt;, t,; HYL)).

Démontrons que

min })im fHE(ue(t))dtZ fH(E(t))dt.

Nous observons, avant tout, que

€

1+e > __p—(Q1+9)
owTr—o=—e
14-¢

Va=0.
On a alors
min })im (H(udt))—HE®@))dt =
= min lgm f (He(u(t)) — H(u(t)))dt -
+ min 1(i,m (H(udt))—H(E(#)))dt.

151

ty
Pour (3,1) la fonctionelle f H(v(¢))dt est convexe continue sur
ty
Lt , t2 ; H(Q)); donc cette fonctionelle est semicontinue inférieurement
dans la topologie faible de £7(t1, t,; H'(L)), dont

)

min })im f (H(ut))—H(E(#)))dt =0.

31
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Alors on a
t

min lgm (H(u(t))—HE@)dt=

> min 1i _ —U+e) _E —0.
_mill%)ml ( e 1_*_eJdt 0

t

La thése est ainsi demontrée.

Toutes les hypothéses du Th. IV sont donc valables; nous pouvons,
alors, affirmer que dans notre cas particulier I'inéquation d’évolution
(1,3) a une unique solution presque périodique dans £A(Q) et & —
presque périedique dans H(Q).

Indiquons par u,(¢) la solution de (1,3) dans notre cas particulier.

De la démonstration du Th. IV résulte que Vg>0, on a, VteR,

(3.3) | uelt+7)—ug(t)| g¢(§5§ | fE+=) =1y (19

1
(3,4) f” ug(t+t+m)—ug(t+m) [P dn=<
0

<o(Sup | fE+m)— 1) |1

Si nous posons v(t)=0 dans notre inéquation d’évolution, nous obtenons

[ Hussnasra [luo | aron<
<C[ a0 1rpay [ty 1Py

H(u,(t))=¢ f | ug(t, x)|do.
r

De la relation précédente on a
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ty

(3,5) f || uglt) ||? dt<C=
t;
(3,6) ng(ug(t))dtSC“'
Y
dont
(3,7) lim f fl uy(t, x) | dtde=0.
t, T

De (3,3), (3,4), (3,5) on a qu’on peut extraire de {u,(¢#)} une sous-suite,
que nous indiquons encore par {uy(t)}, telle que

(3,8) lim” u()=up(t) dans £Xt:, t2; HYQ))
(3,9) lim u () =up(t) dans C(t1, t; L))
(3,10) m™ ug(t)=up(t) dans S*HY(LQ)).

De (3,3), (3,9) et (3,10) on a que up(t) est presque périodique dans
Q) et §* — presque périodique dans HY(Q2), de (3,7) on a

up() € Ho'(Q) p.p.

Si on passe a la limite dans (1,3), par les mémes procédés du Th. IV
on a alors que up(t) est I'unique solution presque — périodique dans
£4(Q2) et 8 — presque périodique dans Ho'(2) de I'inéquation d’évolution

t;

f (), o) —ulh) -+ Au(t), 2O)—u(t))—

— (1), v(t)—u@)}dt=3{| v(t)—u(t) } — | v(t)—ut) P}, €<t
Vot)e{o(t) | v(1)€ LiooR; Ho'()) (1) € $1oc(R; H{(R))
u(t)e{o(t) | v(t) € Sho(R; Ho'(Q) NC(R; £(Q)))
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qui est équivalent au probléme (1,5).

De l'unicité de la solution presque périodique dans £(Q) et § —
presque périodique dans H,'(2) de (1,5), on a que (3,8), (3,9), (3,10)
sont valables pour I’entiére suite {u,(t)}.

Faisons maintenant tendre g—> 0.

De (3,5) on a

ty
f f| uy(t, x)|dtde<C*
T

et donc

23

lim | Hg(ug(t))dt=0.
g0

51

De la méme facon Vo(t)eLi.(R; H()) on a
s
lim j H,(v())dt =O0.

De (3,3), (3,4), (3,5) on a encore qu'on peut extraire de {u,(f)} une
sous-suite, que nous indiquons encore par {ug(t)}, telle que

(3,13) lin}: u()=un(t) dans £2(t;, t; HY())
(3,14) lin% ug()=un(t) dans C(t1, t; L))
(3,15) lin%** u(t)=un(t) dans S*HY(L)).

De (3,13), (3,14) et (3,15) on a que un(t) est presque périodique dans
£AQ) et & — presque périodique dans HY().

Si on passe a la limite, par les mémes procédés utilisés dans le
Th. IV, on a que ux(t) est I'unique solution presque périodique dans
H'(Q) de I'inéquation d’évolution.
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]

[ (o, sr—ue)+(Autn), ot)—utt) -

o~

Y

— (@), v(t)—u(t))}dt=3{| v(t)—u(t) P — | v(t)—u(t) P}, t=<t

Vot e{v(t) | o(t) Lol R; HY(Q)) 2'(1) € Sioe(R; (HI(Q))}
ut)e{o(®) | () €Line(R; H'()) N C(R; £3(Q))}

qui est equivalente au probléme (1,6).
De I'unicité de la solution presque périodique dans H'(£2) de (1,6)
on a que (3,8), (3,9) et (3,10) sont valables pour I’entiere suite {u.(¢)}.
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