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ETUDE QUALITATIF DES SOLUTIONS DES EQUATIONS
DE NAVIER-STOKES EN DIMENSION 3

DoiNna Por *)

Le but de cette note est de prouver que les résultats concernant
le comportement asymptotique des solutions des équations de Navier-
Stokes en dimension 2, obtenus par Foias ei Prodi [2] sont valables
également pour une classe de solutions intermédiaires en dimension 3.
Les résultats qu’on va obtenir généralisent ceux de Foias [1].

§ 1. Préliminaires.

Soit QcR® un domaine borné. Soit L?(2) l’espace des vecteurs
réels u=(u;)-1,2 3 , définis et mésurables dans , avec la norme
usuelle:

| ulp=( f u(x)?dx)\/?
Q

ott |u(x)| désigne le module du vecteur u(x). Soit H'(£) l'espace des

vecteurs ueL?(Q), tels que —aﬂ= a—ui(i, i=1, 2, 3)el(Q).
ax,- ax,-
La norme dans HYQ) est:

lu| H'=( u P+ u |
|uP=(u, w), ||u|P=u, u)

*) Indirizzo dell’A.: Doina Pop - Institut de Mathématique de 1’Académie
de la R.SR., Calea Grivitei, 21 - Bucarest, 12.
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et

(u, v)= f (Zuiw:) dx pour u, ve Q)
1)

([ 5 dudn 1
((u, v))—f( p> axiax,-]dx pour u, ve H'(Q).
Q

1

Soit 9T l'espace des vecteurs solenoidaux, définis dans Q, avec
des composantes indéfiniment différentiables a support compact dans
Q. N, resp. N', désigne ’adhérence dans L*(2), resp. HY(Q), de 9T.
Dans N! la norme ||-|| est équivalente a celle induite par H(().

Pour u, v, weN', soit la forme

v
)] b(u, v, w)= uiéz—:_w,-dx.
Q

Evidement b(u, v, w)=—b(u, w, v), d’oi en particulier résulte
b(u, v, v)=0. De plus

|6, v, w) [Slulell 2]l [wle.

Une solution faible des équations de Navier-Stokes est une fonction
u(t) telle que:

(2)  uwt)eLXO, T; N(Q))NL=(0, T; N(Q)) avec 0<T< + oo

et qui vérifie:

T T

f{—(u(t), V(N +V((u(t), v(1)))+bu(t), ut), v(t))}dt= f(f(t), v(t))dt
0 0

0
ot f(1)eLX0, T; LAQ)) fixée et v(t) est arbitraire vérifiant:

1) »(#) est continue & valeurs dans N!,
2) u(t) est dérivable et v'(t)e L(0, T; N'(Q)),
3) v(t) a support compact dans .
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G. Prodi a démontré que la solution faible est unique dans

2p

IX0, T; IXQ)NL'O, T; LAQ)), 3<p<+oo [3].

En ce qui suit, une solution intermédiaire des équations de Navier-
Stokes sera, par définition, une solution faible vérifiant les conditions
suivantes:

3 u(t)eL*0, T; L))
o+1
2 Yes3
@ ullb=_sup ( [T 1556 % < 4o,

Considérons maintenant l'opérateur de Laplace A, défini dans 9C.
Celui-ci engendre dans N un et un seul opérateur auto-adjoint D, dont le
domaine Qp est inclus dans N' et —D=>0. Soit A la racine carrée de
—D. Alors D4=N"'et ||u||=|Au|, ueN'. D' (et A~! aussi) est un
operateur compact dans N. Il existe alors un systhéme orthonormal com-
plet {@.} dans N, tel que Do,=—N.@., Ol on peut considérer que

O<MShs .. S>> +
¢ sont les solutions des équations:
Ag—+ grad 9= —\o, div =0, ¢/3Q=0.
On peut remarquer aussi que h=(Cqo)~%, ol

|u|<Cal|ull (ueNY).

§ 2. Quelques propriétés des solutions intermédiaires des équations de
Navier-Stokes.

En ce qui suit on considére des solutions intermédiaires vérifiant
seulement la premiére des conditions d’intermédiarité, donc des solutions
faibles qui sont dans L0, T; L%£)).

Un rdle essentiel jouera le théoréme suivant, di a4 Prodi [3]. Pour
toute solution intermédiaire dans (0, T), il existe un ensemble de mesure
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nulle Nw)c(0, T), dépendant seulement de u, tel que, pour tout
te(0, T), t¢ N(u), on ait:

0
(5)  (u@®), ut)+ f { =(u(r), V() +W(u(z), v(vN+

+b(u(x), u(x), v(7))}ldr= f (f(=), v(x))d<
0

ot la fonction » vérifie les conditions 1 et 2 indiquées dans §1.

LEMME 1. Toute solution intermédiaire des équations de Navier-
Stokes (éventuellement modifiée sur un ensemble de mesure nulle) est
faiblement continue de (0, T) a valeurs dans N.

DEMONSTRATION. On écrie la relation (5) avec ¢, s€(0, T), ¢,
s¢N(u), t>s et on obtient immédiatement:

t

(6) (®), v()—(uls), v(s))=— f{—-(u(‘r), '(0) +3((u(x), v(T)+

+b(u(), u(z), »(7)—(f(x), v(x))ldr.

Soit maintenant v(t) tel que »(t)=w, weN!, constante par rap-

port a <. Alors:

t

(u(t) —u(s), W)=-—f{v((w('c), w))+b(u(z), u(t), w)—(f(z), w)ldx.

s

On fait maintenant ¢, s— t*€(0, T). Vu la continuité du membre droit
par rapport a t et s, on a:

a lim [(u(t)—uts), w)]=0.

t, s—>t*
t, s¢N(u)

En vertu de (2), | u(t)| est borné, d’autre part N' est dense dans N.
Alors, en utilisant (7), on déduit qu’il existe une fonction w(<), fai-
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_ blement continue de (0, T) a valeurs dans N, telle que:

u(t)=u(x) pour t¢ Ny, ensemble de mesure nulle.

Mais alors de (6) on a:

t

(), v(t))—(u(s), v(s))=— f {—@T), v'(R)+

+9(u(z), v(R)+b(x), ux), o) —(f(z), v(x)))dt

pour t, S¢ Nw)UNo; t>s; t, se(0, T).

Soit maintenant ¢, se N(u)UN,. Il existe alors deux suites {t.},
et {s.}, telles que t., s.¢ N(u)UNo pour tout n et t,—>t, s,—>s pour
n—> oo, Ainsi nous pouvons écrire (6) avec f., resp. s., au lieu de ¢
et de s et on peut faire n — oo, en tenant compte des hypothéses faites
sur la fonction »(t). Donc (6) est vérifiée pour tout t, s€(0, T).

Ainsi u(t) peut étre identifiée & une fonction faiblement continue
de (O, T) a N et vérifiant (6) sur tout l'intervalle (0, T).

§ 3. La relation de I’énergie.

THEOREME 1. Soit u(t) et ult) deux solutions intermédiaires des
équations de Navier-Stokes aux membres droits f(t), resp. fi(t). Soit
BZ0 un opérateur linéaire borné dans N, qui commute avec D (ou avec
A). Alors, pour tout s, te(0, T), 0<s<t<T< 4 o0:

® o0, B — (9, Bwls) f (M(w(x), Bw())+

+b(u(t), w(t), Bw(t)+b(w(x), w(z), Bw(t))ldt= f (h(), Bw(7))d~,

ou

w(t)=u(t)—uw(7), h(z)=f(x)—fi(x).
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DEMONSTRATION. De (6), avec les notations du théoréme, on
déduit facilement:

) (w(), o))—(w(s), v(s))+ f { = w(r), Y(N+v(w(T), v(1)))+

t

+b(u(v), wit), v(7))+b(w(z), w(z), v(t))dr= f ("), v(7))d=

s

pour tout s, t€(0, T).
Soit B=0 défini comme dans le théoréme. Alors:

| Bu|<|B| |u| pour ueN

et )
| Bv ||=| ABv |=| BAv |< B| | Av|=|B| || »]| pour veN"
Posons:
. {Bw(-r) st
W)= 0 dans le cas contraire

et soit us(t)=ps*w (t) ol p(7)=0 est indéfiniment différentiable telle

que: p(v)=p(—7), Jp(t)dr=1, p(v)=0 pour | |>1 et ps('r)=lp (g]

pour §>0. :
Pour § assez petit, la fonction vs(t) vérifie les conditions 1, 2 et 3,
donc on peut introduire vs(t) dans (9).
Faisons maintenant § — 0 en tenant compte que:

f (w(x), v's(T))dt=0

(e), os(6) = (o (0), Bw()

W(s), va(s)) = %(w(sx BuA(s)).
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Puisque

‘fb(u(‘c), w(t), Bw(=))d~— fb(u('c), w(T), vs(t))dt | <
° t+8 "

< f L) Jo | W)= oa(e) || | w) fude <

s-8
5

t+
12
< const.(f” w*(t)y—os() ||2d-c) — 0 pour §—0
s-3

(8) résulte aussitot.

La relation de 1’énergie est celle obtenue par Foias et Prodi [2]
pour le cas bidimensionel. Une conséquence immédiate de la relation de
I’énergie est la suivant:

LeEMME 2. Toute solution intermédiaire des équations de Navier-
Stokes est continue (fortément) de (0, T) dans N.

DEMONSTRATION. En effet soit dans (8), B=I, ui(t)=f(t)=0.
Alors, pour tout s, t€(0, T) nous obtenons la relation de 1’énergie de
[4], notamment:

1 1 t t
3 LU P | P+ f 1| u(e) |Pdv= f (=), u(m)ds.

Ceci montre que |u(t) | est continue. Comme u(t) est faiblement conti-
nue, la continuité de la solution u(t) découle directement.

CoNSEQUENCE. Si on prend dans la relation de 1’énergie B = I,
ui(t)=fi(t)=0, par dérivation nous avons:

1d|u@)

2 g Y u@ [P=@), u®).

Alors on déduit 1’estimation:
1
| u(t) |<| uls) | e~ ™Mo+ oy .. SUP | f(m) | .
1V ne(s, +o0)

) . 1
Par conséquent: limsup | w(t) |< - sup |f(m)].
t> 0o A1V ne(s, +o0)
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§ 4. Comportement asymptotique des solutions intermédiaires des équa-
tions de Navier-Stokes.

LEMME 3. Soit b(u, v, w) la forme définie par (1). Alors pour
e>0 on a:

2
ell v[P+ee) || wP+ede) |ulp-3wf

Ib(u9 1), W) Is l‘l.
ell o lP+eide) || wlP+ede) | wlz-2{ul.

1
DEMONSTRATION. Soit q tel que ;1’+ ; =3 Alors:

2 \1,2
dx<f|u(x)|(_2i2 (g—z—z] ) [w(x) | dx<

[1]

0v;
|b(u, v, W) K.”uia{w,-
1
a

1
Slulplwliloll<ello P+ ul? | wll<ell 2P+
3(¢-2)
k a
4e

6= 3a-2)
“llwll * <

+ luls | wl

4
<ellv|P+ee) || w|P+ede) [u 2| w =
20
=e|| v |P+ee) | w |P+ede) [ulz=3 | w

On a utilisé le fait que si ueL*(Q), ueL¥Q) ot 1<a<P, alors pour
tout g tel que a<g<f, ueLYQ) et

a(f—q) B(g—a)
lulo<|u|Z®® | u|§®* (voir [3]).

k est la constante d’immersion HY(Q)cLYQ) (qui ne dépend pas de
Q et est égale 3 4/V3; pour la démonstration voir [3]). Analoguement
pour la deuxiéme inégalité.

Dans tout ce qui suit nous allons considérer des solutions inter-
médiaires vérifiant (3) et (4) dans (0, 4+ o) or dans (— oo, 4 o).
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Soit maintenant B=FE une projection orthogonale dans N. De la
relation de I’énergie par dérivation nous avons:

SEHEWO P+ || Ew) [P-+b(uto), wie), B+

+b(w(t), wi(t), Ew(t))=(Eh(t), Ew(t)).
En vertu du lemme 3 on a les estimations:

| b(w, w, Ew)|<|b(Ew, ur, Ew)|+| (I —Ew, u, Ew)|<

2p

<e || Ew |P+c'ie) | | 27° | Ew P+e || Ew |+ ¢'E) || —E)w [P+
2p

+&e) |w |37 | U—Ew !
| b(u, w, Ew)|=| b(u, Ew, I—E)w)|<e|| Ew |*+cue) || U-=EWw |+

2p

+ede) |ul 37 |U—Ew .

Apres avoir renoté les constantes, on déduit:

d
(10) 7 | Ew P+2v || Ew |P<6e || Ew [P +ede) || d—Ew [+

20 2
tode) | u |33 | U—E)yw P4ce) | w |57 | A—E)w P+

2p

+cde) |w |27 | Ew P+2 | Ew| | ER].
Soit € assez petit afin que v—3e=> %
Pour ueN et n=0, 1, 2, ... on posera:

prou=0
priu=(u, ¢;)€R’

prau=((u, @1), ..., (1, @n)))ER™ (¢; sont introduits dans § 1).

Soit E-'—-“En ol E,,=(u, (Pn+1)(Pn+1+'(u, (Pn+2)<Pn+2+
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On a évidement:
,(I_'En)w |=| praw I, ” E.w ”2>)Vn+1 I E.w I, ” (I—E.)w ”2<Xn I Praw |2.
Par suite (10) devient:

d 2
(11) E‘tlEnw |2+(V)vn+1'—8—6'4|ullg‘3)]Enw <
2 20 1
(et |ulz=? +es|un|z=2 | praw P+ 5 | Bk [

oll ci=cie) sont des constantes qui dépendent seulement d’un e fixe,
vérifiant eS(—; , et §>0 est arbitraire et ensuite fixe.

De (11), pour tout 0<s<t< + o on déduit l’estimation:

! 2
—f("*nn —8—c, | (=) |53 e
| Eaw(t) P<| Esw(s) e ° +
. r 2
. 5 3
f(v)-n+1 8 c4|“1("~')|; )dx i 2
e ’ (cihtc | u(@) |57 +es | (o) [572) | praw(o) [de
‘S t
t 2
—f(vln+1 —8—c4 | uy(x) |;—3)d‘:
1
+5 / e’ | E.A(c) JPdo.

Les solutions u(t) et ui(f) sont des solutions intermédiaires, donc vérifient
des relations de type (4), c’est-a-dire:

Ml alllo<+ oo, [l [llo<+ oo

Soit n assez grand pour que:

2p

co Il |lI27 +8
5 :

(12) Ny >
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Soit s+m<t<s+m+1 (m=0, 1, ..). Alors on a:

t

t
20 2
f(al u|z-3 +8—v)»n+1)d'c<c4f | w123 at+ @ —VAuuaf—8)S

s

20 2p_
Scm+ ) || wn ||57° + @ =)t —s)<ece ||| w || 57° +
2
+Ces ||| wr |1 572 48— Mnsr)t—5).
Puis on a:
t
2p
/: ""f(“ln—}.] "5“"4|“1(‘=)|g—:3)d‘r 2 2
j e ’ (et | w(@) |37 +c3 | (o) | 57%) | praw(o) Pdo <

s

p—-3 !

pP=> 2p 2p
2 = =
Leslwlls”  sup | praw(n) P J e~ Ornr1=8-alllall 2=30=9 (¢ )\ +c2 | u(o) |23 +
ne[s, t]

s

20 ;,2%3 Cihn
+c3 | uo) |37 )do <erllwliz™  sup | praw(n) [ e
nels 1] Vs —8—cs ||| w |||3”
t

2 2 22
+ fe-(‘*nn—s—c‘.lllul lllg—:;(t—v) (c2| u(o) | ;"3)+63 | ui(o) |;—3)do'>

2
Désignons par C(n)=VAns1—8—cs ||| w1 |||37*>0 (conséquence de (12))
et
2 2
W(o)=e ") c, | u(@) |57 +¢5 | (o) [370).

Tenant compte de nouveau que les solutions sont intermédiaires on a:

t t—1

2 22
f‘l’(o‘)dO‘S(Cz Il 2= +es ] wn |l 2-3)+ f\l’(a)dcr sit—12s

S
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t

2 2
[v@re<@liiulliz +e )+

s

t-2

2 20
+e llulllz= +e || w |l|z-3)e "+ f Y(o)do si t—2>s

et ainsi de suite on obtient:

t
2p 2p
f¢(a)dc<(c: Mulllz=% +es |l wn |23 )1 4674 ... e~ C-D) 4

t—n

+f¢(c)da si t—(n+1)<s<t—n.

Donc:
t
2 2
[orto< eIl 11375 4+ Il 113751 +e=c)

Finalement on a l’estimation:

2p

(13) Eaw(t) P<| Eaw(s) Pestlllall 3~ g=Conte-9)

2p

+ec4illunlll§_“3[ Cikn

C(n)

20 20
el I35 el E)0+e | sup, | provced P+
negs,

1 2 sup |Eh(n) [’
+ ~eellmllip3 nels. 4
5 C(n)

qui jouera un rdle important dans la suite.

On voit maintenant que si nous supposons que | pr.w(t) | —>0 et
| h(#) | = 0 pour t— + o, vu que C(n) est une constante positive, il
résulte de (13) que | E.w(f) | — 0. Mais

| w(t) P=| praw(e) P+ | Eaw(t) |?
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donc | w(t)|—> 0 quand ¢—> 4 co. En résumant nous avons obtenu le
suivant.

THEOREME 2. Soient u(t) et ut) deux solutions intermédiaires des
équations de Navier-Stokes aux membres droits correspondants f(t) et
fi(t). Soit n assez grand pour que

2p

V> ca ||| w |]|273 +8 (voir (12)).

Alors si f(t)—f(t) > 0 pour t + oo (dans L?) et pru(t)— prau(t) =0
pour t—> + o (dans R™), il résulte:

u(t)—uy(t) —> 0 (dans N) pour t — + oo.

REMARQUE. Soit € tel que e<~. D’aprés le lemme 3 on a

Y
x

2p

|6y, u, v) |<e|lu|P+cE) | |57 |uf

olt ¢’(¢) est une constante dépendant seulement de & La constante cs
qui apparait dans la relation (12) est égale & 2¢’(g). & est & son tour
une constante qu’on peut choisir tellement petite que 'on veut.

§ 5. La dépendance continue des solutions intermédiaires par rapport
aux données initiales et aux membres droits. Caractérisation de
I’ensemble des solutions intermédiaires.

On va démontrer maintenant que les solutions intermédiaires des
équations de Navier-Stokes sont continuement déterminées par leurs
valeurs initiales et par leurs membres droits. En effet, nous avons la
propriété suivante:

LEMME 4. Soit u(t) et w(t) deux solutions intermédiares des
équations de Navier-Stokes aux membres droits f(t) et fi(t), selon le
cas; u(t) vérifie seulement la condition (3) d’intermédiarité tandis que
w(t) vérifie toutes les deux conditions (3) et (4), donc ||| u1]||p< + oo.
Alors pour tout tels, s+T] on a



286 Doina Pop

(14) | u(t) —ui(t) P<ci | u(s) —uls) P+ f | #(o)—fi(o) Pdo

ol ¢ et ¢, sont des constantes qui dépendent seulement de T, Q et de
lwlllo- T est fixe, s<T <4 oo.

DEMONSTRATION. Soit dans la relation de 1’énergie B=1I1. Aprés
dérivation:

2 dtl w(t) P | ) [P+ b0w(e), w(®), wt)=(h(), w(t)).

En s’appuyant de nouveau sur le lemme 3, il vient:

zd,Iw(t)l’+vllw(t)ll2<sllw(t)l|2+cx<e)|ul<t>lv3|w<t>|2 —Iw<t>I’ ;;Ih(ﬂlz

A . v
€ peut étre choissi tel que v—e>—

5 Tenant compte du fait que N'cN

a5 Liwop+ (——c|u1|1’3 )|w<t>|2<§|h(t>|2

ot Cq est la constante d’immersion N'cN et ¢ est une constante dé-
pendant seulement de e. De (15) il s’ensuit que, pour tout ¢=s,
s, te(0, +o0):

t

2
. (lu()|2=3 15 o
(16) | w(®) P<| wis) Pe® +
. r »o,
» f(c | uy(x) |[P=3 45— ropeidd
1 14 Q
+ g/e o I h’(O‘) Izdo-.

Soit te[s, s+T] et s+m<t<s+m+1; m=0, 1, .... Alors:
t

2 Y} : 20 v
f (c|u1('c) [2=3 +6— E,;)d-récfhh (T)Ig—3d1:+(8— o )(t—s)<
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20 Y]
<ctmt 1)l 13 + 5 2 Ju—s<

2 2 v
<elll 5 + (e Mullz +5- & Ju—9.
Premier cas:
22 v
clllwlllz=3 48— o >0.
Alors on a:

2p 2p 2p 2p

-3 -3 v -3 7—3 v
eclllullll,’; +efllmllh +5—C—Q)(t~s) gecmullll,‘: e(CIIqu Iy +5~C—Q)T'
Second cas:

2 v
clllwl|»-3 +8— 5 <0.
? Ca

Alors:

2p 2p 2p

3 . = v p—3
ecllm g™ +Clilullip ’+s—55>(:—s> <Lecllully :

Avec ces estimations on voit aisément que (14) est vérifiée pour tout
te[s, s+T] ce qui achéve la démonstration du lemme.

LEMME 5. Soit ui(t) (i=1, 2, ..) des solutions intermédiaires des
équations de Navier-Stokes aux membres droits correspondants fit).
Alors si

sup |Juilllp<+o et sup |fin)|<+ oo
i=1, 2, ... 71_5[5.23+T]

i=

T positif, fini, fixé, alors pour tout te€[s, s+T], Uensemble {uit)}
est relativement compact dans N.

DEMONSTRATION. Ecrivons la relation de I’énergic dans le cas

B=E,, wi(t)=0, fi(H)=0, u=u(i=1, 2, ..) et f=f(i=1, 2, ...).
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En dérivant:

dt
(17) 7 |

Eaudt) P4V || Esudt) |2+ buit), udt), Eudt))=
=(Eafdt), Enudt)).

N | =

En s’appuyant sur le lemme 3, aprés avoir pris € tel que v—e?% (17

devient:

(18) | Extt) P+ (91 —8) | Eaikt) P
2p
<@ehnte | ud®) |37) | proadt) P+ 5| Efio) P

ol ¢ est une constante dependant de e. De (18), avec des estimations
semblables aux celles utilisées au cours de la démonstration du théoréme
2, nous avons:

1
(A< () [26B=N, T )
(19) | Eaui(t) P<| Enti(s) |¢ o w4 I]Enf.('n) [+

[s, s+T

__2£
An elllw Iz~ 2
+ (25 v)\.,,+1—8 + 1+e_(v).n+]_6) 'ne[f,uSI:)I-T]l Pl‘nlh('rl) |

pour tout te[s,s+T1.
D’autre part Q étant un domaine borné, pour tout ueL? (¢=2)
on a |u < const.|u|,. Les solutions u(t) vérifient:

[
2 2r_
ucll= sup, ( [t 3305 Jr<c <+ oo
c—1

oit (a, b) est lintervalle olt on considére les équations de Navier-Stokes.
On a donc:

c
2p

2p
(20) fl u(z) |17 de<C 73 =Ci< + oo

o-1
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pour tout £€(a, b). Puis, en vertu d’'une remarque faite a la fin
de § 3:

(21) | ui(t) | <Ca | uis) | +Cs

pour tout t€[s, s+T]. En particulier (21) est vérifiée pour te[o—1, o].
Par suite, de (20) et de (21) on déduit:

[

2p 2p
| uio) Iv_—3<C4f| ugs) | 53 ds+Cs<Ce< + o0

o—1
d’olt résulte que | ui(t) | est bornée sur tout (a, b).

Utilisant ce fait dans (19) ol on fixe ¢, comme A1 —> 4 o0, €t €
peut étre assez petit, pour tout €' >0, il existe un entier positif N(e, €’),
tel que, pour tout n=N(g, ) on ait:

| Eaui(t) P<¢’.

Par conséquent uit) admet la représentation:

ui(t)=(I—E,,)uxt)+Enu‘<t)=él(u,-, 0)on+ Entit)

| Eaui(t) | <€ et | praudt) |=| (I —E.uit) |[<K

pour tout t€[s, s+T]. K=K(t) est une constante indépendante de
i=1, 2, ...
Dans R" la boule de rayon VK est compacte, donc il existe un

n n

systheme v;= ¥ amon (I=1, 2, ..) tel que pour tout ¥ (i, Qu)ps OnN
h=1 h=1

ait un v; vérifiant:

n
| hZ_ll(ui , en)on—v; |<e

De cette maniére, pour tout us(¢) il existe un v; jouissant de la propriété:

| uty—v; | <€’
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Il résulte alors que la famille {ui(t)} est totalement bornée, donc rela-

tivement compacte dans N.
Nous pouvons maintenant donner le théoréme suivant:

THEOREME 3. Soit {u(t)}lune suite de solutions intermédiaires des
équations de Navier-Stokes aux membres droits correspondants f(t),
telles que

(22) sup ||| wi ||, <SC< + .
i=> 4 oo

Si la suite {f(t)} converge dans L* uniformément sur tout intervalle
compact de (0, + o0) alors il existe une sous-suite {u,-ls}de {u:}, unifor-
mément convergente sur tout intervalle compact de (0, + o) vers une
solution intermédiaire des équations de Navier-Stokes au membre droit

f(H= Tim f.9).

t—> + oo

Si {f;} converge dans L?, uniformément sur tout intervalle [g, + o)
(0, + ) et de plus, {prau;} converge uniformément dans R" (n choissi
assez grand pour que (12) ait lieu), alors la convergence uniforme de
la suite {u(t)} vers la solution u(t) des équations de Navier-Stokes au
membre droit {(t), a lieu sur [e, +o00)c(0, + ).

DEMONSTRATION. Pour prouver la premi¢re affirmation on utilise
le lemme 5 et la relation (14). En effet, pour un s quelconque de (O,
+ o0), ’ensemble {u«s)} est relativement compact dans N, donc il existe
une sous-suite {u; (s)} convergente (dans N) vers un up€N.

La relation (14) montre que {uil.(s)} est uniformément convergente
et soit »(¢) la fonction limite. (22) se mentient aprés avoir fait j — + o
(voir [1]).

Soit maintenant u(t) la solution intermédiaire dans (s, + o) a
valeur initiale uo et dont le membre droit est f(f)= lim fi(t). Alors,
de (14) par l'intermédiaire du lemme 4, on obtient:

s+T

| ut)—ui(t) P<C't | o—us(s) P+C" f | /@)~ fi (o) ['do

s
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pour t€[s, s+T]. C’y et C’» dépendent de ||| u;; |||,, de T et de Q. En
tenant compte du fait que (19) montre que si {pr.ui(t)} est unifor-
de la suite {u;;} est en effet une solution intermédiaire des équations
de Navier-Stokes au membre droit f(¢).

La deuxiéme affirmation résulte par les mémes considérations en
tenant compte du fait que (19) montre que si {pr.u(t)} est unifor-
mément convergente, alors {E.uit)} est de méme, donc la suite {uft)}
converge uniformément sur tout intervalle [g, + o0)c(0, + o).

§ 6. La presque-périodicité asymptotique des solutions intermédiaires.

Par le méme argument que celui utilisé dans [2] on peut démon-
trer aussi le résultat concernant la propriété de presque-périodicité asym-
ptotique, obtenue pour les solutions faibles en dimension 2. Une fonction
v(t), définie sur [0, + o) est appelée asymptotiquement presque-pério-
dique (a.p.p) si de toute suite {v(¢+hn)} de translations par h.,>0
de o(t), on peut extraire une sous-suite {v(t+hm,)}, uniformément con-
vergente sur (0, 4 o) (dans la topologie de I’espace des valeurs de »(¢)).

THEOREME 4.  Soit u(t) une solution intermédiaire dans [0, + o)
des équations de Navier-Stokes au membre droit f(t) a.p.p. Soit n
assez grand pour que (12) ait lieu. Alors pra.u(t) est aussi a.p.p. il
résulte que u(t) est a.p.p.

DEMONSTRATION. Soit {u(t+h.} une suite de translations de u(t).
En vertu de I’hypothése on peut supposer dés le début que les suites
{f(t+hm)} et {prau(t+hn.)} sont uniformément convergentes sur [O,
+ o). On peut supposer aussi que 0<<h,, —> + oo.

Gréce au lemme 5, de la sous-suite {k.] nous pouvons extraire
une sous-suite {hm,} telle que w(hm,) — o, us€N. Soit »(t) la solution
intermédiaire des équations de Navier-Stokes au membre droit g(¢)=
= lim f(t4+hmy) et a donnée initiale uo. On voit aisément que

P> + oo
u(t+hm,) — v(t) dans N pour p—> + oo, uniformément sur tout inter-
valle compact [0, o] (théoréme 3), en particulier dans [0, s]. Il reste
a prouver la convergence dans [s, + o).

Désignons par un(t)=u(t+h). En s’appuyant de nouveau sur (13)
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| Evttny, (6 —Evtt, (8) S C1e% 2 | Entn,, () Entin, (5) [+

+C2 sup | Pratthy, (0)—Prattn,, (o-) |2+Cs sup. | Enfh (&) —Enfiy, () [

ge[s,

[N

ou

2 .
C: =ec.n!“nm lllp-3

Cr= el g, 5+l i 501 65+ G5
1
Cs= c(n)SC

2
C(n)=Vhns1—8—cs ||| un,, ql” »=3>0 (en vertu des hypotheses).

Mais les hypothéses faites sur les suites { prati(t+hm)} et {f(t+hm)}
entrainent que pour tout £>0, il existe un n. tel que si p, g=n. on ait:

_ e £
| praun,, (@) pr,.uh,,,q(tr)l <G

| i 00— (@) P
d’olt découle I’estimation:
| Ents(t+ hm,) — Eu(t+ hmq)j2 < Cre €= Equ(s+ hm,) — Enti(s + hmq)|2+ 2¢.
Mais alors faisant ¢ — + oo, on a:
| Ents(t+ m,) —Eo(t) < Cie™ M9 | (s + hm,)—v(s) [242¢

donc Enu(t+ hm,) —> Ex(t), ce qui achéve la démonstration du théoreme.

§ 7. La presque-périodicité des solutions intermédiaires.

Supposons maintenant que lintervalle sur lequel on considére les
équations de Navier-Stokes est (— oo, -+ o0).
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THEOREME 5. Soit ui(t) et uxt) deux solutions intermédiaires des
équations de Navier-Stokes au membre droit f(t). Soit n assez grand
pour que (12) ait lieu. Alors, si prauy=prau, , il résulte uy=u,.

DEMONSTRATION. Au cours de la démonstration du lemme 4 on a
montré que si u(t) est une solution des équations de Navier-Stokes,
| u(t) | est borné sur tout l’intervalle (— oo, + o). Si on désigne w(t)=
=ui(t)—uxt), par la méme voie on a que | w(t)| est borné sur tout
(—o0, 4 o0).

On utilise I'inégalité (13) qui devient dans ce cas:

2
| Eaw(t) P eeslllne 1l 2=3g=Conte—5) | Eaw(s) ]2

2p

C(M)=VYh1—8—cu|| uz |||,’;—'5>0.

En faisant s — — oo il vient tout de suite E,w(t)=0, donc w(t)=0
qui achéve la démonstration.

Rappellons la suivante définition: Une fonction v(t) définie sur
(— o, + o) est presque-périodique si de toute suite de translations de
v(t), {v(t+hm)} par h.=0, on peut extraire une sous-suite uniformé-
ment convergente (convergence dans la topologie de ’espace de valeurs
de o(t)).

THEOREME 6. Soit u(t) une solution intermédiaire sur (— oo, -+ o)
des équations de Navier-Stokes au membre droit f(t) presque-périodique.
Soit n choissi tel que (12) ait lieu. Alors si pr.u(t) est presque-périodique,
il en résulte de méme pour prau(t).

DEMONSTRATION. Soit {u(t-+h=)} une suite de translation. Gréce
aux hypothéses on peut supposer que

(23)  f(t+hm) — f(¢t) dans L?, uniformément sur (— oo, + o)
(24) prau(t+h.)—>a(t) dans R", uniformément sur( — oo, + o),

Supposons maintenant que la suite {u(t+h.)} ne converge pas
uniformément dans (— oo, + o). Alors pour un £>0, fixe, il existe-
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raient deux sous-suites {u(t,+hm)} et {u(tp+hmy;)} telles que
(25) | ulty+hmy) — ulty+hmy) | Ze.

D’autre part de (23) nous avons:

(26) | f(t+to+hm) — [t + byt Bug) | <| f(t+to+ b)) — F(E+15) |+
+| F(t+t)— ft+ty+Pmy) | > 0

dans L? uniformément sur (— oo, 4+ o), pour p—> oo,

Soit maintenant dans le lemme 5, s=—1, t=0 et wi(t)=u(t+
ti+ R ) ou u(t+ti+hmy). Alors {w(ti+ha )} et {u(ti+hmy )} sont des
ensembles relativement compacts dans N, donc on peut extraire une
sous-suite {uw(t!+Hhl;)} resp. {u(t!+HhL;)} convergent. On applique le
lemme 5 cette fois-ci pour s=—2 et t=—1 et u(t)=u(t+t'+h.,; )
olt ut)=u(t+t'+H,;) et ainsi de suite.Par le procédé le diagonal on
extrait deux sous-suites {u(t+t,°+h5,;)} et {u(t+t,"+h; )} qui véri-
fient la relation (25) et qui sont convergentes dans N en tous les points
t=0, —1, =2, ...

Alors, si on applique le théoréme 3, il résulte que

lim w(t+t,°+ b)) =ui(t)
P> oo

et
lim w(t+ 1,7+ ) =ua(t)

P> oo

existent et sont des solutions intermédiaires des équations de Navier-
Stokes au méme membre droit (grace a (26)).

D’autre part, en utilisant (24), de la méme maniére que nous avons
déja utilisée pour obtenir (26), nous déduisons:

prnu(t+tp+hm’p )_prnu(t+tp+hm1’;) —0

uniformément sur (—oo, + o). Il en découle que proui(t)=praust).
Du théoréme 5 on a tout de suite:

ui(t) =ux(t)
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et en particulier ui1(0)=u2(0), en contradiction avec (25), donc la sup-
position que {u(t+hm,)} n’est pas uniformément convergente est fausse.

REMARQUE. Le cas ott n=0 a été traité aussi dans [1]. Toute

fois, méme ce cas particulier de notre théoréme améliore le résultat
de [1].

§ 8. Solutions intermédiaires stationnaires.

THEOREME 7. Soit u(t) une solution intermédiaires des équations
de Navier-Stokes au membre droit {(t). Soit n assez grand pour que

_21_
clilullt”+8
v

)\vn+l >
Si
lim f(t)=F (dans L?)
t—> o0
et
lim pr.u(t) existe dans R"
t—> oo
alors

lim u(t)=U (dans N)

I —> oo

existe également et est solution intermédiaire stationnaire des équations
de Navier-Stokes au membre droit F.

DEMONSTRATION. Soit ux(t)=u(t+h) et fu(t)=f(t+h). u(t) est so-
lution intermédiaire des équations de Navier-Stokes au membre droit
tn(2).

Par hypothése: lim f(t)=F (dans L?). C’est-a-dire, pour tout >0

t—> o0

il existe un &, tel que si t>8, on ait:

| (t)—F |<m.
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Soit maintenant £>0 et considérons que ¢ varie dans Dintervalle
[e, +»)c(0, + ) - h—> + o, donc on peut faire h>8,—e. Alors
pour tout n>0 il existe un &, {=8,—¢) tel que si A>E&, . on ait:

| f()—F | <m.

pour t quelconque dans [g, + o0). Cela veut dire que la suite {fn} est
uniformément convergente sur tout [g, + o)< (0, + o), pour A —> + oo,
vers F (dans L?). Alors, si on applique le théoréme 3, la suite {uy}
converge uniformément (dans N) vers une solution intermédiaire Uo(t)
au membre droit F.

On utilise de noveau (13):

(27) | Entin(t)— Enu(t) P< Cre= €™¢=9 | Equn(s) — Eni(s) |2+
+Cz sup | praun(o) — prau(o) P+ Cs sup_ | fn(e)—1(o)

ves, t]
ou Ci, C;, C; et C(n) sont des constantes introduites dans § 4. C(n)>0
par hypothéses. Mais toujours des hypothéses on a:

t lix+n [ sup | i) —ft) P1=0

lim [ sup | praun(t)— prau(t) |1=0.
h>0

t— +oo

Alors (27) donne:
lim [5qu | Eun(t)— Enu(t) X1=0

tey +oo0
ou bien

lim [ sup |un(t)—u(t) )1=0
t— +o h>0

ce qui assure l’existence de lim w(t)=U (dans N), U fonction indé-
pendante de ¢. b

D’autre part d’ici découle que lim wu,(#)=U et celd uniformément
dans tout [g, + o0)c=(0, + o). Mais alors U(t)=U, donc U est so-
lution intermédiaire stationnaire des équations de Navier-Stokes au
membre droit F.

Le théoréme 7 a le suivant
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COROLLAIRE. Si f(t)=F ne dépend pas de t et si u; et u, sont
deux solutions intermédiaires stationnaires telles que prouy=pra,
(pour n assez grand) alors il résulte ui=u, .

§ 9. Remarques.

N

Rappellons que la condition (12) imposée a n est

2p

Il u Iz +8
B S

dans les théorémes 4, 5, 6 et 7. & est une constante qu’on peut choissir
assez petite. ¢ est une costante qui dépend d’un £<0, fixe et vérifiant
v
6
Si ||| u||l» est assez petite alors la relation (12) est vérifiée pour
n=0. Donc les théorémes mentionnés constituent des critéres de sta-
bilité, de presque- périodicité asymptotique, d’unicité et de presque-pé-
riodicité.

Avant de finir il faut mentionner que la plupart des théoremes
obtenus i¢i ont des correspondants dans [1], [2] et [4] et leurs démon-
strations sont partiellement calquées sur I’argumentation de ces théorémes.

€< ~. La costante ¢ ne dépend pas de u (voir § 4).
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