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SIMMETRIZZAZIONE DI UNA CATEGORIA

FraNCO PARODI *)

PArTE 11

PROCESSI DI SIMMETRIZZAZIONE

Introduzione

In questa parte II si descrivono due procedimenti duali di simme-
trizzazione di una categoria, soddisfacente condizioni opportune. Viene
cosl risolto pilt in generale il problema gia affrontato da Hilton della
costruzione della categoria delle corrispondenze in una categoria abeliana.

In particolare si perviene alla categoria delle corrispondenze tra
insiemi, ben nota ed alla categoria dei « trasduttori » che ha gid avuto
applicazioni !).

*) Indirizzo dell’A.: Istituto di Matematica, Universita di Genova, via L. B.
Alberti, 4, 16132 Genova.

Lavoro eseguito nell'ambito dei programmi di ricerca matematica del C.N.R.
(Contratto di ricerca n. 13).

1) Cfr. GABRIELE DARBO, Aspetti algebrico categoriali della teoria dei disposi-
tivi, Atti del convegno di Topologia algebrica e algebra omologica, Roma, aprile
1969.
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Sia C una categoria nella quale supporremo:
2.i) esistenza di fattorizzazione epic-mono per ogni mappa;
2.i) esistenza di somme dirette finite;

2.iii) esistenza di Push-Out (@, ¥; ¢, @’) per ogni coppia di

mappe
A B
\
C

/\
\/

Push Out con p. monomorfismo, p’ & monomorfismo.

2.iv) dato

OsservAzIONI 2.1. Come visto negli esempi della parte I le ipo-
tesi precedenti sono verificate per la categoria degli insiemi, per la cate-
goria degli spazi topologici, per una qualunque categoria abeliana.

Dati A, B oggetti di C consideriamo le coppie di mappe (¢, )

del tipo:
X
N\
A B

essendo X un qualunque oggetto di C.
Definiamo fra due tali coppie la seguente relazione di preordine:
(9, V)< (9’, U) se esiste p monomorfismo tale che il diagramma:
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J A\
N\

A B
commuti.

Consideriamo la relazione di equivalenza generata per simmetria
e transitivita, dalla relazione data.

ProposizIONE 2.1. La relazione simmetrizzata della relazione data:
(91, U1) ~ (92, Y») se esistono i , u2 monomorfismi tali che il diagramma

commuti, ¢ una relazione di equivalenza.
Essa & allora la relazione di equivalenza generata dal preordine
prima considerato.

DiM. Si ha da provare che la relazione ora definita, la quale &
ovviamente riflessa e simmetrica, risulta pure transitiva.

Siano (@1, Y1)~ (92, 1) e (@2, W)~ (93, Us), possiamo costruire il
seguente diagramma commutativo

)
Fa'e"

15
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dove pa, U2, V2, V3 sono monomorfismi € (p2, v2; v%, w2) Push Out.

Grazie all’ipotesi 2.iv) fatta sulla categoria € v"», p'2 sono mono-
morfismi pertanto (@:, Y1) ~ (@3, ¥s), come risulta osservando che vy ,
p/2v3 sono monomorfismi (Prop. 1.1.)?) e il diagramma & commutativo.

Noteremo /¢ la classe di equivalenza®) contenente la coppia
(9, ¥) e scriveremo brevemente

o/Y: A—>B

in previsione del fatto che queste classi saranno le mappe della cate-
goria simmetrizzata di € come risultera nel seguito.

DEFINIZIONE 2.1. (9o, Yo)€®@/Y si dice coppia minima di ¢/ se

qualunque sia (p, o)€@/Y, (9o, Yo)<(p, ¢); se dunque & minima nel
preordine in o/{.

PropPOsIZIONE 2.2. Consideriamo (¢o, (i),

Xo

(03 )
( 9o, o)

A— _sA+B e« B
LA Lp

1)

(Iesistenza di A+B ¢ assicurata dall’ipotesi 2.ii) fatta su @), (g0, $o) &
coppia minima di ¢/ se e soltanto se {0, Yo) & epic.

Dim. Sia (g0, Yo) coppia minima di ¢/, consideriamo il diagram-
ma commutativo

2) Cfr. [6], parte prima di questo lavoro.

3) Ovviamente questa nozione pud essere precisata in una opportuna assioma-
tica della teoria degli insiemi, o pud essere surrogata dalla scelta di un rappresen-
tante privilegiato (vedi [2]).
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X

0
A
\
u v
Po v\t
A
€
A > A+4B ¢ B
La 3

dove {¢o, Yo)=pe & una fattorizzazione epic-mono (I’esistenza di fatto-
rizzazioni epic-mono & assicurata dall’ipotesi 2.i) fatta su C), allora
ovviamente (gta, €us)<(@o, Vo) ma poiché (go, Yo) & coppia minima,
(o, Uo)<(gta, €ug) ovvero esiste v monomorfismo tale che vgo=¢u,

wy=eup dalle due eguaglianze segue vpe=e infatti
VUELA = VP =El4 , vuets=vo=¢tz.

Allora poiche ¢ € epic si ha vp=1 cio implica che v & epimorfismo,
ma poicheé v & anche monomorfismo risulta v isomorfismo, per cui pure
p € isomorfismo; segue che (o, Yo)=pe & epic.

Viceversa sia (go, Qo)€o/Y tale che sia (@), W) epic, sia
(p, o)€@/, allora (o, Uo)~(p, o) ovvero esistono g, p. monomorfismi
tali che sia commutativo il diagramma

N

A B

PN

Se (p, o)=ve & una fattorizzazione epic-mono, risulta:

po{ @0, Wo) =(uopo, vobo)=(pp, po)=plp, o)=pve.

Si hanno cosi due fattorizzazioni epic-mono di una stessa mappa,
esiste allora (Prop. 1.5) un isomorfismo v tale che (o, Yo)=¢, po=mw,
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pertanto ¢ commutativo il diagramma

X
v
Y
P IL o
Xo
% (M

AL >A+B «——B
L4 19:]

allora (@0, $o)<(p, o) essendo v. monomorfismo.

CoroLLARIO. Data (¢, {) sia ¢ oppure ¢ epic, allora (o, J) &
coppia minima di ¢/{.

DiM. E conseguenza immediata della proposizione precedente e
di ovvie proprieta degli epic.

ProrosizioNE 2.3. Esiste in ogni classe una coppia minima.

Dim. Data ¢/{, consideriamo (o, §) e sia (o, U)=pe fattorizza-
zione epic-mono, consideriamo il diagramma commutativo

X

wI”dJ

I

|

A ——> A4+B «— B
La 1%:]

(eva, etp)€@/Y infatti (eva, e13)<(op, Y), ed & coppia minima di ¢/
in virtt della Prop. 2.2, essendo {eu4, €up)=¢ epic.

ProprosiziONE 2.4. La coppia minima di una classe & unica a
meno di isomorfismi.
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DiM. Siano (g0, o) € (9%, Vo) coppie minime di ¢/¢ allora:
intanto (o, o) ~ (9o, Y'e) ovvero esistono p, ' monomorfismi tali che
sia commutativo il diagramma seguente

M
BN
0 X,O

X

A L

w o, Yo)={ppo, po)=(p'o%, p'Vo)=p(9%, Vo)

sono due fattorizzazioni epic-mono di una stessa mappa infatti per la
Prop. 2.2 essendo (9o, o), (9", V') coppie minime risultano (@o, $o),
<(P’0 ’ ‘l}’O) epiC.

Dalla Prop. 1.5 segue allora che esiste uno ed un solo morfismo
v: X'o—> X, tale che (o, Yo)=1(09%, Vo) ovvero go=19"%, bo=wl'
ed & v isomorfismo.

ProrosiziONE 2.5. Sia (o, Yo) coppia minima di ¢/ esiste uno
ed uno solo morfismo  tale che commuti il diagramma

X
o) Ay
Xo
o T\
(9o o)
A La >A+Bl 19:3 B

ed & p monomorfismo.

DiMm. L’esistenza di un monomorfismo p. che rende commutativo

N

il diagramma & ovvia poiche (go, $o)< (9, ¥); 'unicitd si prova facil-
mente; sia p’: Xo—> X una mappa che rende commutativo il diagram-
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ma, allora

W, Yo)=(o, U)=p (o, Yo}

ma essendo per la Prop. 2.2 (o, $o) epic, si ha p=p'.

Siano ora ¢/y: A — B, x/\ : B— C, consideriamo il diagramma:

ANA

dove (¢, %; %', §") & Push-Out (I’esistenza & assicurata dall’ipotesi 2.iii)
sulla categoria ©), possiamo allora considerare (x'@, {’A).

ProposiZIONE 2.6. Date ¢/Y:A—>Bex/M:B—C, x'o/V'A:A—C,
essendo (P, %; ', ¢) Push Out, dipende solo da ¢/¥ e x/\ non dai
particolari rappresentanti delle classi.

DiMm. E sufficiente provare che se (¢, ¥)<(a, B), (x, M) <(y, 8) €
sono Push Out (§, x; %', ¥") e (B, v; ¥’, B), allora (x', U'A) < (y'a, §8);
a tale scopo consideriamo il diagramma commutativo:

ZI
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dove sono p, v monomorfismi e Push Out i quadrati

W, % ', ¥, (wx5 27w, ) v; v, &), (0, v v, ).

Per la Proposizione 1.9 (B8, v; v"x”, p’{”) &€ un Push Out e per
I'ipotesi 2.iv) fatta sulla categoria C, essendo p monomorfismo sono p’
e 1" monomorfismi, analogamente sono v ¢ v’ monomorfismi essendo
v monomorfismo.

Posto y'=v"x”, B'=p"Y”, o=v"'p'=p"Vv, ¢ ¢ monomorfismo ed
¢ commutativo il diagramma seguente

Z»

X’ Z Y’
x Y
o/ X \8 v/ Y \o
AR N\YW/ZERN
A B _ c

cid prova che ('@, ¢'N)<(y'a, 3’8) essendo (Y, »; »', V) e B, v; ¥, B)
Push Out.

DEFINIZIONE 2.2. Date ¢/{:A—>B e x%/\A:B— C definiamo
%/ho@/Y:A—C nel modo seguente: x/\o@/Y=x"9/{'\ essendo
(b, %; %, ¢) Push Out.

TEOREMA 2.1. Esiste una categoria C tale che Obé:Ob@,
Mapg (A, B) ¢ linsieme delle classi di equivalenza del tipo ¢/{, la
legge di composizione di mappe consecutive ¢ data dalla Definizione 2.2,
mappa identica di A in C & la classe 14/14.
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DiM. a) La legge di composizione assegnata & associativa: siano
date /U : A—B, x/N:B—C, p/o: C— D, consideriamo il diagram-
ma:

P

/qw
/q\/\
/\/\/\

dove sono Push Out i quadrati
(b, % %, 4, (A, 05 0 M) e (U, 075 07, ¥7);
per la proposizione 1.8 (¢, p'x; p”%’, ¢”’) & Push Out, pertanto
(o/a o /M) o @/b=p"%/Nc o @/U=("%")p/Y" (N o)
ancora per la prop. 1.8 ({'A, p; p”, U A') & Push Out, pertanto
p/a e (x/Neo/P)=p/a o x'o/V'h=p"(x"9)/({"N)a
grazie all’associativita della composizione in @ segue
(p/aon/N) o o/b=p"x'o/V"No=p/a o (x/No0/]).

_ b) Dato l'oggetto A, verifichiamo che 14/14 & lidentita di A
in C.
Data ¢/ : A—> B, poiché ovviamente (1, @; @, 1) & Push Out

X
Ay’ yX
NN
A A B

si ha ¢/Yo1a/la=0ls/1xb=0/L.
In modo analogo si prova che data p/o: C— A, 14/140p/c=p/a.
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TEOREMA 2.2. g) C & immersa fedelmente in & dal funtore
J: @ — € definito: J(A)=A per ogni oggetto A di C, J(p)=0/1 per
ogni mappa ¢ di C.

Possiamo cosi identificare le mappe di € con le corrispondenti in
C, e considerare @ come sottocategoria di C.

b) ée dotata di un’antinvoluzione « ~ » data per ogni mappa
T'=¢/V¥ di € da T=y/¢p; diremo T reciproca di T.

¢) Se ¢ e ¥ soon mappe di € aventi lo stesso codominio allora

o/U=TD)I(@)="o.

DiM. a) Consideriamo J : @ — @ cosi definito J(A)=A per ogni
oggetto A di C, e per ogni ¢ : A—> B mappa di C, J(p)=¢/15; J &
un funtore infatti:

J(14)=14/14 che & mappa identica di A in C, e date «: A—> B,
B:B—> C consideriamo il diagramma

C
BN
B c
&N YN
A B C
(1z, B; B, 1¢) &€ Push Out pertatnto segue:

IB) o J()=B/1coa/1z=8a/lc=J(Ba).

Il funtore d & ovviamente iniettivo e suriettivo sugli oggetti ed & altresi
iniettivo sulle mappe, infatti siano o;, o : A — B; se

d1/1325(a1):3(a2):a2/1B

poiche (a1, 1) e (02, 1) sono entrambe coppie minime (vedi Corol-
lario Prop. 2.2) per la Prop. 2.4 esiste un isomorfismo u tale che vy =a,
e t1g=13 si ha allora v=15, oy=o0;.

b) Sia T : A— B una mappa di G, T=0o/Y; definito T={y/0,
IT':B—>AeA=A per ogni A oggetto di @ si ha ovviamente che « ~ »
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¢ un endofuntore controvariante di €, involutorio poiché

O=0/o=0/.

¢) Proviamo infine che dato ¢/ : A — B risulta o/Y=J(]) o J(o)
infatti consideriamo il diagramma

X
N\
X X
v NN
A X B
(1x, 1x; 1x, 1x) & ovviamente Push Out per cui

TW) » I(@) = 1x/U o 0/ 1x=1x0/ Lxb= /.

TEOREMA 2.3. Se ¢ & isomorfismo di C, allora c}:cp“.

Dim. E commutativo il seguente diagramma

.

¢ isomorfismo & in particolare un monomorfismo, quindi

(cp-lx IA)N(IB’ (P)-

TEOREMA 2.4. In € non ci sono altri isomorfismi che quelli di C.

DiM. E ovvio che gli isomorfismi di € sono isomorfismi pure

in C.
Viceversa sia ¢/¢: A—>B isomorfismo di C allora esiste
a/B: B— A tale che a/Bo@/{=14/14 ¢ ¢/Voa/B=15/15.
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In queste ipotesi sono vere le proposizioni seguenti:

a) o/B=e¢/Y, per cui abbiamo le relazioni

Y/ooo/b=1/1, o/bed/o=1/1;

b) U/ooo/Y=1/1 con (@, ¥) coppia minima, implica che ¢ &
monomorfismo e § epic in C.

Se (9, ¥) & dunque coppia minima anche (J, @) & coppia minima;
da a) e b) si deduce allora: ¢ mono, ¢} epic ed anche ¢ mono, ¢ epic
in C.

Da cid segue per la Prop. 1.3. che ¢ e ¥ sono isomorfismi di C.

Dai Teoremi 2.2., 2.3. si ha allora che ¢/Y=Vop={y'¢ & un iso-
morfismo in €.

Dimostriamo ora le proposizioni enunciate:

a) Se a/Boo/U=1/1¢ ¢/Yoa/B=1/1 esistono y, v, p, ¢ mo-
nomorfismi tali che siano commutativi i diagrammi seguenti:

dovo sono (Y, a; o', ) e (B, @; ¢’, B’) Push Out.
Consideriamo le eguaglianze:

va'o=pu=wpB  ooa=p=0cfY

da esse segue per la Prop. 1.2 che o, 8, &, ¢ sono monomorfismi in C
quindi per l'ipotesi 1.iv) fatta sulla categoria C pure o¢’, §’, a’, ¢’ sono
monomorfismi.

Sempre dalle eguaglianze sopra scritte segue cancellando v, a'¢=1{'B;
e cancellando o, ¢’a=03"].
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E allora commutativo il diagramma seguente:

N

per cui a/B={/0.

b) Se U/ooo/b=1/1 e (9, ¥) & coppia minima, esistono p, v
monomorfismi di € tali che sia commutativo il diagramma

dove (4, Y; ¢/, U") & Push Out.

Vale allora I’eguaglianza wWB=p=v{"¢ ed essendo p. monomor-
fismo ¢ & monomorfismo, ed esesndo v monomorfismo Y'o=1{"¢.

Ancora, essendo (¢, ¥; ¢, ") Push Out, sono (vedi Prop. 1.14.)
" e J” coretrazioni, quindi monomorfismi.

Allora per la Prop. 2.5. poiche {'o=1{"¢, ¢"U=49"Y, ' e " sono
monomorfismi € (¢, ¢) & coppia minima si ha: {'=v{"”; ed essendo
W, §; 4, ¢’) Push Out si conclude che & epic (vedi Prop. 1.15.).

TEOREMA 2.5. . & monomotfismo di € se e solo se ﬁu: 1.

Dim. Sia p monomorfismo di @, si consideri il diagramma
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B

B A\p

L
/ A
A
1
A
& ovviamente commutativo e y & monomorfismo in @ per ipotesi, allora
(14, 1) <(p, @), per cui in € pp=1. Viceversa se p. & una mappa di
Q@ tale che ﬁu:l, allora (1, 1)<(w, W), essendo (1, 1) coppia minima,
quindi p. & un monomorfismo di C.
TEOREMA 2.6. & & epic in € se e solo se ee=1.

DiMm. Sia ¢ epic in @, si consideri il diagramma

/\
/\/\

essendo ¢ epic in @ risulta (g, €; 15, 15) Push Out (Prop. 1.15.) per-

tanto ee=1 in ©. Viceversa se ¢ & una mappa di © tale che ge=1, al-
lora (g, €; 1, 1) & Push Out, quindi € epic in € (Prop. 1.15).

~
COROLLARIO.  Se p. & monomorfismo in € allora p & in © coretra-
zione, quindi monomorfismo, e p retrazione quindi epimorfismo.

PN

Se € ¢ epic in C allora ¢ ¢ in C retrazione quindi epimorfismo,
ed ¢ coretrazione quindi monomorfismo.

OSSERVAZIONE 2.2. Mentre gli epic di € si conservano epic in
C, i monic di @ possono non essere pilt monic in © come si vede nel
seguente esempio:

Esempio. Consideriamo, nella categoria @ degli spazi topologici,
u: Ri—> R, essendo R, l'insieme dei numeri reali con topologia discreta
ed R linsieme dei numeri reali con la topologia usuale; p & ovvia-
mente monic ed epic nella categoria @ e non isomorfismo, allora u.
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& epimorfismo in € (Teor. 2.5.), se fosse p. monic in © sarebbe (Prop.
1.3.) isomorfismo in € quindi (Teor. 2.3.) isomorfismo in C.

TEOREMA 2.7. ¢ mappa di @ sia monomorfismo in @, allora ¢
¢ monomorfismo in C.

Dim. Intanto ¢ monic in e implica ovviamente ¢ monic in C
sottocategoria di ©; consideriamo in @ il seguente quadrato commuta-

tivo con & epic a
X——4A

l lcp

XH B

Il quadrato & ovviamente commutativo pure in Ceded epic in c]
(anzi retrazione).

Pertanto essendo ¢ monomorfismo in ©, esiste una mappa di C
II: X” — A tale che il diagramma

X——a-—>A

1|

X'*——-—>B

©

~

sia commutativo in C.

_ Sia Im=A\x con x, A mappe di @ e (A, x) coppia minima, allora
Me=Tle=a, phx=¢II=. Dalla prima delle due eguaglianze, essendo
entrambe (xe, A) e (&, 1) coppie minime, sia ha che (Prop. 2.4.) esiste
un isomorfismo v tale che il diagramma

sia commutativo.
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Allora ) & isomorfismo per cui (Teor. 2.4.) I=Ix=\"'x & una
mappa di C.

DEFINIZIONE 2.3. Un quadrato di @ %)

/\
\/

si dice completamente commutativo se & commutativo assieme al qua-

drato seguente:

(Sono allora ovviamente commutativi pure i quadrati

A NP AN
A NA

TEOREMA 2.8. Un quadrato di € & completamente commutativo
in € se e soltanto se & V-esatto in C.

DiM. Sia (@, Y; p, ) V-esatto in € allora & commutativo, quindi

pure commutativo in C, inoltre se (¢, ¥, V', ¢’) & Push Out, & mono-
morfismo la mappa p che rende commutativo il diagramma:

4) La definizione di quadrato completamente commutativo pud essere data
ovviamente in una qualunque categoria dotata di involuzione.
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quindi co=0 V' ={0.
Viceversa se (9, §; p, o) quadrato di € & completamente commu-
commutativo, ed essendo fedele I'immersione di

N

tativo in C, allora &
@ in @, & pure commutativo in @; inoltre o':p=tl/<~p, cio implica che se
(o, ¥; ¥, @) & Push Out, (¢, ¢')~(p, o) ma poiche ({’, ¢") risulta
coppia minima (Prop. 1.21.). (J" ¢")<(p, ) quindi la mappa p che
rende commutativo il diagramma & monomorfismo e allora (o, {; ¢, o)
¢ V-esatto in C.

OSSERVAZIONE 2.3. Osserviamo che dato in € un diagramma del

/\

\/\
\/

dove (@, IT; P, I'), (¥, P; X, A) sono completamente commutativi, al-
lora ovviamente il quadrato (¥®, II; X, AI') & completamente commu-
tativo.

Da questo fatto e dalla Prop. 1.25. si ha che la condizione 2.iv)
su C & necessaria affinche in € siano completamente commutativi i
quadrati V-esatti di C.
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TeEOREMA 2.9. Data una categoria € che soddisfa le condizioni
2.), 2.ii), 2.ii), 2.iv), siano @’ una categoria e « »: @ —= €’ un
funtore tali che:

1) @’ e @ hanno gli stessi oggetti;

2) « » & un funtore controvariante, che conserva gli oggetti
ed ¢ involutorio sulle mappe;

3) @ & immersa fedelmente in @’ e il funtore di immersione
% : @ — @’ conserva gli oggetti;

4) Per ogni morfismo di @ @ : A — B, esiste almeno un og-
getto X ed una coppia di morfismi di @

X
7N
A B
tali che ®=%3)J (o).

5) 3D Ho)=FP)Ho"), essendo @, Y, @', V' morfismi di C, se
e soltanto se esistono p, v monomorfismi di € tali che il diagramma

N

6) I quadrati di @ che immersi in €’ sono completamente com-
mutativi sono tutti e soli i quadrati V -esatti.

sia commutativo.

Allora esiste uno ed un solo funtore S: @ —> @’ tale che SJ =%
ed S~=-—8, ed S ¢ isomorfismo di categorie.

Dim. Se esiste un funtore S : € — @’ tale che SJ=F e S~=—S5
allora S & unico infatti se A &€ un oggetto di C, S(A)=SJ(A)=FA)=A
per la 3) e se I': A— B & una mappa di C esistono ¢, Y mappe di
@ tali che 1‘:/3?/\]1) o J(9), per cui

16
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S =5@DI@)=STAN(ST(0) =EIE)SI (@) =HIHo).

Sia dunque S : @ — @ cosi definito: S(A)=A per ogni oggetto di
Ce quindi anche di @’ grazie a 1), S(T)= -F(0)J(p) per ogni i mappa

I': A—>B di @ essendo o, ¥ due mappe di @ tali che I'= 3(4})3((9)
(vedi Teorema 2.2). Osserviamo che S(I') dipende solo da T grazie alla
condizione 5) imposta alla categoria C’; S & un funtore grazie alla 6).

E poi ovvio che SI=7F ed ST)=T per ogni mappa di G.

Possiamo poi definire T : @ —C:TA)=A per ogni A oggetto
di @’ e quindi di @ grazie a 1), T(Q):%W(a) per ogni mappa di @’
® : A —> B essendo grazie alla 4) «, 3 mappe di € tali che ®=F(B)F(a);
si verifica per la 5) che T(®) dipende solo da @ e non dal modo di rappre-

sentarla, e che T & un funtore dalla 6); si verifica infine che TS=Ig
e ST=Ip infatti ¢ ovvio sugli oggetti e:

TSEDI@)=TF DI 0) =T D) (9)
STGBYH ) =SB (@) =HB)H )

cid prova che S & un isomorfismo di categorie.

In ipotesi duali di quelle fino ad ora fatte su € si pud ovviamente
eseguire un processo di simmetrizzazione duale di quello fin qui descritto,
e precisamente:

Sia € una categoria nella quale supporremo

2.i") esistenza di fattorizzazione epi-monic per ogni mappa;

2.ii") esistenza di prodotti diretti finiti;
2.iii*) esistenza di Pull Back (¢, p’; ¢, &) per ogni coppia di mappe

7N
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/\
\/

Pull Back con & epimorfismo, & & eplmorﬁsmo.

2.iv") dato

OsSERVAZIONE 2.1, Come visto negli esempi della parte I le ipo-
tesi precedenti sono verificate per la categoria degli insiemi, per una
categoria Abeliana qualunque ma non per la categoria degli spazi to-
pologici.

Dati A e B oggetti di © si considerino le coppie di mappe (o, ¢)

del tipo
A B
™A
X

essendo X un qualunque oggetto di C.
Definiamo fra due tali coppie la relazione di preordine:
W, 9)< (9, V) se esiste £ epimorfismo tale che commuti il diagramma

A B
N4
@’ T ¢’
)

La relazione simmetrizzata della relazione data: (@1, Y1)~ (92, Un)
se esistono €, & epimorfismi tali che commuti il diagramma

B

% P2 i /l:z
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¢ una relazione di equivalenza.
Notiamo ¢/¢ : A— B la classe di equivalenza della coppia (¢, V).
La classe di equivalenza ¢/ contiene una coppia (o, Yo) massima
relativamente al preordine, caratterizzata dall’essere {¢o, Yo} monic

ATA AXB_T8 B

]{m%}

P bo

X

ed univocamente individuata a meno di isomorfismi. (Prop. 2.1%., 2.2",,
2.3%, 2.4%, 2.5%).
Siano ora ¢/¢: A—B, x/\A: B—> C consideriamo il diagramma

YN
XA

dove (»/, ¢’; ¥, ) & Pull Back, grazie all’ipotesi 1.ii") ox'/AM’ dipende
solo da @/{ e x/M non dai particolari rappresentanti delle classi (Prop.
2.6M).

DErFINIZIONE 2.2°. Dati ¢/¢: A—B, x/A: B—C definiamo
x/hoo/Y: A—C nel modo seguente x%/hoo/Y=qx'/M) essendo
o, ¥'; ¥, %) Pull Back.

TEOREMA 2.1°. Esiste una categoria C tale che ObC=0bC,
Map3 (A, B) ¢ l'insieme delle classi di equivalenza del tipo ¢/y, la
legge di composizione di mappe consecutive & data dalla Def. 1.2%,
mappa identica di A in € & la classe 14/14.

TEOREMA 2.2".

@) @ & immersa fedelmente in C dal funtore J : @ — @ defini-
to: J(A)=A per ogni oggetto A di C, J(9)=1/¢ per ogni mappa ¢
di C; possiamo cosi identificare le mappe di € con le corrispondenti in
@, ¢ considerare @ come sottocategoria di C.
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b) éA ¢ dotata di un’antivoluzione « ~ » data per ogni mappa
I'=¢/Y di € da I'=y/¢, diremo I reciproca di T.

¢) Se ¢ ¢ Y sono mappe di C aventi lo stesso codominio allora
o~ ~
o/Y=JW)I(@)=1Vo.
TEOREMA 2.3*. Se ¢ & isomorfismo di € allora o=0L

TEOREMA 2.4°. In @ non ci sono altri isomorfismi che quelli
di C.

TEOREMA 2.5%. ¢ & epimorfismo di € se e solo se ee=1.

TEOREMA 2.6*. p & monic in € se e solo se pp=1.

COROLLARIO. Se ¢ ¢ epimorfismo in C, allora € & in @ retrazione,
quindi epimorfismo, ed ¢ coretrazione quindi monomorfismo.

Se p. & monic in @, allora p € in @ coretrazione quindi monomor-
fismo, e LI retrazione quindi epimorfismo.

TeOREMA 2.7°. ¢ mappa di C sia epimorfismo in €, allora ¢ &
epimorfismo in C.

_TeoreMa 2.8". Un quadrato di © & completamente commutativo
in @ se e soltanto se & A-esatto in C.

TEOREMA 2.9°. Data una categoria @ che soddisfa le condizioni
2.4, 2.ii%), 2.iii*), 2.iv"), siano @’ una categoria e «~ »: C'—> " un
funtore tali che:

1) @ e @ hanno gli stessi oggetti.

2) « » & un funtore controvariante che conserva gli oggetti ed
¢ involutorio sulle mappe.

3) @ ¢ immersa fedelmente in @’ e il funtore di immersione
% : @ — @’ conserva gli oggetti.

4) Per ogni morfismo di @', @ : A — B esiste almeno un oggetto
X ed una coppia di morfismi di @

AXX% B

2

tali che ®=5()J (o).
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5) H D) Ho) =3I 9"), essendo o, Y, ¢, {' morfismi di @, se

e soltanto se esistono &, 1 epimorfismi di € tali che il diagramma

k 9’ ¢ A’
X X’
WA

E

6) I quadrati di @ che immersi in @’ sono completamente com-
mutativi sono tutti e soli i quadrati A -esatti.

sia commutativo.

Allora esiste uno ed un solo funtore S: @ —> @’ tale che SI=9%
ed S~=—8, ed S ¢ isomorfismo di categorie.

TeOREMA 2.10. Sia € una categoria soddisfacente le condizioni
2.i), 2.ii), 2.ii), 2.iv) allora la categoria opposta (duale) di (‘3 ®° sod-

disfa ovviamente le condizioni 2.i%), 2.ii*), 2.iii*), 2.iv*) e @° C.
DiM. Si osservi che @ e ~ : @ — @ soddisfano, grazie alle ovvie

proprieta della categoria opposta, le ipotesi del Teorema 2.9. dove si

consideri quale funtore di immersione J: @ — @° il seguente

e—=s e, ~ 5@

AN /!

Esempi.
Categoria degli insiemi.

Sia § la categoria degli insiemi, come visto negli esempi della parte
I la categoria soddisfa tanto le condizioni 2.i), 2.ii), 2.ii), 2.iv) quanto
le condizioni 2.i%), 2.ii"), 2.iii*), 2.iv"). Entrambi i procedimenti di sim-
metrizzazione descritti in questo capitolo possono allora essere eseguiti
su tale categoria.

-~

S, categoria delle corrispondenze.

S risulta l'usuale categoria delle corrispondenze fra insiemi, come
si vede facilmente dal fatto che dati A e B insiemi, ogni mappa
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T:A—B di § & caratterizzata da una coppia di applicazioni (¢go, o)

ATt AXB—TE 53

tale che {@o, Lo} & inettiva (coppia massima), quindi da un sottoinsieme
di A X B.

Si vede poi facilmente dalla caratterizzazione del Pull Back nella
categoria degli insiemi, che la composizione di mappe di § coincide con
la composizione usuale di corrispondenze.

S categoria dei trasduttori.

Diremo & categoria dei trasduttori, & chiaro che dati A e B insiemi
ogni mappa I': A— B di § ¢ caratterizzata da una coppia di applica-
zioni (9o , Vo)

X

®o I Yo
()

A -——L———>A+B «——B
A %:3

tale che (@0, Yo)¢ suriettiva (coppia minima), quindi da una riparti-

zione dell’insieme A+ B; diremo trasduttori le mappe di S.

E suggestiva la seguente interpretazione: pensiamo gli insiemi (finiti)
come insiemi di terminali di una morsettiera; le classi della ripartizione
di A+B che individua un trasduttore T': A — B, come le classi di ter-
minali fra loro cortocircuitati.

Il trasduttore composto di due dati I': A—>B, A: B—>C ¢, in
questa interpretazione, caratterizzato dalle classi di terminali di A+C
cortocircuitati anche attraverso B.

Proveremo nel seguito che le categorie &, & sono diverse essenzial-
mente.
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Categoria degli spazi topologici.

Sia G la categoria degli spazi topologici, come visto negli esempi
della parte I, tale categoria soddisfa le condizioni 2.i), 2.ii), 2.iii), 2.iv)
e non le 2.i"), 2.ii"), 2.iii*), 2.iv*) & allora possibile eseguire sulla catego-
ria degli spazi topologici solo il primo dei due procedimenti di simme-
trizzazione descritti in questo capitolo, ottenendo la categoria .

Categorie Abeliane.

Sia € una categoria abeliana, come visto negli esempi della parte I,
sono soddisfatte tanto le condizioni 2.i), 2.ii), 2.iii), 2.iv) quanto le con-
dizioni 2.i%), 2.ii"), 2.iii*), 2,iv").

Eseguendo i due procedimenti di simmetrizzazione descritti in que-
sto capitolo si ottengono le categorie @, @ le quali sono isomorfe (vedi

[4D).

Studiamo ora l'esistenza di fattorizzazioni nelle categorie costruite
con i procedimenti descritti in questa seconda parte.

Sia C una categoria soddisfacente le condizioni 2.i), 2.ii), 2.iii),
2.iv).

DEFINIZIONE 2.3. Diremo che una mappa I': A—>B di @ am-
—_~—— —_——
mette fattorizzazione in quattro, epic-mono-mono-epic, se esistono quat-
tro mappe di C, ., v monomorfismi, €. n epic tali che sia T'=nvpe.
ProPOSIZIONE 2.7. Se I': A—> B mappa di @ ammette fattorizza-
zione in quattro, allora ammette anche fattorizzazione epic-mono.

DiMm. Se I' ammette fattorizzazione in quattro, esistono p, v mono-
morfismi di @, €, 1 epic di @ tali che Fzﬂvp.sz(nv)(p.v) e per i teo-
remi 2.5., 2.6. sono v monomorfismo di C, pe epic in C.

ProprosizioNE 2.8. Se I': A—> B mappa di @ ammette fattorizza-

zione in quattro, allora la fattorizzazione & univocamente individuata a
meno di isomorfismi.
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~ ~
LN S

DiM. Sia ﬁvﬁe:l‘:n v'e’ con p, v, ', v monomorfismi di C
ed & 1, ¢/, i’ epic di @, allora esiste una ed una sola traslazione

E' ~ , ~
A > X —s X, X', —1 5 B
|| ] I I ||
A Xi—>X, > X3—=—> B
€ n v M

tra le due sequenze che subordini I'identitd su A e su B, e tale trasla-
zione & isomorfismo.

Infatti per quanto visto nella Prop. 2.7. e per l'unicita della fatto-
rizzazione epic-mono in ogni categoria (Prop. 1.5.) esiste una unica

mappa 1, : Xo—> X’; tale che Lre=e’ e NV =1V e tale mappa & iso-
morfismo di C, quindi per il Teorema 2.4 isomorfismo di C.

Dalla relazione Lz&ifé:&' segue grazie al Teorema 2.3. essendo
isomorfismo pe=1p'e’ =(u)e’ ma allora poiché tanto (e, p) quanto
(g, p2) sono coppie minime (Coroll. Prop. 2.2) di una stessa mappa di
@ esiste per Prop. 2.4. una unica mappa di C u: X;—> X", tale che
ue=¢ e yu=p, ed & v isomorfismo; l’eguaglianza yu=p'v, & poi
equivalente, essendo v, v, isomorfismi, alla uE;:I,u' e passando ai reci-
proci ancora equivalente a LL={t; .

Inoltre poiche ﬂ'v't.z:ﬂv, e tanto (vi2, ") quanto (v, 1) sono cop-
pie minime (Coroll. Prop. 2.2.) di una stessa mappa di C, esiste (Prop.
2.4.) una unica mappa di C i : X;— X3’ tale che uww=vw ¢ un=n1’,

ed & v isomorfismo; 1’eguaglianza wn=n" & poi equivalente alla n=1m’
essendo 1 isomorfismo, e passando ai reciproci ancora equivalente a
'T]ZT]'L3 .

PrROPOSIZIONE 2.9. Se una mappa di C I': A— B ammette fat-
torizzazione in quattro, allora I'TT=T.

DiMm. Sia I‘:ﬁvﬁ.s con W, v monomorfismi ed €, m epic in C, te-

nendo conto che nﬂ:l, e€=1, ﬁu:l, ;v:-l, risulta:
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T'TT = (nvpe) (epvm) (viie) = V(v (Ve =
=) OV)pe=Tvpe=T.
Se facciamo I’ipotesi che ogni mappa di é ammetta fattorizzazione

in quattro si hanno allora grazie alla Prop. 2.9, le seguenti caratteriz-
zazioni

~ ~
ProprosiziONE. 2.10. I & monic in € se e solo se IT'=1, quindi
¢ coretrazione, quindi monomorfismo.

ProposizioNE 2.11. T & monomorfismo di C se e solo se se esi-
stono p. monomorfismo di €, € epic in C tali che I'=gp.

DiM. La proposizione segue immediatamente dalla Prop. 2.10 e dal
ragionamento fatto al punto b) della dimostrazione del Teor. 2.4.

PropPOSIZIONE 2.12. T & epic in @ se e solo se I'T'=1 quindi
retrazione, quindi epimorfismo.

ProrosiZIONE 2.13. T & epimorfismo di C se e solo se esistono
v monomotfismo di C, € epic in € tali che F:fu-:.

DiM. La proposizione segue immediatamente dalla Prop. 2.12 e
dal ragionamento fatto al punto b) della dimostrazione del Teor. 2.4.

Ha interesse allora studiare sotto quali condizioni su €, qualunque
mappa T di @ risulta fattorizzabile in quattro.

TEOREMA 2.11. Condizione necessaria e sufficiegt\e_‘ affinche ogni

mappa di C ammetta fattorizzazione in quattro epic-mono-mono-epic &
che:
comunque data una coppia p: ¢ di monomorfismi di @ del tipo

A/XKB
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esista una coppia [, v di monomorfismi di @ del tipo

A

tale che il quadrato (u, v; p, &) sia V-esatto.

DiM. Supponiamo che qualunque mappa I' di © ammetta fatto-
rizzazione in quattro epic-rm-mono-gp;i’c, consideriamo una mappa

=op con p e o monomorfismi, per l'ipotesi fatta esistono @, v mono-
morfismi di @, €, 1 epic di @ tali che valga 1’eguaglianza Tp=mvie quindi
esistono t, j monomorfismi tali che commuti il diagramma

essendo (@, v; v/, ") Push Out.

Poiché allora w’se=jp monomorfismo e ww'n=joc monomorfismo,
devono essere (Prop. 1.2) € ed m monomorfismi quindi, essendo anche
epic, isomorfismi (Prop. 1.3).

~ ~ o~ P e

Allora ocp=nvue=(n""V)(e~'w) per cui posto a=n""v, B=¢7 'y si
ha }pzaﬁ ed o ¢ B sono monomorfismi di C.

Allora se (o, B; B/, ) & Push Out si ha Epzﬁaz&'ﬁ’, ma per le
Prop. 1.21, 2.2 risulta (§’, &) coppia minima, per cui esiste un mono-
morfismo § che rende commutativo il diagramma:
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AN
N

Il quadrato (a, B; p, o) & allora V-esatto.

E poi ovvio che la condizione data ¢ sufficiente ad assicurare la
fattorizzazione in quattro di ogni mappa di C.

Sia T una mappa di @, esistono o, ¥ mappe di C tali che r'=Je;
se @=pe, U=om sono fattorizzazioni epic-mono di ¢, ¢ allora si ha

I‘:(%)(ps):ﬁg'pa. Poiche la condizione data assicura I’esistenza di w, v
monomorfismi tali che op=vp si conclude I'=nvye.

CoroLLARIO. Se C & categoria dotata di Pull Back, allora la con-
—~

dizione necessaria & sufficiente di fattorizzabilita in epic-mono-mono-’cﬁ
si esprime semplicemente cosi: ogni Pull Back di monomorfismi &
V/ -esatto.

(La dimostrazione di cid € ovvia conseguenza della Prop. 1.16).

Enunciamo i risultati duali di quelli ora dimostrati: Sia € una
categoria soddisfacente le condizioni 2.i*), 2.ii%), 2.ii"), 2.iv").

DEFINIZIONE 2.3". Diremo che una mappa I': A—B di @ am-
— —
mette fattorizzazione in quattro monic-epi-epi-monic se esistono quattro
mappe di @, p, v monic, &,  epimorfismi tali che sia I'=vrnep.

PropPoOsIZIONE 2.7°. Se I': A— B mappa di © ammette fattoriz-
zazione in quattro, allora ha anche fattorizzazione epi-monic.
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ProPOSIZIONE 2.8". Se I': A—> B mappa di @ ammette fattoriz-
zazione in quattro, allora la fattorizzazione & univocamente individuata
a meno di isomorfismi.

ProPOSIZIONE 2.9°. Se I': A—> B mappa di C ammette fattoriz-
zazione in quattro, allora ITT'=T.

Nell'ipotesi che ogni mappa di € ammetta fattorizzazione in quat-
tro, si hanno grazie alla Prop. 2.9" le seguenti caratterizzazioni:

ProposIZIONE 2.10". T ¢ epic in € se e solo se IT=1 quindi
& retrazione, quindi epimorfismo.

ProprosizioNE 2.11". T & epimorfismo di € se e solo se esistono
¢ epimorfismo di C, p. monic in @ tali che I'=ep.

PrOPOSIZIONE 2.12°. T & monic in € se e solo se IT=1, quindi
¢& coretrazione, quindi monomorfismo.

PrROPOSIZIONE 2.13*. T & monomorfismo di @ se e solo se esi-
stono € epimorfismo di €, p monic in C tali che I'=pe.

Il Teorema seguente da una condizione su € affinché qualunque
mappa I" di @ risulti fattorizzabile in quattro.

TeOREMA 2.10". Condizione necessaria e sufficiente affinché ogni
——

—

mappa di C ammetta fattorizzazione in quattro monic-epi-epi-monic
¢ che:
comunque data una coppia p, ¢ di epimorfismi di €. del tipo

A\X/B

esista una coppia g, 1 di epimorfismi di @ del tipo

A/ YNB

tale che il quadrato (p, o; &, m) sia A-esatto.
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CoroLLARIO. Se @ & categoria dotata di Push Out allora la con-

—

it
dizione necessaria e sufficiente di fattorizzabilita in monic-epi-epi-monic
si esprime semplicemente cosi: ogni Push-Out di epimorfismi & A -esatto.

Esempi.
Categoria degli insiemi. 8.

Nella categoria degli insiemi, mentre ogni Pull Back di monomorfi-
smi & V-esatto, come si verifica immediatamente dalla caratterizzazione
del Pull Back nella categoria, non ogni Push Out di epimorfismi e
/A-esatto come mostrato in un esempio della parte I (Esempio di qua-
drato V-esatto anzi Push-Out e non A -esatto).

Si deduce allora dai Teoremi 2.10, 2.10" che:

— la categoria dei traduttori S ¢ tale che ogni mappa ammette fatto-
rizzazione in quattro, allora qualunque sia T trasduttore IT'TI'=T
con le conseguenze mostrate nelle Prop. 2.10 ... 2.13.

— la categoria delle corrispondenze § ¢ tale che non ogni mappa am-
mette fattorizzazione in quattro; notiamo che non per ogni corti-
spondenza vale la propriett TTT=T come si vede nell’esempio
seguente:

consideriamo la corrispondenza Z: {1, 2} — {1, 2} individuata da
{(1, 1), (2, 1), (2, 2)} che rappresenteremo:

1 1

2 2

vale ovviamente la seguente ZZZ=¥X dove X:{1, 2}—{1, 2} ¢ la
corrispondenza totale individuata da {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2)}

1 1

ed ovviamente Z=X .

Non potremo quindi applicare alla categoria delle corrispondenze
i risultati delle Prop. 2.10" ... 2.13" che risultano anzi non vere, come
si vede in opportuni esempi.
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La corrispondenza Z sopra descritta costituisce inoltre un esempio
di corrispondenza che non ammette fattorizzazione epi-monic come si
vede con facili considerazioni.

Categoria degli Spazi Topologici.

Nella categoria degli spazi topologici % non ogni Pull Back di mo-
nomorfismi & V -esatto infatti siano A;, A, sottospazi di uno spazio to-
pologico A, & ovvio che il quadrato di monomorfismi

AU A,

Al/ \Az
N/

ANA,

¢ Pull Back. Dalla caratterizzazione del Push Out nella categoria degli
spazi topologici si ha poi che il quadrato:

ey
N\

AiNA,;
dove P & l'incollamento di A; e A, & Push Out.

E ben noto che insiemisticamente P coincide con A; U Az, ma &
dotato in generale di una topologia pili fine; si possono allora fare fa-
cilmente esempi in cui la mappa canonica P—> A; U A, non & mono-
morfismo.

Per quanto detto, allora non tutte le mappe di G ammettono fat-
torizzazione in quattro; non valgono cosi per Cle Prop. 2.10 ... 2.13.

Categorie Abeliane.

In @ categoria Abeliana tanto ogni Pull Back di monomorfismi &

N

V -esatto, quanto ogni Push Out di epimorfismi & A-esatto, valgono

pertanto in Cein@le proprieta provate nelle Prop. 2.10 ... 2.13, come
mostrato in [4].
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Abbiamo visto due esempi di Categorie verificanti sia le condizioni
2.i), 2.i), 2.iii), 2.iv) che le 2.i"), 2.ii"), 2.iii*), 2,iv"): la categoria degli
insiemi 8§ € una qualunque categoria Abeliana @. Abbiamo mostrato,
rllevando che hanno fattorlzzazmm le mappe di 8 ma non le mappe di 8,

che $§ mentre C=C se @ & una categoria abeliana (vedi [4]).

Sia data una categoria @ che verifica sia le condizioni 2.i), 2.ii),
2.ii), 2.v) che le 2.i%), 2.ii"), 2.iii*), 2.iv*) si pone ora il problema di

vedere sotto quali ulteriori condizioni su @, risulta €=C; si perviene
al risultato seguente:

TeorREMA 2.12. Condizione necessaria e sufficiente affinche sia @

isomorfa a @ & che ogni Pull Back di @ sia V-esatto e ogni Push Out di
@ sia A-esatto.

Dim. Sia @=C ovvero esistano S : @ — @, T : @ — C funtori co-
varianti tali che dette J: C—> €, 7:C — C le immersioni e ~: é-éé,
— : @ — € le antiinvoluzioni, sia:

TS=Ig ST=Ig SI=} T}=d S~=-S T—=~S8.

Consideriamo allora un morfismo I' : A — B della categoria é, esi-
stono @, ¢ mappe di € tali che T'=J({)J(¢p) deve essere:

S =S@WI (@) =SEWNSE (@) =STD)SI (@) =
=3I ) =F()F W)

se (U, ¢’; @, ¥) & Pull Back

/\
d\/
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Analogamente dato un morfismo ® : A — B della categoria @ esi-
stono p, o mappe di C tali che &= Y(@)F(p) e deve essere, se

/\
\/

¢ Push Out, T(@)=T(})F) =9I ("),

Questo prova 'unicita della coppia di funtori S, T che soddisfano
le condizioni richieste.

Consideriamo ora un diagramma commutativo del tipo:

?
o L’B

Q

dove (B, a’; a, B) & Pull Back e (f’, a’; o, B”) & Push Out, si ha

T(FB)H o) =T(Ha)FBN=IB")I(a")

per quanto visto sopra, tenendo conto che F(B)F(a)=F(a")F(B") poiche
(%, &'; a, B) & Pull Back (Def. 2.2%); inoltre

TFB) I () =TTENT(H) =THBTH () = I(B)I(0)

N— SN

allora J(B")J(a”")=J(B)I(a), ma essendo (a”’, B”") coppia minima (Prop.

17
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2.2, 1.21) la mappa p che rende commutativo il diagramma & mono-
morfismo, quindi il Pull Back (§’, &’; a, 3) risulta V -esatto.

Analogamente consideriamo un diagramma commutativo del tipo:

R
7N
N2
N S /s
I

Y

dove (v, 8; &', ¥) & Push Out e (v”, 8”; &', ¥") Pull Back la mappa ¢
¢ un epimorfismo, quindi il Push Out (y, 8; & ") e A-esatto.

Viceversa se ogni Pull Back & V -esatto ed ogni Push Out & A -esatto
allora esiste una unica coppia di funtori:

T:@—>C\°:, S:C:’:—>(§

tali che:
TS=Ig ST=Ig SI=% T}=d S~=-S T—=~S8.

L’unicita ¢ gia stata provata col ragionamento precedente, bastera
ora far vedere che & un funtore S cosi definito: S(A)=A per ogni A
oggetto di é/’i per ogni mappa di CT:A—B date @, ¥ mappe di C
tali che T=JWP)J(9) e (V', ¢’; @, ¥) Pull Back, S(I)=Ho")F(W).

E intanto ovvio (Prop. 1.17*) che S(T') non dipende dal modo por-
ticolare di rappresentare T'.

’S_i\a_lilo ora T:A—>B, A: B—>C mappe di C, F:%ﬂ«p),
A=J(N)I(x) con ¢, ¢, %, A mappe di C consideriamo il diagramma
commutativo
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s
N4

N / . /'

dove sono:
(> %; %/, §) Push Out, (", »”; %", ¢") Pull Back e quindi ¢ epimor-
fismo per lipotesi che i Push Out siano A -esatti,
(a, B; 0, ¥, (v, & «”, \), (v, 8, B, v) Pull Back e quindi
(ay’, 8B’; %", ¢'A) Pull Back per la Prop. 1.9,
(n, &; B, €) Pull Back quindi m epimorfismo per l'ipotesi 1.iv*) e
(amn, &; @, ¥) Pull Back per la Prop. 1.8;
(v”’, m’; m, ¥") Pull Back quindi 1" epimorfismo per 2.iv")
@, 8”; B, ?) Pull Back quindi &’ epimorfismo per 2.iv"), infine
@7, m”; m" ¥) Pull Back quindi 3" ed 1"’ epimorfismi e

(y"?”, B"n"; Bn, ¥¥) Pull Back per la prop. 1.9%, allora, grazie
alla prop. 1.16"
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(¥, B""; & ) & Pull Back e posto £ =n"0"=1",

¢’ & epimorfismo allora:
SLIMIN) G I(9))] = S[TTMI(x'9)] = FEB) For’)

S[IMI)1SIIWI ()1 = (FENFD)(FE)Fam) =
= (598" I amy D).

Ora poiche (any”?”, 828" 1) <(ay’, 88") essendo & epimorfismo
tale che il diagramma commuti, si ha:

P~ —~ P~ —~
SLEMINE@WW)I(@)T=S[IMI()IS[I)I(9)]
quindi come volevano provare:

S(TA)=S8(I")S(4),

S & un funtore.

Si prova con ragionamento duale che & un funtore T cosi definito:
T(A)=A per ogni oggetto A di é, e per ogni mappa ®: A—B di C,
date p, o mappe di C tali che &= ‘}(o‘)—‘j_(?) e (p, o; ¢, p’) Push Out,
T(@)=9(")9(").

Proviamo ora che TS=IY , infatti sia I': A—> B mappa di Ce
@, Y mappe di C tali che F=’5?\ll)3(<p) allora S(I')= F(p")F (") essendo

W', 9’; 9, {) Pull Back, T(S(I')=J")J(e”) essendo ({’, @"; 9", ")
Push Out

X
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Poiché per ipotesi ogni Pull Back & V-esatto la mappa p. che rende
commutativo il diagramma € monomorfismo quindi TS(I')=T.

Si prova analogamente che ST=1Ig .

Le rimanenti verifiche sono poi ovvie.

OsSERVAZIONE 2.4. L’enunciato del Teorema precedente pud es-
sere formulato in modo equivalente cosi: condizione necessaria e suffi-

ciente affinché sia @ isomorfo a © e che ogni quadrato A-esatto di
C sia esatto ed ogni quadrato V-esatto sia esatto.

Esempi.

Categoria degli insiemi.
Nella categoria degli insiemi § non & verificata come visto negli

esempi della parte I la condizione necessaria e sufficiente affinché sia

S$=8§; ci sono infatti nella categoria Pust Out non A-esatti e Pull Back
non V -esatti.

Categorie Abeliane.

In una qualunque categoria Abeliana € & verificata la condizione
necessaria e sufficiente affinche €=C (vedi [4]).
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